COMPOSITION D’ANALYSE

DUREE : 6 heures

INTRODUGTION

*Dans tout le probléeme, E, (resp. L') désigne ’espace vectoriel des fonctions
(resp. classes de fonctions) continues et bornées sur R? (resp. intégrables pour la
mesure de Lebesgue de R?), a valeurs complexes.

E, est I’ensemble des éléments de E, dont la classe appartient a L*; comme
c’est I’'usage, on notera par une méme lettre une classe de fonctions et un repré-
sentant de cette classe.

On pose :
[l = sup ({ [f(w, ) [/(u,v) eR*}) pour fek,,
et £ = JJge lf (s v) |dudv si fel®;

on abrége en « p.p. » ’expression « presque partout », et en « [|» le signe « H'IRZ».

Si f est une application de R? dans C et si (a, b) € R?, on note f, ,
la fonction définie par f, , (x,y) = f(a + x, b + y) ; a étant > 0, A, repré-
sente I’ensemble des (x,y) e R*telsque — a<x<a e — a<y<a.

a0

t -
On rappelle enfin que ’ ST 4t tend vers g quand le réel a tend vers

vo
v+ 00

+ oo et que} " et dt vaut \/:7_*:.

-

Les quatre parties sont dépendantes, mais on peut traiter chacune en admettant
les résultats de celles qui précédent.

PREMIERE PARTIE

1° a. Soient f et g appartenant a L'; montrer — par exemple a 1’aide du théo-
réme de Fubini — que la quantité

(f*g)(x,y) = ‘I:l flx — u, y — v) g (u, v) dudv est définie pour presque tout (x, y),
que frgel? et que | f*gl, <[ f].lel.-

Si g € E,, établir que f*g appartient aussi & E, et majorer | fxg[s, en

fonction de | f|, et ||g]«-
b. f étant toujours dans L', on pose f(x, ¥) = []'f(u, v) e! @Y dudy
pour (x, y) € R? ; prouver que } eE, etque,si gel!, fxg=fg.
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20 a. Soit A > 0 ; pour (u,v) € R* et @ > 0, on pose

vy g uE v gin A x'sin Ay
Iu. v (a) = ’J dxd_)’
A
a

2y

Mettre [, , (a) sous forme du produit de deux intégrales simples; montrer

‘qu’il est borné indépendamment de (u, v, a) et que, lorsque a tend vers + o,

I, ,(a) tend vers : =* si(u,v) € &,_ (intérieur de A,) et Osi (u, v) ¢ A, .
b. Lorsque f € L', déduire du a. la limite de
/LS sin Ax sin A
[f 7wy =222
A\ &

a

quand a tend vers -+ oo .

¢. On suppose que fe€ E, et que f= 0. Etablir que f(0,0) = 0, puis

que f(a, b) est nul pour tout (a, b) € R* (on pourra utiliser la fonction f , ;) .
3° fdésigne un élément de L*.

a. Montrer que | f, », — f|, tend vers 0 quand (a, b) tend vers (0,0)
dans R? (on pourra, par exemple, approcher f par des fonctions continues a support
compact).

b. Prouver que,si f*g=0 pourtout g €E, , alors f=0p.p.

c. Déduire des résultats précédents que, si }" = 0,alors f=0p.p.

4° K est un compact de R?* et ux sa fonction caractéristique.

a. Vérifier que, pour y (resp. x) réel fixé, .;L-K (%, ) est une fonction analy-
tique de x (resp. y).

ey
Montrer que, si la fonction pg est nulle sur un ouvert non vide de R? elle
’est alors sur R? tout entier. A quelle condition sur K en est-il ainsi?

b. Application : On suppose que K nest pas vide.

Soit f € L, telle que .Ut'(K) f (u, v) dudv soit nulle pour toute translation
t du plan affine R?; démontrer qu’alors f est nulle presque partout.

52 Soient K, et K” deux compacts de R?, «ré uliers » en ce sens que chacun est
’
l’adhérence de son intérieur.

On suppose que, pour toute droite affine L, LNK’ et LNK” ont la méme
longueur (pour la mesure de Lebesgue de R).

a. Etablir que y.K (,.5) = aw (x,y) pour (x,5) € R* (on pourra
commencer par le cas ou x = 0).

b. En déduire que K" est inclus dans K’, puis que K’ = K".

DEUXIEME PARTIE

On note S I’ensemble des fonctions v € C*®(R?, C) qui ont la propriété suivante :
K+ 1

P (x,y) my—? (%, y) est borné sur R? pour tous k, [ entiers > 0 et tout poly-

noéme P € C [x, y] .

1° { désigne, dans cette question, un élément de S.
a. Vérifier que S est inclus dans L'; démontrer que ¢ est indéfiniment
différentiable et appartient & S (on pourra montrer que, si 1’on pose

ALY
by o) = 52

- (uyv), on a x@ (2, VI i‘jl (= ) -



b. Siw €S, prouver que

J‘J"L’ <__, _> S (u, v)dudv = {T <;a ;) (u, v)dudv  pour tout 1 > 0.

N
Calculer explicitement  (x, ¥) pour la fonction  (u, v) = grul=id,

1 pps
c¢. Déduire de ce qui précéde que ¢ (0,0) = i ‘ f(.[) (%, y)dxdy, puis
exprimer de maniére analogue (a, b) pour (a, b) € R*.

Etablir que 1’application ¢ '—*47 définit une bijection de S sur lui-méme.

2° Soit felL.
a. Montrer qu’il existe une fonction p € S telle que :
A ~ Juy
p(my) = 1si (y) €A et pxy)=0 si (%) ¢A,.

Pour A >0 et (u, v) € R*, on note :
u v

il A
onlir9) = (552 et By (10) =700 2 19 = (F+00) (0
b. Démontrer que || %, ||, tend vers O quand A > + o et que
| f*ea — f]|, tend vers O quand A —0,.

c. Déduire du premier résultat de b que, pour 8 > 0, il existe un voisinage
V de (0,0) dans R? et une fonction & € L* tels que

|2, < & et A(x,y) =f(0,0) — f(x,5) pour (%, y) € V.
Enoncer et prouver un résultat analogue, ot (0,0) est remplacé par un pomt
quelconque (a, b) de R

3° Dans la suite de cette partie, on fixe une fonction ¢ € E, .

a. Vérifier que f* ¢ conserve un sens pour tout f € L*, que f* ¢ appartient
alors & E,, mais plus nécessairement a L.

Montrer que ( f*g)* @ = f*(g*¢) pour f et g appartenant a L.
b. On pose :
I®= {feLI/f*CPZO}a
Z, = {(a,b) € R*/f(a, b) =0 pour tout fe€l,}.

Etablir que I, est un sous-espace vectoriel fermé de L, stable pour *, et
que Z,, est une partie fermée de R*.

4° On suppose, dans le reste de cette partie, que Z,, est vide.
a. Soit (a, b) € R?, expliquer pourquoi il existe un voisinage V de (a, b),
fel, et heL' tels que :
F@b =1 hl<1 e hixy)=1—Ffxy) pour (55 eV.

b. Soit g un élément de L', tel que g soit.4 support compact, inclus dans V.
On définit la suite de fonctions (g,) par : g, = & et &n4, = h * g, pour
tout n € N.
+ ®
Montrer que la série E ||gnl||, est convergente et que la fonction

+ ©
n=0

Z gn est définie presque partout.

n=20
Calculer g, en fonction de g et h uniquement.

c. Prouver que g =g, *f p.p. et que g appartient a Iqp.

s
En déduire que, si { appartient & S et ') est & support compact, alors ¢ € I,.
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5° Démontrer que I, = L' (on pourra d’abord vérifier que p, appartient a
I, pour tout A > 0), puis que ¢ = 0.

TROISIEME PARTIE

Pour tout nombre complexe w, on note F, la fonction définie par

1
Fu (2) = exp [% <z—- —)jl pour zeC—{0} et E J, (w) z" le déve-
z
neZ
loppement de Laurent de Fy au point 0.

1° a. Pour quelles valeurs de z la série ci-dessus converge-t-elle vers Fy, (z)?
Comment peut-on calculer J, (w) en fonction de F,,?

b. Soit I' e cercle de centre O, de rayon 1, dans le plan complexe, orienté
dans le sens trigonométrique; montrer que :

+ o

1 v(_i)k w\r+2k p —n-k=l
= — £ —_— —_ Zd
ladoh 7 55 2R <2> 1./# =
k=0 )

pour weCetnelZ

c. Lorsque n € N, expliciter les coefficients de la série entiére du b.; quel
est son rayon de convergence?

2° a. Prouver que di (w"]n (w)) =w"J,_,(w) pour weC et n>1.
w

b. Etablir que :
’\2

) =g

pour weC et nelZ.

. o (B st

c. Montrer que I’équation J, (x) = O a, au moins, deux racines réelles > 0;
on notera désormais J 1’ensemble des nombres de la forme"j, ou p et g sont des
q
zéros réels > 0 de la fonction J, .

3° a. Soient r un réel > 0 et D (r) le disque fermé de centre O et de rayon r
dans le plan R2

N T dal it 8
Démontrer que wp .,y (%, y) = 27 f Jo (p\/ac2 + ¥?) pdp pour (x, y) € R?;
i 0

I, (V2 + 59).

2rr

en déduire que, si (%, y) # (0,0), @D(,) (%, ) vaut
\/xa i _',V2
Quelle est la valeur de (:L\l)(,) 0,0)?
b. Soient K un compact de R? et ¢ € E,, tels que pg * ¢ = 0.
Montrer que, pour tout (a, b) €Z,, on a /ptx(a, b) =0 (Z, a été défini
au 3° de la deuxiéme partie).
4° Application.

a. Soit ¢ € E,, ayant la propriété suivante :

; . 7 T
(1) il existe deux réels > 0, r, et r, tels que ;—1- ¢ J et que
2

ﬂ’q; (x, y)dxdy soit nulle pour tout disque D, de centre quel-
D

conque et derayonr € {r,, r,}.

Prouver que ¢ est identiquement nulle.



b. Vérifier que la conclusion de a. tombe en défaut si I’on ne suppose pas

r 2 2

que — ¢ J (on pourra, par exemple, montrer que la fonction ¢ (x,y) = siny a
r2

une intégrale nulle sur tout disque ayant pour rayon I'un quelconque des zéros

réels > 0 de la fonction J,).

50 Si f appartient a L* et vérifie la propriété (1) du a., est-elle nulle presque
partout?

QUATRIEME PARTIE

On note ® le groupe des déplacements affines du plan R?; si K est un

compact de R?, une fonction ¢ € E, est dite K-inerte lorsque {T ¢ (%, y)dxdy

e d(K)
est nulle pour tout d €.

On dit que K est descriptif lorsque 0 est la seule fonction K-inerte dans E, .

1

1° Soit K un compact de R*.

a. On suppose que &.K (0,0) # 0 et que @K n’est, dans R?, identiquement
nulle sur aucun cercle de centre 0.

Démontrer qu’alors K est descriptif.

b. Pour x et y complexes, on pose encore
P‘K (x,9) = 'fllx (u, v) €@+ dudv.

Prouver que la conclusion de a. demeure, si 1’on suppose seulement que
N AN
uk (0,0) # O et que pyg n’est identiquement nulle sur aucun des

T,={(xy €C/«*+y>=r"} pourr>0.

2° q. Montrer qu’aucun disque fermé n’est un compact descriptif.

b. Etablir, par contre, que le compact délimité par une ellipse, non circu-
laire et non réduite  un segment, est descriptif.

¢. Qu'en est-il pour un carré?

30 4. Soient @ < b et ¢ > O trois nombres réels, et T le compact délimité par
le triangle A (a,0), B(b,0), C(0,¢).

/ 2

p e ) / £
r > 0 étant fixé, on pose : x, =1 et y, = — lt\/i—t—z pour ¢t =r.
Calculer explicitement 'p\.T (x4 y,) et démontrer qu’il existe un nombre

complexe k # 0, indépendant de ¢, tel que la fonction p.T (%, ;) soit équivalente

\

i ‘
a m ect lorsque ¢ tend vers - o0 .

b. Soit K, un compact dont tous les points ont une ordonnée < 0 ; prouver
N\

que g (%5 ;) reste borné lorsque ¢t — - 0.
¢. Ltablir que K u T est descriptif.

4° Démontrer que tout compact convexe, d’intérieur non vide, dont la frontiére
est une ligne polygonale, est descriptif.

50 Soit K un compact convexe, d’intérieur non vide, dont la frontiére I’ est
un arc de classe C' par morceaux.

On suppose que I' a, au moins, un point anguleux C, c’est-a-dire tel
que les deux demi-tangentes en C a I' soient distinctes.

Démontrer que K est descriptif.
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