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PREMIERE PARTIE

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES

1.

Mathématiques élémentaires et Mathématiques spéciales.

5583. — On désigne par S toute transformation homographique ponctuelle, réguliére (admettant une
transformation réciproque), ne se réduisant pas a la transformation identique, soit du plan projectif en lui-méme,
soit de I'espace projectif en lui-méme. Le transformé par S d’un point M sera noté¢ M,.

Dans les parties I, IT, III du probléme, on propose Pétude, en géoméirie plane, de certames transformatlons S
vérifiant P'une ou l'autre des conditions suivantes: : ,

— ou bien il existe au moins trois points non ahgnes A, B, C tels que leurs transformés A,, B;, C; par S
soient situés respectivement sur les droites BC, CA, AB [pour abréger, on énoncera désormais cette condition, ou
toute condition analogue, en disant: il existe au moins un « triangle» ABC dont le transformé- A;B,C; par 8
“est inscrit dans ABC, méme si certains des points sont & Uinfini];

— ou bien il existe au moins un « triangle » ABC (trois points non alignés) qui est inserit dans son transformé
AB,C; par S, c’est- a-dire A surla droite B,C,, B surladroite C;A;, C surladroite A,B;.

Une transformation S§ vérifiant la premiére de ces deux conditions sera appelee transformation du type X,
ou transformation T, et tout « triangle » ABC dont le transformé, par une telle transformatlon est inscrit dans
ABC sera appelé triangle (0).

Une transformation 8 vérifiant la seconde des deux conditions sera dite du type ¥’, ou transformation X’,
et tout « triangle » ABC inscrit dans son transformé par une telle transformation sera appel¢ triangle (8°).

Dans la partie IV du probléme, on propose, dans Uespace, 'étude de transformations S vérifiant des condi-
tions analogues ol interviendront des systémes de quatre points non coplanaires (en abrégé: « tétraédres »).

Les parties III et IV peucent étre étudiées indépendamment des parties I et II.

Dans les parties I et II, les transformations S étudiées sont des similitudes directes, dans un plan réel
euclidien donné. Le plan est orienté; I’unité d’angle est le radian; la notation (L, L) représentera la mesure algé-
brique « modulo = » de l’angle orienté de la droite L vers la droite L

I. — GEOMETRIE PLANE. — Soient A, B, C trois points non alignés; on désigne par 1 le centre du cercle passant
par A, B, C,par G le point de rencontre des médianes et par H Porthocentre du triangle ABC, par A,, B,, Co
les milieux et par Tu, Io, Iw les médiatrices respectivement des segments BCG, CA, AB.

10 On donne le triangle ABC. Soient A’, B’, C’ trois points prisrespectivement sur les droites BC, CA,AB,
et distincts des sommets du triangle. Démontrer que les trois cercles circonscrits aux triangles AB'C’, BC'A’,
CA’B’ ont en commun un point J, et que on a, « modulo = », Pégalité

(JB, JC) = (AB, AC) + (A'B", A’CY)
et deux égalités analogu'es faisant intervenir (JC, JA) et (JA, JB).

Démontrer que, si A’B’C’ est un triangle directement semblable au triangle ABC (A
B’ 4 Bet C acC),le point J - est confondu avec le point 1.

I

correspondant a A,
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20 Le triangle ABC est donné, ainsi qu’un nombre <
(~E<e<+ D)

Soient Tuy, Ivy, Iw, des droites définies & partir des médiatrices Iu, Ir, Iw par les relations
(T, Tuy) = (Io, Ioy) = (1w, 1w;) = <.

Les points d’intersection des droites Iu, et BC, I, et CA,Iw, et AB, sont appelés respectivement A,, B,,C,.
Démontrer que Ay, B, C; sont les transformés respectivement des points A, B, C, dans une similitude
directe, dont le rapport (positif) K et 'angle , que ’on exprimera en fonction de 9, vérifient la relation

LY . ' 2K cosw 4 1 = 0.

Quel est I'orthocentre du triangle A;B,C,? Construire le centre O de cette similitude. Quel est le lieu du
point O quand ¢ prend toutes les valeurs possibles? - . '

Démontrer que les similitudes directes ainsi définies sont les seules similitudes directes du type ¥ pour les-
quelles le triangle ABC donné est un triangle (6). o '

3° On donne maintenant une similitude directe S par son centre O, son angle o et son rapport K (positif)
et Pon suppose . ‘ '

(1) : 2Kcosw 41 =10 avec -

On donne, d’autre part, un point I. On demande de construire un triangle ABC inscrit dans un cercle (non
donné) ayant I pour centre, et tel que son transformé A,B,C;, par S soit inscrit dans ABC (A; sur BC, etc.);
on montrera que ce probléme admet une infinité de solutions, I’un des sommets, A par exemple, pouvant é&tre
choisi arbitrairement dans une région du plan, que I'on définira. Existe-t-il des triangles rectangles parmi ces
triangles ABC? : : ' . ]

Les résultats précédents permettent de caractériser parmi, les similitudes directes, celles qui sont du type =
et donnent un mode de construction des triangles (8) correspondant & chacune de ces transformations.

II. — GEomETRIE PLANE. — On propose ici d’étudier par une autre méthode les similitudes directes du type ZX.

Le plan est rapporté & un repére orthornormé ayant pour origine O et pour axes Oz et Oy. Un point M
pourra étre défini par ses coordonnées (z,y) ou parson affixe z =z + iy (le conjugué de -z sera noté z). On
' rappelle que 'la propriété d’alignement de trois points ayant pour affixes z, 7', z” peut 8tre caractérisée par la relation

lz 7 z -
(2) z 3 7' =0.
1 1

On désigne par S une similitude directe ayant pour centre origine O, pour angle o et pour rapport (positif)
K. Onpose k= Ke®. Le transformé par S d’un point M d’affixe z estle point M, ayant pour affixe z, = ha.

1° Un point A, distinct de O, étant fixé (par exemple sur Oz), construire le lieu des points B tels que le
produit vectoriel de AB, et de BA; soit nul. ' ’ o '

On peut alors choisir trois points A, B, C, non alignés, distinctsde O, de fagon que les points A,, B, C soient
alignes, ainsi que les points A, B,, C. Ces conditions étant réalisées, démontrer, en utilisant la relation (2), que
les trois points A, B, C, sont alignés si, et seulement si, I’on a

(1) ., 2Kcosw + 1 = 0.

i

On retrouve ainsi les similitudes directes du type Z. . . . -

On considére une telle similitude X, ayant ‘O pour centre; montrer que I’on peut construire les triangles (6)
correspondants en se donnant deux de leurs sommets, A et B. » :

20 On revient a la similitude directe S ayant pour éléments O, w, K. On désigne par A un point distinet
de O et par Ay, Ay, Ay les transformés par S respectivement des points A, A, A,. o

Déterminer celles de ces similitudes pour lesquelles les trois points A, A, et A, sont alignés, quel que soit A. -
Parmi elles figurent les similitudes directes £ ayant O pour centre; quelles sont les autres similitudes S vérifiant -
cette propriété? S . ) ’ . ) : .

Existe-t-il une liaison simple entre cette propri¢té des similitudes directes X . et la propriété établie au para-
graphe II, 10? ) ) . :

3° Quelle relation doit-il exister entre © et K pour que la similitude directe S soit du type X’? En dési-
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gnant comme précédemment par A,, A,, A, les « itérés » d’un point A par une telle similitude X’, montrer
que les points A, A,, A; sont alignés, quel que soit A. - '
(L’étude détaillée des similitudes L’ n’est pas demandée. )
Définir les similitudes directes X, quisont & la fois du type X et du type X’ et déterminer les triangles qui,
pour une telle similitude £,, sont a la fois des triangles (8) et des triangles (0%).

III. — GiomEiTRIE PLANE. — Dans le plan projectif, rapporté & un repere tout point M sera défini par un
systéme de coordonnées homogeénes, ou trilinéaires (z, y, ). .

A une transformation S, répondant & la définition précisée au début de I'énoncé du probléme, sera associée
une matrice carrée (F), d’ordre trois, réguliére, telle que le point M,, transformé par S du point M (z, Y, t),
admette comme coordonnees les nombres - x,, y;, ¢, définis par la relation matrlcxelle

. ' : K Ty x
(3) _ ) <y1)= (F) <y> !
' A ‘ t, t .

1

!

On rappelle que la trace d’une matrice carrée est la somme de ses valeurs propres, ou la somme des éléments
de sa diagonale principale. :

1° Une transformation S étant donnée, il est possible de choisir trois points A, B, C non alignés, tels que, A,
et B, étantles transformés par S de A etde B,lespoints A,, B, C soient alignés, ainsi que les points A, By, C.

Démontrer, en utilisant éventuellement des changements de repére, que, si une transformation S est du type
Y, la trace de la matrice (F) est nulle et que, recxproquement sila trace de la matrxce (F) associée & une trans-
formation S est nulle, S est du type X. ‘ :

Comment peut-on obtenir les triangles (8) correspondant & une transformation ¥ donnée?

20 On désigne par M;, M,, M, les « itérés » d’un point M par une transformation S donnée, c’est-a-dire
les transformés par S respectivement de M, M, M2 Démontrer que, si S est du type Z, les trois points
M, M,, M, sont alignés, quel que soit M.~ : : h

La réciproque de cette propriétés est-elle exacte? : P T
3° Quelle condition doivent vérifier les éléments de la matrice (F) pour que la transformation' S soit du
type T'? : - , )

Existe-t-il, pour un point M et pour certams de ses « 1teres » Ml, M., Ms, par une transformatlon 3, une . ‘

propriété d’alignement valable quel que soit M?
4o Déterminer les transformations S qui sont & la fois du type & et du type 2. Quelle est, pour une telle. :
transformation, que 1’on notera ¥, la forme du polynéme caractéristique de la matrice associée?
Montrer que, dans un repére convenablement choisi, une transformatlon Xy peut stre définie par une matrlce
de Iune ou Pautre des formes

—

'O 1 0 0 0 !
(0 0 m} ou- m 0 0), .avec Imn 5 0.
n 0 0, 0 n 0

Etudier les points doubles de cette transformation (on pourra se borner au cas I =m =n = 1).
Que deviennent, pour une transformation %,, les propriétés d’alignement relatives & un point M et & ses
« itérés » My, M,, My? Définir les triangles qui sont, pour une ¥,, & la fois des triangles (6) et des triangles (6°).
59 A partir des résultats qui viennent d’étre obtenus dans cette partle III, on demande:
— de retrouver les similitudes directes du type ¥ ou du type X’;
— de rechercher s’il existe des « similitudés inverses » de I'un de ces types
— de déterminer les affinités et les homologles de 'un ou I'autre de ces types.

IV. GEOMETRIE DANS L’ESPACE. — Les définitions et conventions sont celles de la partie III mais étendues
a I’espace projectif. Un point M sera défini, par rapport & un repére choisi, par un systéme de coordonnées homo-
génes, ou tétraédrales (z, y, z, t). ‘A une transformation S sera associée une matrice carrée, d’ordre quatre, régu-
liere, notée (F). Les coordonnées de M et celles de son transformé M, par S sont alors liées par une relation
matricielle analogue a " (8).

La transformation S sera dite du type T s’il existe au moins quatre points non coplanaires, A, B, G, D
tels que leurs transformés A,, By, C;, D, par S soient respectivement situés dans les plans BCD, CDA, DAB,
ABC[en abrégé : il existe un « tétraédre» ABCD dont le transformé par S est inscrit dans ABCD]; les« tétraédres»
vérifiant cette condition, pour une ¥ donnée, seront appelés tétraédres  (0). ,

On définit de méme les transformations S du type X’ et les « tétra¢dres » correspondants (68°), un tétra-
édre (0‘) étant inscrit dans son transformé par X’
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1° On propose d’abord de démontrer I’existence de couples de « tétraddres » afys et «’B’y's” tel que chacun
d’eux soit inserit dans ’autre. : .

On prend les quatre points «, B, v, § comme sommets d’un repére; quelles conditions doivent vérifier les
coordonnées de quatre points «, 8, v, 8’ pour que ces points soient situés respectivement dans les plans {3, y6a
8a3, afy? Ces conditions étant remplies, montrer que les relations exprimant que les quatre points «’, §’, v’, 8’
ne sont pas coplanaires et que les points «,p,y,5 sont situés respectivement dans les plans 5748/, y'%a’, 8aF’
et a’f’y" sont compatibles et admettent une infinité de solutions.

On désignera par p un tel couple de tétrasdres. ;

20 Démontrer que les transformations S du type ¥ peuvent étre caractérisées par le fait que la trace de la
matrice associée (F) est nulle.

Comment peut-on déterminer les « tétraédres » (0) correspondant & une transformation X2 ,

Que peut-on dire d’un point quelconque M et de ses « itérés » M;, M,, M;, M, par une transformation X?

80 Etudier de méme les transformations S du type X' .

40 Il existe des transformations S qui sont & la fois du type = et du type T’; soit ¥, une telle transfor-
mation. En donner un exemple (on pourra utiliser un couple de tétraedres ).

Quelle est la forme du polyndme caractéristique de la matrice {Fo) associée & une transformation X,? Que
peut-on dire d’un point M et de ses « itérés » par une ¥,? :

Que pensez-vous du carré d’une transformation X,?

Analyse.
5584, — Les parties IV et V sont indépendantes.

Notations. — (i’:-cdrps des nombres complexes.

2;€C; a;: conjugué de ay; fa;|: . module de ;. '
A={(a;)], i j="1,2, ..., n: matrice n X n & termes complexes a;;.
A* = [(a;)]: matrice adjointe- de A (transposée de la conjuguée).

1
18 = (Y a@;) s i =12, ..., n): norme de A.
i=n i R .
tr A=Ea‘-i T trace de A.
=1 :

= . . .
"|A]| = dét. A: déterminant de A.
| k=n
AB = [{¢;})], ¢;; = Z a;by;: produit des matrices A et B.
k=1
I. — 10 Vérifier que [JA|| est effectivement une norme sur ’ensemble des matrices A considéré comme espace
vectoriel sur C. ; :
20 Démontrer I'inégalité ||AB|| < |JA]l1iB].
80 Etablir Pégalité [|Alj2 = tr (AA*) = tr (A*A). ‘ -
4° Dans le cas ot A = A* (matrice hermitienne), exprimer [IAll en fonction des valeurs propres de A.
I1. — On suppose que les termes q; ; de la matrice A sont des fonctions & valeurs complexes de la variable
complexe z. La maftrice est alors : '
b Alz) = [{ay(2))].

1° Lorsque les fonctions a;;(z) sont continues, on pose ‘{.A(z) dz = [(J a,.j(z)'dz,)], ou y est un chemin
S 1 .

différentiable du plan de la variable complexe,
f‘A(z) dz <] [lA(2)]| ds, s désignant I’abscisse cilx"viligne du point d’affixe z sur y.
. . ;
20 Lorsque les fonctions a;;(z) sont dérivables, on pose aA _ A’(z) = [(af;(2))].
Vérifier la formule de dérivation d’un produit : dz '

(AB)’ = A’B & AB'.

Démontrer 1'inégalité

8° Lorsque les fonctions g,;(z) sont holomorphes dans un ouvert D du plan de la variable complexe, on dit
que la matrice A(z) est holomorphe dans D. Enoncer et démontrer la formule intégrale de Cauchy relative & une



