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ANALYSE NUMERIQUE

Les parties I et TT ( sauf question 6 ) sont mdepcndanles
On désigne par 2 un ouvert quelconque de RY , avee N > 1, et par C(€2) Pespace des fonctions continues
sur 0. S [ appartient & C(SY), on appelle supportt d&. f Vensernble -

suppf = adhérence de {z € Q; f(z) # 0}.
On note :
C.(2) = {f € C(R2);suppf est un compact inclus dans Q}
={feEC(); 3K CQ, K compact tel que f(z) =0, Vx € Q- K}
CHR) = CHR)INCAR) ; CZ(Q) =D(NR) = C=(Q) NC(N)
C(Q) = { prolongements par continuité a {7 de fonctions uniformément continues sur € }.

On désigne par L'(Q), L*(R),..., L?(Q) respectivement les espaces de Banach de classes de fonctions
intégrables, de carré sommable, de puissance p*'“‘ sommable, sur Pouvert  muni de la mesure de Lebesgue.
On rappelle qu'un espace métrique est dit séparable s'il contient un sous-ensemble dénombrable dense. On
admettra que D(12) est dense dans I7(Q), et que L7(Q) est séparable, pour | Sp< oo .

On note £(X,Y) I'espace des applications linéaires continues de X dans Y.

Partie I. On définit l'espace de Soholev H(Q) par :

HY(Q) = {u € L}(Q) t.q. 331,92,....9x € L*(Q) L.q. / ug—:- = -/ %6, Vo € D(N),Vi=1,2,.. N}
o 3 i

1) Montrer que, si u € H*(2), les fonctions g; (1 < { € N) sont définies de manitre unique.
On note alors :
du du  Ju Ju

8::, =%, N (821 8:, ’(923) ?
et on munit /() de la norme :

N
2 2 2
Rellzzs gy = Nlellzagny + z ll9:liza¢

déduite du produit scalaire :

((w, v))-/[uv+zax. o:.] /[tw+Vu vel.

du
’a'

Montrer que H?(2) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.
On défimt :

Montrer que, si u € C}{2), ——est la dérivée partielle usuelle au sens des fonctions, et que C}(Q) C H'(RQ).

H)(Q) = adhérence de D(R) dans P'espace H'(RQ) .
Vérifier que c’est un espace de Hilbert ( pour le méme produit scalaire et la méme norme ).
2) On veut montrer que /() est un espace de Hilbert séparable .

du

Soit I, Popérateur défini de la faon suivante : 3 u € H'(R), on associe (u, 2, ,:T“) e (L)~
N

Montrer que L{H () est un sous-espace fermé de (L’(Q))N“.
Montrer qu’un produit fini d’espaces séparables est séparable, et quun sous-espace d'un espace séparable
est. séparable (on pourra construire un sous-ensemble dénombrable dense de ce sous-cspace a 'aide d'une

suite dense de 'espace et d’une suite de réels tendant vers zéro ).
En déduire que () et H}(Q) sont des espaces de Hilbert séparables.




3) Soit f € L*(R2). Montrer que I'application qui a v € H*({) ( respectivement H{(R) ) associe L(v) = [, fv,
est linéaire continue.
En déduire qu’il existe un ct un seul u € H*(Q) ( respectivement H}(Q) ) tel que :

((u,v)) = /ﬂ fv, pour tout v € H'(Q)( respectivement H5(R)); et que [Julluicay < |flles(ay-

On définit ainsi un opérateur linéaire continu, noté T, de L*(Q) dans H(Q) ( respectivement HE(R))
par : u =T(f).
4) On désigne par V D'espace H'() ( respectivement H}(R2) ). Soit Vi un sous-espace de dimension finie de
V, dépendant d'un paramétre h > 0 destiné & tendre vers zéro, dont la dimension est notée N(k). Montrer
qu’il existe un et un seul uy € Vj, tel que ;

./n[ Vuy, . Vi, + up vy ] = ./nf vn Vur €V et que ||uh||yx(n) < “f“[,:(g).

On définit ainsi un opérateur linéaire continu, noté Tk, de L*(Q) dans Vi, par : uz = Th(f). Soit u la
solution obtenue & la question 3); montrer que : |ju — wy|ly < infy, cv, llu— vally.

On suppose qu’il existe un sous-espace dense V de V, et une application ry de V dans Vj, telle que
rpv — v dans V quand h — 0 . Montrer que ||u — up|ly — 0 quand A — 0 .

5) Méthode de Galerkin (cetle question n'es! pas indispensable pour la susic ):

On appelle base Hilbertienne d'un espace de Hilbert V' une suite (w;) telle que les w; soient orthonormés
et telle que Pespace vectoriel engendré par les éléments de la suite soit dense dans V', Montrer que s1 V' est
un espace de Hilbert séparable, alors il admet uné base Hilbertienne ( construire une telle base (w;) & partir
d'une suite dense (v;)). Soit Vi, 'espace vectoriel engendré par wy,ws, ..., We, . Soil uy, la solution obtenue
& la question 4) ( pour Vi, = Vi, et h = L ). En prenant V = V et pour ry la projection orthogonale de V
sur V,, vérifier que u,, — u dans V' quand m — o0, o1 u est la solution obtenue i la question 3) .

6) Dans toute la suite de cette partic | on suppose que
N=1,etque2=]0,1[C R.

Soit u la solution obtenue i la question 3). Montrer que :

du 1 d du d du
= —f ) = = sl S— < a.
- € H(Q2), avee dz(dz) u—f ,et ; (dx) 2 S 2|

Dans toute la suite, la quantité % définie au paragraphe 1) si u € H'(J0, 1) sera notée o', avec v” = (v')’.

7} On va montrer que si u € H'(]0,1[) , alors il existe un représentant i de Ia classe de fonctions a laquelle
appartient u, tel que % € C([0,1]) , w = @ p.p. sur ]0,1[, et tel que :

Yzety €]0,1[, i(z)-i(y):/r u'(f) dt .
y

En choisissant le représentant continu de la classe, on noterau = .

a) Soit ¢ une fonction de D(J0, 1[) telle que fol ¥ = 1. Montrer que, pour tout w de D(]0, 1]), il existe ¢ ap-
partenant & D(J0, 1[) telle que ¢' = w— ([ w) ¥. Soit p € L2(]0,1]) telle que ¥é € (0, 1), fyp¢’ = 0.
En utilisant le fait que D(]0, 1[) st dense dans L*(]0, 1]) , déduire de ce qui précede que p — fgl (pe)=0
p.p. sur J0,1[ , donc que p est constante p.p. sur J0,1[.

b) Soit g € L*(J0, 1[) et 3 €]0,1[. On pose, pour z € ]0,1], v(z) = j;‘:g(t) dt . Pour tout ¢ € D(]0,1]),
montrer, en remplacant ]0, 1{ par }0, 3o[ U Juq, 1{ ¢t en appliquant le théoréme de Fubini sur chaque sous-
intervalle, que Pintégrale f; v ¢ est égale d -~ j: g 0.

c) Soit w € H*(]0, 1]); soit wy €]0, 1] et soit u(x) = f;; u', r € ]0,1[. En utilisant a) et b), montrer qu'il

existe une constante C telle que u—u = C p.p. sur ]0, 1[. En déduire qu’il existe & satisfaisant aux propriétés
énoncées au début de cette question 7).
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8) Soit u € H(J0,1]) .

a) Montrer, tout d’abord pour des fonctions de D(J0, 1)), puis, par densité de D(]0, 1[) dans H3(10,1]), pour
des éléments de H{(]0, 1[), que 'on a Finégalité suivante :

Vu € 130, 1D, [w(=)| < [lw'llz2go,5p .pp- = €)0.1[ .

Pour cela, on rappelle que de toute suite convergente dans L? on peut extraire une sous-suite qui converge
presque partout.

En déduire, en utilisant la question 7 ( en identifiant u & &), que Vinjection de H3(10,1]) dans €([0,1])
est continue , et que I'on a I'inégalité :

lulleqo.a)y = L lu(z)] < llu'llzago,ap .V € H(]O, 1])-
zr N

Montrer, en utilisant la densité de fonctions de D(]0, 1{) dans H}(]0, 1[), que u(0) = u(l) = 0s u € H}(J0,1]).
Dans la suite du probléme, on admettra que -

H3(00,1) = {u € H'(]0,1]) tels que u(0) = u(1) = 0 }.

b) (Cette question n'est pas indispensable pour la suite): En utilisant le résultat de 8) a) | la question 7), et
le théoréme d’Ascoli ( rappel : si # est un sous-ensemble borné de C([0,1]) tel que Von ait. : Ve > 0,

38 > 0 tel que |7y = 23| < & = [f(z;) — f(z2)| < € ,Yf € H, alors H est relativement compact dans
€([0,1]) ), montrer que Pinjection de H3(10,1]) dans C([0,1]) est compacte ( c'est & dire que 'image d’un
borné de Hj est relativement compacte dans €([0,1]) ).

9) Sur Uintervalle [0,1), pour M entier et h = ]‘7, on définit les points @; = i h, 0 < i < M. Pour
1< ¢ £ M—1,on définit les fonctions ¢; par :
~Z + a —@;_y + T
¢i(x) = _ha'“ = ,:

Montrer que ¢; appartient & H(]0,1]), et que #(z) vaut: S sur Jas, @ipa [, + sur Jaioy, a:f, 0 ailleurs, puis
que & € H3(J0,1) pour 1 <i< M — 1.

Soit Vj, Pespace vectoriel de dimension M — 1 engendré par les ¢;, 1 <i< M — 1., Soit II, Popérateur
de 15(]0, 1[) dans V, défini par :

sur [a;,a;41] , sur [a;_y,a;] , 0 ailleurs .

M~-1

Dau(z) = ) u(a:) ¢if2) -
=1

Montrer, en posant ¢o = épr = 0, que I'égalité suivante est vraie:

Il = Wawllfpigoap = f i [Iu = u(a;)di — ulaiy)diga]* + Iu' 4 i;:—'l - _.u(a;l“]r] dr.

i=0 ‘0

10) Soit u € H3(]0,1]) tel que v’ € H*(]J0, 1[); en utilisant le résultat de la question 7) pour u, puis pour u’,
monlrer que :

L e+ Bl [wora.

En introduisant w = u—w(a;)é; —ufa;41)¢:4y , montrer que w € H'(]0, 1]} et que v’ = u'+@—@

sur Ja;, ai41(. Montrer l'inégalité suivante -

/ ju(e)f d= < 2° [ " o .

En déduire que , s1 h < 1, les inégalités suivantes sont vraies :

Il = Manlzago,apy € Allu"lleagospy o llw — Baullmgesp < Chlv"|lzagoap (€ > 0);

puis, & l'aide des questions 3), 4), 6), que ||T - Tilleqragoapmzgoapy € Ch (C > 0), ol T et Ty, sont les
opérateurs introduits en 3) et 4).



-

=g

Partie IT. Soient V et W deux espaces de Banach sur IR, A un intervalle compact de IR, G: V — W une
application de classe C' et T € £(W, V) . On définit F, de IR x V dans V par:

Fou)=(d + AT G )(u). ()

Les dérivées partielles de F' par rapport a A et & u au point (A, u) sont notées %(,\, u) et g—f(/\, u).

On suppose qu’il existe une branche (A, u(A)) de solutions non singuli¢res de F(A, u) = 0, qui vérifie les
propriétés suivantes:

I'application A — u(A) est continue de A dans V) (2)
YAe A, FOA u(A)) =0, (3)
YA E A, ZU—F(,\,u(,\}} est un isomorphisme de V' dans V. (4)

Soit h un réel positif; & tout k on associe un sous-espace de dimension finie Vy de V, muni de la norme de
V. Soit T}, un opérateur { approximation de Popérateur T') linéaire continu de W dans V;,. On définit F), de
IR x Vj, dans Vj,, par Pégalité -

FaAun) =(Id + AT, G) (ua) . (5)

On va démontrer V'existence d'une branche (A, ux(A)) dans A x Vj, de solutions de Fj(A up(A)) =0, et
obtenir une majoration uniforme de Perreur ||u(A) — up({A)]|. On suppose qu'il existe une application ITy,
linéaire continue de V' dans V), telle que :

3C > 0; VA A €A, Yh>0, JILu()?) ~Iau(d)|ly £ C[A =A%, (6}
hm ft:plu()) Mau(A)||v =0 . (7)

On suppose enfin que @ et sa différentielle DG sont Lipschitziennes sur les bornés de V', c'est-a-dire :
IG(w) — Gu*)llw = Lalllul, lu*]]) lu— ™. (8)

10G(u) — DG )lewwy < Lalliull lu™ll) lhe — %]y (9

oi1 Ly et L, sont deux applications de’'lR* x IR* dans IR" croissantes par rapport. & chaque variable. On
suppose que I'approximation Tj, de T vérifie les relations suivantes ( la demitre se déduisant des autres
hypothéses ):

lim 17" = Talleqwevy = 0, (10}
Tim sup || Fa (A, Hzu(A))||v =0 . {11)
Aoy p

1) Pour cette question 1), Fj, défini en {5) est aussi considéré comme un opérateur de IR x V dans V.

Ecrire les expressions dc % (A u) et ;—”‘—A(A uy, ). Montrer. & 1'aide des hypothises de continuité et de (4),

qu'il existe a > 0 tel que, YA € A, ||( —(A u(A)) )} “cwv < o . Montrer que si A € lsom(V. V] avec
A~ < a, alors, ¥r € V, || Av|lv 2 ‘l [leflv; en diduire qne Yo € V.¥A € A, || ()« u(\)w|, = = ||w||;
En faisant la difiérence des expressions %{A u(A)) et (A ITpu{A)) dans (V. V') et en uul:sant {2), (7),

aF;
(9), {10}, montrer que l'on a : Vuy € V3 , ||‘ "(A n..u(A)} wnll, = (@' — (k) fwally, ot e(h) est
une fonction indépendante de A € A, qui tend w;s()qwmdh — 0. En déduire qu'il existe iy > 0 et une
constante C > 0 tels que : Yk < kg, YA€ A, [|( —(,\ Mau()) ) 'l iy S € -
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2) Montrer, avec (2), (7), (8) et {10} qu’il existe des constantes €' = 0 et h; > 0 telles que I'on ait:
aFy
VA€ A, h < by || ZE A N gy, < €

3) En utilisant {2),{7),(8),(9}.(10), montrer qu'il existe hz > 0, et une fonction L de R* x R™ dans R",
croissante par rapport i chaque variable, telle que , YA € A et VA" € IR, Vuj € Vi, el VA < hy -
|D2FL (A 2 ) = DFR (A, TTau(A)) | cqmaeviiviy
< LON 4 Tugllv AL+ ITnu(2)lv) (1A = A%] 4 g = Tau(A) ]y )-

Pour ceci, on notera DF}(a,b) la différentielle de Fj, au point (a,b), que 'on exprimera i Paide des
dérivées partielles; on rappelle que Vj, est muni de la norme de V. En déduire qu'il existe une fonetion
croissante L de IRT dans IR telle que WA € A et ¥A* € R, Yuj € Vi, avec [lup = Ihu(A)v + A" = Al < £
la quantité L(...) dans 'expression précédente peut étre majorée par L(€) ( utiliser & nouvean (2) et (7} ).

¢} En utilisant (2}, (3), (7), (8], {10), montrer qu'il existe kg > 0 et une constante C' > 0 tels que :
¥h < hs, VA € A, BFOL Thul)llv € € (IMau(d) = w(A)iv +I(T: = T) G u(A)lv] -

5) On admettra le résultat suivant {généralisation du théoréme des fonctions implicites):

Soient X, Y, Z des espaces de Banach et U/ un sous-ensemble de X. Soit y une fonction définie sur U et
a valeurs dans Y, telle que: ¥z, z* € U, lly(z) = y{z*)] < Gollx —z*]| (Cp > 0). Soit f une application de
classe C' de X x Y dans Z | telle que:

i )
Vzg e U, %(M-yfxo))e Isom(Y, Z), S*Elr""((g‘;-)(zo-y[ro))) l"qz.r} < Cy (C >0}, {12)
)
sup (020 ylzMeces) € Ca (C2>0), (13)

et telle qu'il existe une fonction croissante L de R* dans IR* vérifiant 'inégalité suivante :
ey € U et ¥z € XVt € Y tels que ||z — zg||x + It — w(zollly <&

IDf{z.t) = Df(zo,vizo))lecxxv.z) < LEN = — zollx + It — wizo)lly). {(14)
Alors, il existe une constante d = 0, dépendant de L.Cp.Cy, O3 telle que, si
sup || f(zo. y(xo))|lz < d. (15)
Tof U

il existe une seule fonction g, de classe C', définie sur un voisinage de U et i valeurs dans Y telle que
vx € U, flx, g(z)) = 0. De plus, il existe une constante K > 0 telle que, Vg € U -

llg(za) = wlxa)lly < K || f(zo.u(zo))llz -

Pour chaque k < inf(hq, hy, ha, hg), on va appliquer ce théoréme & f = Fj.

En utilisant les résultats des questions antérieures, et (2), (7), (10) pour que sup, . o | Fi (A, Tau(A)) ]y
tende vers zéro quand h tend vers zéro, montrer qu'il existe une constante iy > 0, une constante ¢ > 0, et
une unique fonction de classe C', up : A € A — up(A) € Vi telle que pour tout h < hy et tout A€ A, on ait:

Fahwn(A) =0 [lun{d) = u(N)llv < C(IMxu(A} = u(A)ly + I(Th = T) Gu(A)llv).

6} Application au probléme de la partie I: Soit V = H}(]0.1]), Vespace V), et Popérateur [l sont ceux
introduits i la question 9) de la partie I, 7' est 'opérateur de L%(J0,1[} dans H{}(]0,1[) introduit & la
question 3). T), est Vopérateur introduit & la question 4), et G Uapplication définie par G(u) = * . Montrer
que G est. une application de HJ(]0, 1[) dans L2(]0, 1)) ( utiliser les questions 7) et 8) ). Montrer que 'on
peut appliquer les résultats de la partie IT au probléme :

FAu)=u+ AT Glu) .

Pour cela, en faisant les hypothéses (2), (3}, (4), (6). (7). vérifier que les autres hypothéses sont satisfaites et
appliguer les résultats de la question précédente. Montrer que Fon a supy 4 lun(A) — wA)|| 20,0 = € b




MECANIQUE GENERALE

m

Si z et y sont deux vecteurs de R™, on désigne par (., y) = z x:y; le produit scalaire
i1

usuel et |z|]| = v/{z,z) la norme associée.

La sphere §™1 est I'ensemble S™! = {z € R™ | ||lz|| = 1}.

On note (z,7) = (T1,---,Tm; Y1,---Ym) un systéme de coordonnées sur R?™. Soit
C>(R*™) (resp. C*>*(U)) Palgdbre des fonctions indéfiniment différentiables sur R?™
(resp. sur un ouvert U de R?*™) i valeurs réelles.

On note AF 4+ pF' : (x,y)—AF(z,y) + puF'(z,9)
et F-G:(z,y)—F(z,y) - G(z,y).
Pour F,G € C>*(R*™), on définit le crochet de Poisson canonique {F,G} comme la
fonction :
—( OFdG OF dG
{F.G}(z,y) = ;(“EE" “* 51—;?%—) (z,y).
1) Soit H € C>(R*™). On considére le systéme différentiel (de Hamilton)
gl e
dt  dy
i=1,..,m (1)
dw _ _OH
dt I8 Or;

et on admet qu'il existc pour toute donnée initiale (zo,y0) € R*™ une unique
solution locale (z(t),y(t)) du systeme (1} telle que (2(0), y(0}) = (zo,%0) (théoréme
de Cauchy). On appelle flot du systéme (1) a I'instant ¢ le difféomorphisme local
®¢ : (20.90) — (z(t), ().

Soit F' € € (R*™). Exprimer %(z(t),y(t)) A 'aide du crochet de Poisson {F, H}.

2) On définit Xy le champ de vecteurs hamiltonien associé & la fonction H par
I'application
XH ¥ i (R2m) Y v (R2m)
F +— Xy+F={FH}
Vérifier que :
XiusAF 4+ pFY=AXy+F +pXy - F'
Xy« (FG)=(Xp+F).G+ F.(Xu-G).
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3) On dit que F est une intégrale premiére de Xy si Xz« F = 0.
Vérifier que F est une intégrale premiere de Xy si et seulement si H est une intégrale
premiere de X p.

4) Soit A une matrice m x m symétrique réelle et H € €™ (R*™) défini par
e i Lo w2y 12 2
H(z,y) = 5(4z,2) + 5 (Ial?lg)? - (z.9)?)-

: 1
Montrer que X admet la fonction F : (z,y) s F{z,y) = §(||:1:||2 - 1) comme
intégrale premiére.

5) Soit G € C*(R*™), G : (z,y) — G(z,y) = {z,y).
On introduit le sous ensemble TS™~! < R?™ défini par

TS™ ! = {(z,y) € R*™ | F(z,y) = 0, G(z,y) = 0}.
(i) Montrer qu’en tout point (z,y) de TS™! la fonction {F, G} vaut 1.

(if) Montrer qu’il existe une fonction A € C>(R*™) telle que H* = H — AF satisfait
{H*,G} = 0 en tout point de TS™!,

(iii) On note (z(t),y(t)) la solution du systéme de Hamilton définie par H* pour la
donnée initiale (2o, 30). Montrer que si (xo,30) € TS™, alors (z(t), y(t)) € TS™*
pour tout ¢t € R.

6) Montrer que le systéme différentiel (de Hamilton)
a_omt &y o
dt 8y’ dt = 9z
restreint & TS™™! définit le mouvement d'un point soumis & une force linéaire en

z (# = —Ax) et & une force de contrainte qui I'oblige & rester sur la sphére S™!
(systéme de C. Neumann).

Soit A une matrice m x m symétrique réelle définie positive.
Soient, F,G, H € C>(R*™) définies comme suit :

H: (@,y) — Hiz,y) = 51yl
F: (z,y)— F(z,y) = (A"'z,z) - 1
G: (z,y)— G(z,y) = (A7"z,y). :
1) Trouver deux fonctions Ay, A2 € C°(R™ \ {0} x R™) telles que
X* = Xpug - M Xp — XX satisfasse
X e F=XyF-MXp+F-=MXg+F=0

X' G=Xyg-G-1Xp+G-X2Xc+G=0.
2) On considére le systéme hamiltonien défini sur R™ \ {0} x R™ par
H* = H—\F - A\G.




Soit T'E I'ensemble défini par :
TE = {(z,y) € R*" | F(z,y) = G(z,y) = 0}.
(i) Montrer que sur TE,

(FH}=X"-F et {GH}=X"C.

(ii) Montrer que le flot de X+ laisse globalement invariant 'ensemble TE.

(iif) Montrer que le systéme différentiel (de Hamilton) défini par H* restreint 3 TE
donne les équations (flot géodésique sur lellipsoide)

d*r £ -1 -2
F=UA 'z, V=W(A v,9) (2)

3) Quelles sont les positions d’équilibre de H* restreint 2 TE ?

4) On considere le cas particulier A = I (flot géodésique sur la sphére). Montrer que
toutes les orbites du systéeme différentiel (de Hamilton) de H* restreint 3 T7S™~! sont
soit des positions d’équilibre soit des orbites périodiques. Décrire géométriquement
dans ce cas l'orbite de (2) qui correspond & une donnée initiale

z(0) € S™7Y, y(0) # 0, (z(0),y(0)) =0.

Etant donnés deux vecteurs z,y € R™, on note r @ y la matrice carrée d’ordre m

d’élément général (r ®@ y)i; = Tiy; (1™ ligne, j ¥™€ colonne).

Soit A une matrice m x m symétrique réelle. On note
L=Lzy)=A+ar@z+bxQ@y+cy@r+dy®uy,

ont (a,b, c,d) € R*. I désigne la matrice identité m x m.

1) Soit z € C tel que det (z/ — A) # 0. On note Cj(z) le j ¥™e vecteur colonne de la
matrice 2I — A et B(z) la matrice des cofacteurs de Y(z] — A).

(i) Montrer que le déterminant. de la matrice obtenue & partir de 2/ — A en remplagant
le 7¥m¢ vecteur colonne par z vaut z:ngj,-(z).
=1
(ii) Om pose Q. (u.v) = ((z/ — A)"'u,v). Démontrer que :
det (zI - L)
det (zI — A)

D (2,y) = aQ:(z,z) + (b + 0)Q:(z,y) + dQ: (v, y)
—(ad — be) (Q=(z, 2)Q:(y, ) — Q3(x,y))-

On considére maintenant le cas particulier ol A est diagonale, A = diag(ay, ..., tm),
avec a; F a; pour i # j.

1—-®.(z,y), on
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2) Montrer que ¢, est une fraction rationnelle en z dont ensemble des poles est
contenu dans I'ensemble (ay,...,am).
Soient (f;,...,8m) des constantes arbitraires; on note § = diag(B1,...,6m) la
matrice carrée m x m dont les éléments diagonaux sont les 3, (i = 1,...,m).
Soit f le polynéme d'interpolation de Lagrange tel que fla;) = 5 (i = 1,... ).
Soit R > max |

i=1,..,;m

On désigne par Hg € C*°(R?*™) la fonction définie par :

1
dmy/—1

Hy(z,y) = / £(2) @2z, y)dz

lIl=ll=R :
(intégration le long du cercle ||z|| = R orienté dans le sens positif).

Montrer que Hy est la somme d’une forme quadratique 7" en (z,y) et d'un polynéme
homogene —(ad — bc) NV de degré 4 en (z,y) (T et N dépendent de 5. On ne fait pas
apparaitre 3 dans la notation pour simplifier).

3) On considére L(t) = L(z(t),y(t)), ot (z(t),y(t)) désigne la solution du systéme
différentiel (de Hamilton) associé & Hp (8 est fixé) avec une donnée initiale (x0,30)
quelconque. 5

L
Le but de cette partie est d’exprimer sous une certaine forme la matrice ((il_t - 1l est
plus commode de noter dans cette partie
1 1
§= -2-(b+ c), r= §(b—c),
S=ar®@z+s(zR@y+y@z)+dy®y, R=r(z@y-yozx).
Onadonc L=A4+ S+ R.

On note enfin I la matrice d’élément général I'; ; = ii = ﬁj (Ziy; — viz;)-
P ]

Montrer que le systéme différentiel (de Hamilton) associé 3 Hy s'éerit, -
do o) (-4 sand ,f}x) (I’z)
dt (y) 2 (-a -S) (By ol

ol A = ad — be.

Soit M(z,y) une matrice i X m & coefficients dans C*°(R*™), et ® € C>°(R?*™). On
note (x(u),y(u)) la solution du systéme différentiel (de Hamilton) associé a ¢ avec
la donnée initiale (o, yn)-

On note Xg « M (z(u),y(u)) = d—iM(x(u), y(u)).
On note [A, B] = AB — BA le crochet de deux matrices A, B carrées d'ordre m.

4) (i) Montrer que Xy + R = —[I', R].
(ii) Montrer que Xy + S = —[I', 5].
(iii) En déduire que Xy + L= —[',R+ S] = - [I', L] + [, 4].




5) (i) Montrer que X7+ R =r[8,5].
(i) Montrer que X7+ S — (ad — s*)[F,2 @y —y @m].
6) En déduire que
Xpg+L=r[8,5] - (ad-s")[8,z@y—-y@z] +A[l,L] - AT, 4],

puis écrire une matrice B telle que Xy, « L= [B, L].
On rappelle que la trace Tr (M) d'une matrice M est la somme de ses éléments
diagonaux.
S dL _ P k
7) Déduire de i [B,L] le fait que les fonctions (z,y) +—s Tr(L*(z,y)) sont

constantes le long des solutions du systéme différentiel (de Hamilton) associé & Hg
(quel que soit 3 fixé arbitrairement).

8) On note H'* la fonction Hp correspondant au choix de 3 :
B: = 6 1. ot k est fixé et & x = ‘1’ S??#’;
§iq=
Montrer que { H®) H(®)} =0 pour k,£=1,...,m.

9) Retrouver le systéme hamiltonien de la question 1.4) en spécifiant des valeurs de
a, b, ¢, det en prenant H = H,.
Que peut-on en déduire pour le systéme de C. Neumann ?

v

On suppose maintenant que A = diag(a,...,q;,), avec 0 < a1 < a3 < -+ < Q.
Onposea=0b=1,c=-1,d=—1.

1) Quel est 'ensemble £ des points x € R™ tels que (A~ 'z, z) -1 =07
2) Soit. u un nombre réel. Montrer que ®.(x + uy,y) = ¢.(z,y).

3) On suppose maintenant que 2z € R, 2 & a; (i = 1,...,m). Décrire les ensembles £,
définis par Q.(x,z) + 1 = 0.

4) Etant donné un point x € R™, montrez que les droites affines  + uy qui sont
tangentes a & sont telles que ®:(x,y) = 0.

5) On considere le systeme différentiel (de Hamilton) défini par
i b dy_ oty o
dé dy dt dx

Soit (z(t),y(t)) la solution avec donnée initiale (x,30).

(i) Montrer que si ®o(xo,y0) = 0, alors ®g(z(t),y(t)) = 0 pour tout t € R.

On peut donce restreindre le systéme (3) a l'ensemble ®o(x, y) = 0.

1l existe étant donné (x(t),y(t)) € &o, solution du systeme différentiel (3), un seul
point de contact £(t) = x(t) + u(t)y(t) de la droite affine z(t) +uy(t) passant par z(t)
de direction y(t) tangente & &.
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(ii) Montrer que

d§ du

PT
(iii) Montrer que, en introduisant un changement de temps ¢ — u = u(t), on obtient
les équations (flot géodésique sur &) :

d2€ o 2Q0(y* y) 4 g |

du? du/dt s
2
(iv) Que peut-on dire de la direction de I'accélération —= 7

du?




PROBABILITES ET STATISTIQUES

Définitions, notations et rappels

Soit {§2,7,IP) un espace probabilisé. L'abréviation de variable aléatoire réelle sera v.a.r.
1. 5i X est une v.ar. intégrable ou positive on note IE{X') son espérance mathématique,
IE{X)= [ XdP.

2. Pour tout p = 1, on désigne par L? I'espace des v.a.r. X telles que |X|? soit intégrable.

3. Pour toute fonction f de IR dans IR bornée, on note ||f|| = sup{|f(z)| : + € R}. On
note Cp(IR) 'ensemble des applications continues de IR dans IR dont les limites en —oo et
en +00 existent et sont nulles et on le munit de la norme || . ||.

4. Soit M Densemble des mesures de Radon réelles de masse totale finie sur IR. On
rappelle que 'application qui 4 tout élément p dans M fait correspondre la forme linéaire

[ — | fdp identifie M & Pespace des formes linéaires continues sur Co(IR).

Si e est une mesure positive et f une fonction intégrable pour la mesure g, on note fu la
mesure de Radon de densité f par rapport a p.

5. P désigne 'ensemble des mesures de probabilité sur IR. Un élément générique de P est
appelé loi. La fonction de répartition F (f.r. en abrégé) de la loi g ou d’'une v.ax. X de
loi p est définie par F(x) = p(] — 00,2]) = P(X < ). On rappelle que F est continue &
droite et on note F(x —0) la limite & gauche de F au point x. Une loi g« est dite sans atome
si p({r}) = 0 pour tout # dans IR. Dans ce cas sa fonction de répartition est continue.

6. On dit qu'une suite (g, )awo de lois converge faiblement vers une loi ¢ de P si pour
toute f dans Co(IR), pa(f) converge vers u(f). On rappelle que, si g est une loi sans
atome, la convergence faible de (i, )n>o vers p est équivalente & la convergence uniforme
des fonctions de répartition des lois u, vers la fonction de répartition de p.

7. Un espace mesuré (E,£,m) est dit o-fini si E s'exprime comme réunion au plus dénom-
brable d’ensembles mesurables de mesure finie. On rappelle 'énoncé du théoréme de Fubini
pour une fonction positive.

Soit (E,, £i,m;)i=1,2 deux espaces mesurés o-finis et [ une application mesurable et posi-
tive, définie sur (E) x Ey, & @ & ). Alors les applications

fi:3 — f(xy,z2)dma(z2) et fo:x2 ‘—’/ f(x1, 22 )dmy ()
I o Ey

sont mesurables, et /
Ey R Fy

fdlm; @ "lg):/ frdmy :/ fadma.
E, E.

8. Si p et v sont des éléments de P, on note p * v leur produit de convolution, qui est
I'unique élément de P tel que, pour toute fonction f mesurable et positive

/ FE)dps v /  fatirsy or Syt
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On rappelle que le produit de convolution dans P est une loi interne, commutative et
associative.

Si g est un élément de M et g une fonction mesurable bornée, on note u * ¢ le produit
de convolution de p avec g, qui est la fonction mesurable et bornée définie par

;x*g(;r)-—/y(r- y)dp(y).

9. On note A la mesure de Lebesgue sur IR. Si f est une fonction intégrable par rappors
a la mesure de Lebesgue et ¢ une fonction mesurable bornée, on définit le produit de
convolution f * ¢ par

Fega)=(FN) ¥a(z) = /“ e “iay:

_Préliminaires

Dans cette partie, on se propose d’étudier I'effet de la régularisation par un noyau gaussien
sur la distance uniforme entre les fonctions de répartition. Pour £ > 0, on définit done Ia
fonction ¢, par

de(r) = - 19T exp(—:—;)-

EN 27 “E
On rappelle que la fonction ¢, est la densité de la loi gaussienne d'espérance nulle et de
variance £%. Soit u et  deux lois, de fonctions de répartition respectives F et G. Oxn pose

Ft—ée*F(‘t‘ G¢—¢(*G.

1.
a. Montrer qu'il existe M > 0 tel que

IF =Gl = sup qu(‘-") — G(x)].

€[~ M, M

b. Soit I' ensemble des points (r,y) dans [-M, M] xR tels que y = F(z)—G{z). Montres
que I'adhérence I' de 'ensemble T' est compacte et que

F'=Tu{(r,y) €] — M, M) x R tels que y = F(z — 0) — G{z — 0)}.
¢. En déduire qu'il existe xy dans IR tel que
IF = Gl| = |F(z0) ~ G(za)| ou |F = G|| = |F(zo — 0) — G(xy — 0)].

2. On suppose que la loi ¥ a une densité bornée par d.




a. Montrer que, si [|[F' — G|| = 24d, il existe un réel x4 tel que F(xq) — G(zq) = 28d ou
G{xg) — Fxp — 0) = 24d. '
b. Montrer que si F(xy) = G{xy) + 28d, alors, pour tout z = z,,

26d + F(r) — G(z) > d(46 + 2o — z).

c. En déduire que si F(xg) = G(xq¢) + 248d, alors

b
26d + Fu(zo + 8) — Ge(zo + 6) > 36d / Sem)au
=3

d. Etudier 'autre cas et montrer que, si ¥ a une densité bornée par d, alors
s
|FF = G| =2¢d = ||F, - G| = 26d(3/ Ge(v)dv — l).
0
3/2
3. En admettant que 3 / $1(v)dv — 1 > (2/7), en déduire que, si v a une densité bornée

0
par d, alors I'implication suivante est vraie:
6
(1) IFe = Gell < = ed = |IF -G < 3<d.

4. Soit (ftn)n>0 une suite de lois et u une loi ayant une densité bornée par une constante

d. On note Fy, la fr. de g, et F la{r. de p. Montrer que si liuox° [¢e * Fo— 0 = F|| =0
n e

pour tout ¢ > 0, alors (i, ) converge faiblement vers p.

Premiére partie

Dans la suite du probléme, (X );5¢ est une suite de v.a.r. indépendantes et équidistribudées
satisfaisant les conditions suivantes : X est dans L, IE(X;) = 0 et E(X?) = 1. Pour
chaque entier n > 0, on note S, la somme X, +---+ X,,. Enfin la loi de S,,/\/n est notée
fin et sa fonction de répartition F,. La fonction de répartition de la loi gaussienne de
densité ¢, est notée W,.

A

Soit, pour tout entier r > 0, P, le sous-ensemble de P constitué par les lois y telles que
|r|"dp(x) < 0o, Pour toute application numérique h I-fois contintiment dérivable, on
note k' sa dérivée l-itme. Par convention on pose h') = k pour I = 0.

On dit qu'une application ¢ de IR dans IR est 1-lipschitzienne si, pour tout couple (i, y)
de réels,

lg(z) — glv)| < |z~ yl-
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On note F, Pensemble des applications k de IR dans IR (r — 1)-fois continiunent dérivables
dont la dérivée (r — 1)-ieme est 1-lipschitzienne et qui sont telles que h{*(0) = 0 pour tout
entier ¢ dans [0,7[.

5. Montrer que, pour tout entier r > 0, toute fonction h dans F, et tout = dans IR,

||

r!

|h(z)] <

En déduire que, pour toute loi g dans P, h est intégrable sous la loi p.
6. On rappelle qu'un écart d sur P, est une application symétrique de Pr x P, dans R
satisfaisant 'inégalité triangulaire et s’annulant sur la diagonale. Montrer que

de(p,v) = sup /fd(u— v)

fEF,

est un écart sur Py
7. Soit &y la masse de Dirac en 0. Donner la valeur exacte de dy(p,é). Caleuler exphcite:
ment d.(¢.A, &) pour tous les entiers r > 0.

8. Solent w; et w2 deux lois de P, avec / r*d(m; — 73) = 0 pour tout entier ¢ dans [1,r

a. Montrer que

d,(7,m2) = sup /hd(:rl - T2),
heGy

oit G, est la classe des fonctions (r — 1) fois continiiment dérivables de dérivée (r — 1)
1-lipschitzienne.
b. En déduire que d,(p # 7y, pt * 72) < do(7y,m2) pour tout élément p de Pr.

9. Soient p une loi de f.r. F' et v une seconde loi. Montrer que la fr. de p # v est égale &
v+ F. En déduire que ¢, * F = pu» ¥,
10. Déduire des questions précédentes que

l@e * Fn — ¢ # T || < 16| da(ptn, $1A).

Montrer ensuite que ||¢'>(¢”|| = (gm,)-—l/'zs--z.
11. Montrer que

1/3
(2) s = Full < (V2dalitas$10)) -

B

On se propose de majorer 'écart de p, & sa limite. Pour tout entier k > 0, on note ¥ Ia
loi de Sp = X; + --- + Xi et on pose vg = g, ou1 § désigne la masse de Dirac en 0.



12. Montrer que

n—1
nd2(l—"n.~ ¢l'\) < d2(Vn sy Vp—1 ¥ ¢IA) + Z d2(”n—l * é\ﬂ/\ s Vp—i—1 * ¢\/(+_1’\)
I=1

13. En déduire que, pour tout entier n > 2,

n—1

nda(pn, 61.0) < d2(1,010) + Y da(d gh %11, 6 A $1 ).

=1
14. Solent x et v deux éléments de Py tels que / 'd(up—v)=0pouri=12

a. Montrer que, pour tout réel 5 > 0,

: : 2
da(GgA s p,dgAsv) < 7)\/2_7!' dy(ps, v).

b. En déduire que, pour tout entier n = 2,

n—1 2
as @A) < d. .01+ d L O1A .
ndy(pin, $1A) € da(vy, 63A) + ds(1n, 1 ); Jon

15. Seit ¥) v.a.r. gaussienne de loi é;A. Montrer que
Var E(|Y: ) < 4E(X, ).

En déduire que

ds(vy,1A) < M E(|X:*).

62
16. Montrer que, pour tout entier n > 1,
(3) d2(pn, $12) € 0 VEZE(IX P).

En déduire une majoration de ||¥, — F,||. Conclure.

Seconde partie

Le propos de cette partie est I'étude des espaces (P, d, ) pour r = 1,2. Pour toute fonction
de répartition F, on définit son inverse généralisée F~! sur |0, 1] par

F~Yu) = inf{z € R: F(z) > u}.
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A

17. On se propose de montrer que d, est une distance. Soient donc it et v deux lois dans
Py telles que / hd(y ~ v) = 0 pour tout h dans ¥ A%

a. Montrer qu’il existe une suite finie ag,ay,...a,_; de coefficients réels telle que, pour
toute fonction A r-fois continiunent dérivable et de dérivée r-iéme bornée,

re1
/ hd(p — v) = 3" a;h0).

=0

b. Montrer que a; = 0 pour tout i > ().
c. Conclure, en admettant que I'ensemble des fonctions r-fois continiment dérivables de
limite nulle en +oc et en —oo est dense dans Co(IR) muni de la norme .-

18. Soient i et v deux éléments quelconques de Py, de fonctions de répartition respectives
FetG.
a. Montrer que, si (X,V) un couple de v.ar. tel que X suive la loi # et Y laloi v, alors

e

di(p,v) < E(IX - Y).
b. En déduire que
1
dilh) < / IF=Y() - G=1(u)] du.
0

19. On considére les lois p et v de la question 18. Montrer qu'il existe une fonction A
dans F; telle que

/hd(p —v)= L |F(z) ~ G(x)| dx.

En déduire une autre expression de d, .
20. Montrer que (P, ,d} ) est un espace métrique complet.

B
On se propose maintenant d’étudier (P2, dz).

21. Soient p et v deux éléments de P2, et F et G leurs fonctions de répartition respectives.
a. Montrer qu'il existe un élément A de F2 tel que, pour tout u dans 10,1],

hF~(u)) = R(G~(u)) > % (F~Y{u) - G"(u))2.

b. En déduire que

1
(4) [) (F~'(u) - G"(‘u))zdu < 8dy(p.v).




- 10 =

22. Montrer que (P, dz) est un espace métrique complet.
23. Pour (i, y) couple de réels, on note I;5y la fonction valant 1 si x > y et 0 sinon. Seit
K une partie compacte de (P2, d»). Montrer que

lim sup/ 22]I|,|>.4dp(;r):0.
A=t ek SR

En déduire que, pour les sommes §,, définies dans la premiére partie,

lim supn~'E(S2ls,5) = 0.
B—+oopnp "

24. Pour tout réel 4 > 0, on note X4 ensemble des lois p telles que p([— A, 4]) = 1.
a. Montrer que K 4 est une partie compacte de (P;.d,).
b. En déduire un eritére de compacité pour les parties fermées de (P, dy).
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MATHEMATIQUES DE LINFORMATIQUE

Les réseaux de Petr: ont été introduits dans les années 60, comme modéles de la com-
munication entre processus paralléles. La décidabilité du probléme de l'accessibilité pour
ces réseaux a été démontrée il y a une quinzaine d'années. On se contentera ici d'étudier
certains cas particuliers qui jouent un role essentiel dans la preuve de décidabilité. De plus,
on montrera qu'un probléme plus général, & savoir I'inclusion des ensembles d’accessibilité,
est indécidable.

Notations et conventions

On note N (respectivement Z, Q) I'ensemble des entiers naturels (respectivement des
entiers relatifs, des nombres rationnels). Si X est un ensemble et p € N, on note X7
I'ensemble des p-uplets (a;,...,a;) ol ay,...,a, € X. On munit N* de I'ordre produit:
(a1,---,a5) € (By,...,b;) sia; £ b; pouri =1,...,p. On note 0, = (0,...,0) le vecteur
nul de Z7, et ey,..., ¢, les vecteurs de la base canonique de Z7. Enfin, si U et V' sont des
parties de Z*, on pose U+ V ={u+v|uelU,ve V}.

Il n'est pas nécessaire de présenter les algorithmes comme des programmes. On se
contentera de les décrire informellement.

I. Préliminaires
On cherche un algorithme pour déterminer si le systéme linéaire
Ryt + - F gy = v (1)

admet une solution (n,,...,n,;) dans N, étant donnés des vecteurs u,, ..., u,, et v de Z*.
1. Pour chacun des systémes suivants, existe-t-il une solution dans N?, dans Q27

ny(1,-1,1) + ny(-2,4,1) = (1,1,4),

m(l,=1,1) + na(—-2,4,1) = (1,1,2),

ny(=2,1,-1) +na(4,-2,4) = (—4,2,-1).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢,a’,b, ¢ pour que les vecteurs
(a,b,c) et (a', ¥, ) soient linéairement dépendants. (Cette condition doit s’exprimer sous
la forme d’un énoncé sans quantificateur.)
3. Soit M une matrice rectangulaire & p lignes et ¢ colonnes, & coefficients dans Z. A

quelle condition les ¢ colonnes de M sont-elles linéairement dépendantes?
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4. Daus le cas o les vecteurs u,, ... » Ug sont linéairement indépendants, donner un algo-
rithme pour décider si le systéme (1) admet une solution dans N7? (On pourra commencer
par le cas ol p = ¢.)

Dans les trois questions suivantes, on suppose que les vecteurs u,,...,u, sont linéai-
rement dépendants. En particulier, g > 1.

5. Donner un algorithme pour calculer explicitement des entiers relatifs my,..., M, non
tous nuls tels que

My + -+ mug = 0. (2)

(On pourra remarquer que, dans le cas ol les vecteurs u,,.. «yUg.; sont linéairement
indépendants, le systéme (2) admet une unique solution dans Q7 telle que m, =1.)

Quitte & changer les signes, on peut supposer que m; > () pour au moins un i.

6. Montrer que si le systéme (1) admet une solution dans N9, alors il en existe une telle
que n; < M; pour au moins un 1.

7. A partir des vecteurs Upy...,u, et des entiers m;y,... » My, construire un nombre fini
de systémes & g—1 inconnues tels que le systéme (1) admet une solution dans N si et
seulement si I'un au moins de ces systémes admet une solution dans Nv-! .

II. Trois notions d’accessibilité

On cherche & résoudre le probléme suivant: étant donnés deux points z et y de N,
peut-on aller de x & y par une suite de déplacements d’un certain type? Le type des
déplacements autorisés sera une partie finie D de Z7. Pour un tel D, on introduit trois
notions d'accessibilité :

= y est accessible depuis r s'il existe une suite Upy..., Uy de vecteurs de D telle que
Y= T+ U + -+ u,, et tous les points intermédiaires z + u; + - -- + u; pour
i=1,...,n=1 sont dans N? ;

— y est faiblement accessible depuis z s'il existe un point z' > z tel que y est accessible
depuis z';

- Y est wirtuellement accessible depuis z sil existe une suite Uy,...,u, de vecteurs de
Dtllequey=z+u; ++.--+ Uy, sans condition sur les points intermédiaires.

Bien entendu, la suite de déplacements peut étre vide: en particulier, un point est toujours
accessible depuis lui-méme. Le probléme de laccessibilité (respectivement de I'accessibilité
faible, de Uaccessibilité virtuelle) est le suivant: D, r, y étant donnés, y est-il accessible
(respectivement faiblement accessible, virtuellement accessible) depuis z?

1. Le probléme de 'accessibilité virtuelle est-il décidable?

On note A(z, D) (respectivement A(z, D), A.(z, D)) P'ensemble des points y € N°
qui sont accessibles (respectivement faiblement accessibles, virtuellement accessibles) de-
puis z.




2. Calculer A(x, D), Af(z,D) et A,(z,D) pour z = (1,0) et D = {(1,-1),(=2,2)}.

3. En général, quelles inclusions a-t-on, et n’a-t-on pas, entre les ensembles A(x, D),
Aj{z, D), et A,(z,D)? (On donnera un contre-exemple pour chaque réponse négative.)

4. Méme question quand on se limite & la dimension p = 1.

On va maintenant montrer que le probléme de 'accessibilité faible et celui de I’ac-
cessibilité virtuelle se raménent au probléme de 'accessibilité. On se donne une partie
finie D de Z7, et on note A(D) (respectivement A;(D), A,(D)) Pensemble des couples
(z,y) € N* x V¥ tels que y est accessible (respectivement faiblement accessible, virtuelle-
went accessible) depuis z.

5. Construire une partie finie Dy de Z7 telle que A;(D) = A(Dy). (Aucune justification
n'est demandée.)

6. Construire une partie finie D, de Z**! telle que
AD) = {(z,¥) € N’ x N | (u(2), «(y)) € A(D,)}

ot t(ay,...,a,) = (ay,...,a,0). (Aucyne justification n'est demandée.)

ITI. Probléme de ’accessibilité faible

Un idéal additif de N est une partie X de N telle que X + NW* = X. Autrement
dit,si x € X et ' > z, alors 2 € X. Par exemple, si = est un point de N?, ’ensemble
= {2’ € N |2 > z} est le plus petit idéal additif contenant z. Un tel idéal additif est
dit principal

1. Quels sont les idéaux additifs de N?

Pour i = 1,...,p et n € N, on note Hi l'ensemble des points de N dont la i-éme
coordonnée vaut n.

2. Si z est un point de N, exprimer le complémentaire de ¥ dans W sous la forme d’une
union finie de H}.

3. Montrer que si X est une partie de N, I'ensemble X de ses points minimaux est fini.
4. Montrer que tout idéal additif de N’ est une union finie d’idéaux additifs principaux.

On se donne z € W et une partie finie D de ZP. On suppose que D contient le
vecteur nul 0,. Sinon, on peut toujours le rajouter sans changer les différentes notions
d’accessibilité. Si X est une partie de N?, on pose #(X) = (X + D) N N°. Par définition,
on a

As(z,D) = | ] X, ot X, = &"(%).
nehi

5. Montrer que la suite des X, est stationnaire.

Tournez la page S.V.P.




6. Expliciter les X, dans le cas on z = (1,1) et D = {(0,0).(1, -1),(-2,2)}.
7. Exprimer X, directement en fonction de P,

8. Comment décide-t-on si un point y est faiblement accessible depuis x?

IV. Chemins dans un graphe orienté

Si X est un ensemble, on note ZX le Z-module Libre engendré par X, c'est-a-dire
ensemble des combinaisons linéaires formelles u — Zeex agl€], out les ag sont des entiers
relatifs presque tous nuls, et les [¢] sont des générateurs associés aux &léments de X. On
note NX' I'ensemble des u pour lesquels les ag sont des entiers naturels, et dans ce cas, on

pose [|uf| = Feex ag.

Un graphe orienté G est défini par un ensemble S de sommets, un ensemble A d’arétes,
et la donnée, pour chaque aréte a, de deux sowmmets respectivement appelés source ot buf
de a. On écrit ¢ = 7 si o est une aréte de source o et de but 7. On permet que la source
et le but d'une méme aréte soient identiques (aréte fermée). On permet aussi que deux
arétes distinctes aient méme source et méme but.

Un sous-graphe de G est défini par une partie S’ de S, et une partie 4’ de A telle que,
- 8l ¢ = 7 est dans A', alors ¢ et T sont dans S'. On dit que G est conneze s'il est non vide,
et s'il ne peut étre décomposé en deux sous-graphes non vides disjoints.

Un chemin ¢ = r dans G est unesuite s =gy 3 gy [B... M5 o On pose alors
M=) +---+ [an] € NA. En particulier, on 2 un chemin vide ¢ =5 ¢ pour chaque
sommet o de G, et [¢,] = 0.

1. Montrer que I'application 7 = [y] n’est pas nécessairement injective, méme si on la
restreint a 'ensemble des chemins non vides.

On définit une application Z-linéaire § : ZA — 4S5 en posant dla] = [r]—[o] pour tout
¢ = 7. Il est clair que dfy] = [r} - [] pour tout chemin ¢ = 7. On se donne maintenant
deux sommets o et 7 de G, non nécessairement distincts.

2. Montrer que, si u € NA est tel que du = [7] = [o], il n’existe pas nécessairement de
chemin o % 7 tel que u = [y

3. Montrer que, sous les hypothéses de la question précédente, il existe un chemin ¢ - 7
et v € NA tels que u = [4] + v. (On pourra raisonner par récurrence sur |Jul|.)

Etant donné » = T, , a.[a] € NA, on définit le sous-graphe G, de G dont les arétes
sont les a tels que a, # 0, et les sommets sont les sources et les buts de ces arétes. Il est
clair que, si u = [v] o1 4 est un chemin non vide, alors G, est connexe.

4. Montrer que, si u € NA est tel que & est un sommet de G, et Ju = 0, alors il existe
un chemin fermé non vide o % ¢ et v € NA tels que u = [y] +v.

5. Montrer que, si ¥ € NA est tel que G, est connexe, ¢ est un sommet de Gy, et
du = [r] — [0], alors il existe un chemin ¢ = 7 tel que u = [4).




V. Problémes d’accessibilité pour un graphe .

Oz suppose que G est un graphe orienté fini, ¢’est-a-dire que I'ensemble S des sommets
et lensemble A des arétes sont finis. On pourra donc identifier NS (respectivement ZS,
N4 ZA4) avec N (respectivement Z*, N7, Z9) ot s est le nombre de sommets et ¢ le
mombre d’arétes.

1. Construire une partie finie D de Z8 telle que ([¢], [7]) € A(D) si et seulement s'il existe
un chemin ¢ = 7. (Aucune justification n’est demandée.)

On se donne une application « + Aa, de A vers Z7, et on généralise les notions
d'accessibilité de la partie II, en considérant cette fois des couples (o,z) et (7,y) dans
SxN:

- (1,y) est accessible depuis (o, ) s'il existe un chemin
g=0g =20 =2 SDg, =1

tel que y = x+ Aa; +- - -+ Aa, et tous les points intermédiaires T+ Aoy +---+Aa;
pour i = 1,...,n—1 sont dans \";

- (7,y) est faiblement accessible dep;xis (o, z) s'il existe un point 2’ > z tel que (7,y)
est accessible depuis (o,z') ;

- (7,y) est wirtuellement accessible depuis (¢, x) s'il existe un chemin
o=0g 3 n3---Bo, =7
tel que ¥y = = 4+ Aay + - - - + Aay, sans condition sur les points intermédiaires.

Dauns le cas ou le graphe G n'a qu'un seul sommet, on retrouve les notions de la partie IT en
posant D = {Aa | « € A}. Le probléme de Uaccessibilité (respectivement de accessibilité
faible, de Uaccessibilité virtuelle) pour G est le suivant : A, (o, z), (7,y) étant donnés, (1,y)
est-il accessible (respectivement faiblement accessible, virtuellement accessible) depuis
(o,2)?

2. Montrer que, si G est sans aréte fermée, le probléme de l'accessibilité pour G en
dimension p se raméne au probléme de 1'accessibilité (celui qui est défini dans la partie II)
en dimension s + p.

3. Montrer que le probléme de I'accessibilité pour G se raméne au probléme de 'accessi-
bilité pour un G’ sans aréte fermée.

4. Montrer que le probléme de 'accessibilité faible pour G est décidable.
Ou note A 'application Z-linéaire de ZA vers Z° définie par Ala] = Aa.

5. Exprimer P’accessibilité virtuelle pour G en termes de vecteurs de NA plutét qu'en
termes de chemins.

6. Montrer que le probléme de I'accessibilité virtuelle pour G est décidable.

Tournez la page S.V.P.
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VI. Simulation du calcul d’un polynéme

On appelle aulomate @ p registres un graphe orienté fini (7. muni d'une application
@ — Aa de I'ensemble des arétes de G vers Z7. de deux sommets non nécessairement. dis-
tincts o (1'état wmatial) et 7 (1'état final). et de deux suites 4. .. .. it (les requstres d'entrée)
et Ji...., Je (les requstres de sortie) daus {l.....p}). La suite i,..... i¢ n'est pas néces
salrement croissante, mais elle doit étre sans répétition. Il en va de méme pour la suite

La figure 1 représente des antomates i registres. Chaque aréte a est étiquetée par Aa.
saul quand Aa = 0,. auquel eas on ne le mentionne pas. L'état initial est indiqué par une
Héche entrante, et Uétat final par une fleche sortante,

Pour un tel automate. on considére I'injection ¢ : N* — Nr qui A {ay..... 1)) associe
(byee.. bp) ot by =ay, ... 0;, = ay, et b; = 0 si i n'est pas un registre d'entrée, ainsi que
la projection 7 : NP — N qu & (ay.,.... a,) associe (a; ,.... a;,)- On dit gue antomate
réalise lapplication f : N¥ — N si les deux conditions suivantes sont vérifides :

-

1) pour tout r € N*, il existe y € N* tel que (7, y) est accessible depuis (o.:(r)) et
wly) = f(xr):

i) pour tout x € NF et pour tout y € V' tel que {7.y) est accessible depuis (o.:{r)). on
i I Ul | J |

amy) < flx).
Siun tel antomate existe, on dit que Papplication f est réalisable.

1. Quelles applications sont réalisées par les 5 automates de la figure 17 ( Aucune justifi-

cation n'est demandée.)
2. Montrer que toute application réalisable est croissante.

3. Construire un automate réalisant Uapplication &, : N¥ — N2* qui a (a,..... ap) associe

TR "+ $RRC) IS ag .

4. Etant douné un antomate réalisant Vapplication f : N* — N. construire un an-

tomate réalisant application f x Nm . Nem= S Netem qu a {ay..... Upirm) ASSOCHE
|".ii....."),-.'l,'.,1 ..... sy | ON ‘:"Jl.....’.'/:’—‘lr':ll; ..... agl.

5. Etant donnés deux automates réalisant les applications f: N* — N et g : N — N™
coustruire un automate réalisant Iapplication go f : NF — Nt

6. Montrer que si les applications f : N¥* — N et g : N* — N sont réalisables, alors les
applications f + g et fqg le sont aussi.
7. Montrer que pour tout polvnéome P i k indéterminées. & coefficients dans N, I'applica-

tion (ay,....az)— Pla,..... i) est réalisable.




VII. Un probléme indécidable

Pour toute application f : N¥ — N, on pose
r{f) = {{ar,....a.b) € N1 b < flay.... au)}-
On considére les problémes snivants :
(P1) Etant donné un polynéme P & k indéterminées, & coefficients dans Z. existe-t-il
(ay,....ax) € N tel que P(a;...., ay) =07

(P2) Etant donnés deux polynémes P et @ & k indéterminées, & coefficients dans N,
existe-t-il (ay, . ... a) € N* tel que Pla...., ag) < Qlay,-.-. ap)?

(P3) Etant donnés deux polynomes P et Q a k indéterminées, & coefficients dans NN,
a-t-on I'(Q) C I(P)?
{(P4) Etant donnés r.y € N et des parties finies D.E de Z?, a-t-on Ay, E) C A{r.D)?

On admet que (P1) est indécidable (théoréme de Matijasevic).
1. Montrer que (P2) et (P3) sont indécidables.

Si k < p. on note 7 : NV — N* la projection qui & (ay,....ap) associe (ai.....a).
On dit gu'un automate i p registres, sans‘registre d’entrée, et dont les registres de sortie

sont 1,..., k. réalise la partie X de N si les deux conditions suivantes sont vérifides:
iii) pour tout r € X, il existe y € N tel que (r.y) est accessible depuis (7.0,) et
mply) =x;
iv) pour tout sommet o’ et pour tout y € N tel que (¢, y) est accessible depuis (0.0;),
on a x¥(y) € X.
Si un tel automate existe, on dit que la partie X est réalisable.

2. Etant donné un automate i p registres réalisant 'application f : Nf — N, construire
un automate i k + 1 + p registres réalisant la partie T(f).

3. Montrer que pour toute partie réalisable X' de N* . il existe p > k. ¢ € W et une partie
finie D de Z7 tels que 11':(.,4(1:, D)) = X.

On se donne maintenant = € N’ et une partie finie D de Z* tels que 7 (A(z. D)) = X.
Siu= (ap...,a,) € &¥ et Gpt1,..-,0p44 € Z, on note (U,@p41.--.Gpq) le vecteur
(@1s...@psa) € Z7H. On pose z* = (2,1,0,0,0) et

D* = {(u,~1,1,0,0) | u € D}U {(£e;,0,0,—1,1) | k+1<i < p}U
{(0,.1,~1,0,0),(0,,—1,0,1,0),(0;,0,0,1,-1),(0,,0,0,~1,0}} .
4. Calculer A(z*, D*)N {(,0,0,0,0) | y € N}.
5. Montrer que {P4) est indécidable.

En fait, on n'a pas vraiment besoin du théoréme de Matijasevi¢, On peut utiliser un
résultat plus ancien di 4 Davis, Putnam et Robinson. Il faut alors étendre la classe des
polynémes en ajoutant I'exponentiation.

6. Montrer que Papplication a — 2* est réalisable.
Tournez la page S.V.P.
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Figure 1




