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1. COMPOSITION DU JURY

Inspecteur général de | ‘Education nationale, président.
Inspecteur général de |"Education nationale, vice-président.
Attaché de recherches au C.N.R.S.

Maitre assistant a | université de Nancy 1.

Professeur au lycée Thiers 4 Marseille.

Professeur au lycée Montaigne & Bordeaux.
Professeur & l'université de Savoie & Chambéry.
Professeur & J'université de Lyon .

Professeur au lycée Louis Le Grand a Paris.
Prafesseur & l'université de Paris VII.

Professeur au lycée Montaigne & Bordeaux.

Maitre assistant a J'université de Rennes I.

Maitre assistant a | ‘université de Clermont-Ferrand /.
Professeur au lycée St Louis & Paris.

Maitre assistant a | ‘université de Paris VI.

Maitre assistant & l'université de Paris XI.

Maitre assistant a | ‘université de Paris VI.

Professeur a l'Institut national des Sciences appliquées de Rennes.
Maitre assistant & |'université de Rennes |.

Chargé de recherches au C.N.R.S.

Professeur a l’université de Besancon.

Assistant & l‘université de Paris VII.

Professeur au lycée Fenelon & Paris.

Professeur & l'université de Rennes /.

Professeur au lycée Louis Le Grand & Paris.
Professeur au lycée Louis Le Grand a Paris.
Professeur de l'université de Strasbourg I.
Professeur au lycée Louis Le Grand & Paris.
Professeur au lycée Faidherbe a Lille.

Professeur & l'université de Paris VI.

Professeur & l'université de Strasbourg 1.

Professeur a l'université de Provence & Marseille.
Professeur & |'université de Caen.

Professeur au lycée Chateaubriand & Rennes.
Professeur au lycée Faidherbe & Lille.

Professeur au C.N.A.M.

Maitre assistant a l'université de Rennes.



2. — CALENDRIER DES EPREUVES

2.1 Epreuves écrites.

® Elles ont eu lieu aux dates suivantes :
Mathématiques générales : 4 mai de 8 4 14 heures
Analyse : 5 mai de 8 & 14 heures
Mathématiques appliquées : 7 mai de 8 & 14 heures.
¢ La liste d’admissibilité a été affichée le 14 juin au lycée Montaigne et 34, rue de Chateaudun.

2.2 Epreuves orales.

Elles se sont déroulées du 20 juin au 13 juillet au lycée Montaigne & Paris.
La liste d"admission a été affichée le 15 juillet.

3. — STATISTIQUES DIVERSES
3.1 Résultats généraux
Pastes mis aU CONGOKIIS i uvwim Giaivalsl i ol St 54 o e 130
Candidats iNsCrits. . .. ... ... 1412
Candidats présents ala premiére épreuve . . ... .......... 1086
Candidats présents a la derniére épreuve . . . ... ... ...... 982
AdmissIBIEs . oo sepmn e s 2 A e AR E 267
AdMIS . .o e e 130
Proposés pour I'équivalence des épreuves théoriques du Capes 7
Moyenne sur 20 des points obtenus par :
Le premieradmissible. . . . ............... ... .. ..., 20,0
Le 'dernier admissiblel - 0 i a0 v 7.0
Lo ‘premiriagrag bl s0. S5 o, koo slice s st 18,25
Le dernior aptBO8 ixwuws st s s s s sdisdi 4% 5 e 8,75

3.2 Répartition des notes d’écrit.

Le tableau ci-dessous indique le nombre N(m) des candidats ayant obtenu aux épreuves écrites une
moyenne, sur 20, supérieure (au sens large) 4 m.

m 17,5 15 125 10 9 8 7 6,5
N{m) 6 21 55 122 170 215 267 282

m 6 5 4 3 2

N{m) 308 360 447 538 644
3.3 Répartition entre les options

ANALYSE NUMERIQUE MECANIQUE PROBABILITES

Inscrits 663 155 594

Admissibles 122 22 123

Admis 62 7 61




3.4. Situation universitaire des candidats

I A

Dans le tableau suivant, les notations U, J, C,F.T correspondent aux candidats des E.N.S., ULM, JOUR-
DAN, ST CLOUD, FONTENAY et ENSET.
Les autres abréviations sont les suivantes :
i e ST e e B8 B Etudiants
C PRy i o4 wowianks va 1k Jalomis i n g S Stagiaires de C.PR;
I Professeurs bi-admissibles
B sin o sk m g BRI SOY SRR R Certifiés ; certifiés stagiaires
O B e Assistants
o T SR L S Coopérants ou détachés
BN o e w0 R sEsesny B B M S Professeurs au service militaire, en congé, en sursis,
ou en disponibilité
s T & oo R L i A.E., P.E.G.C., Instituteurs, M.1.-S.E., divers
BAAL.. . 2 sic 65 Gatwms v i g PR SE B8 2 0 Maitres auxiliaires
B v s wi v i BEOTSA B e g mRER £ Enseignement privé
I e O i Ingénieurs
CANDIDATS PC
;
Inscrits 505
e ]
Admissibles 29
e s i
Admis 4
CANDIDATS A co S.N M.A P D 1 TOTFL
L e TR R
Inscrits 12 107 52 139 55 80 1 1412
e SN R IR B L
Admissibles 4 10 15 2 5 0 1 267
R bene v AR =) P R S S
Admis 1 1 8 0 0 0 1 130
3.5 Répartition entre candidats et candidates.
e 1 CANDIDATS CANDIDATES
guilim | BE =
Inscrits 964 448
Admissibles 192 75
Admis 86 A4

Le rang de la premiére candidate admise es

5 I 08



3.6 Répartition suivant les centres d’écrit.

CANDIDATS

AYANT COMPOSE

CENTRES INSCRITS AUX TROIS EPREUVES ADMISSIBLES ADMIS
Aix-Marseille 48 33 5 1

Amiens 39 24 1 0
Besancon 9 5 1 0
Bordeaux-Pau 25 16 1 0
Caen 13 9 (0] 6]
Clermont-Ferrand 12 7 1 1

Dijon 20 15 9 3
Grenoble 61 35 5 3
Lille 116 89 9 0
Limoges 9 7 0 0
Lyon-St-Etienne 57 38 7 1

Montpellier 27 19 2 0
Nancy-Metz 51 39 8 3
Nantes 43 26 1 1

Nice 31 27 3 0]
Orléans-Tours 28 21 3 0
Paris 431 312 172 119
Poitiers 13 6 1 6]
Reims 19 15 2 0]
Rennes-Brest 25 21 s 3
Rouen 75 50 8 1

Strasbourg-Mulhouse 42 33 1 0
Toulouse 49 31 4 1

Corse 4 2 0] 0]
Autres centres 165 92 16 3




écrit

MATHEMATIQUES GENERALES

Durte : 6 heures

RAPPELS

On rappelle que, pour n et k entiers naturels,

(3) o=

et que, par convention, 0! = 1. Les candidats pourront utiliser la notation Cat
si elle leur est plus familiére. La notation N désigne 1'ensemble des entiers
positifs ou nuls (entiers naturels).

OBJET DU PROBLEME

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. Dans tout le probléme, &
désigne 1'algebre K [x] des polynémes & une indéterminée et a coefficients
dans K. On note €* le dual de €, est-a-dire I'espace vectoriel des formes
linéaires sur . Si L appartient & &% et p a @, onnote <L,p> la valeur
de L en p.

Une suite polynomiale (pp),en st une suite d’éléments de < tels que, pour

tout n, le polyndéme p, soit exactement de degré n. En particulier p, est un
polyndme constant non nul. On remarquera que les éléments d’une telle suite
forment une base de <.

Une suite binomiale est une suite polynomiale (pa),en telle que, pour
tout n, on ait, dans K [%, y] lidentité

n

pu (&)= : (:) P (%) Paie (¥) -

hi=10
Par exemple, la suite (2")penN €5t binomiale.

Lobjet du probléme est Pétude des suites binomiales. Toutefois ces suiles
ninterviennent pas dans la premicre partie.



PREMIERE PARTIE

Pour tout élément a de K, on note ¢, I'élément de <©* défini par
< g, p > = pla) pour tout p € &
et I'on pose ¢ = ¢,.
Soient L et M deux éléments de ©* et L @ M la forme linéaire sur K [x, y]

définie par

i

<LeM, sy > = <Lat> <My > pour i, j € N.

On appelle produit de L et de M et on note LM, la forme linéaire sur €
définie par
<IM,p> = <LeM,p(x+y)> pour tout p € <.
En particulier si (p,), - est une suite binomiale, on a
n
4
<IM, p, > = ‘\_‘ (

k=0

n

k) <L,pr> <M, p,y>.

Muni de ce produit, 'espace vectoriel €€* est une algébre associative sur K
(on ne demande pas de vérifier cette assertion).

1° Démontrer que I'algébre €* admet ¢ comme élément unité et que, pour
a et b éléments de K, on a g, 5, = ¢,,,.

2° Si L est un élément non nul de ©*, on note v (L) le plus petit entier n
tel que < L, 2" > soit non nul. On pose

|L| = 2-v®
et |0 = 0.

a. Démontrer, pour L et M appartenant a <*, que
[L+M| < sup (|L|,|M]) et [LM | = |L| | M|.

b. Soit, pour L et M appartenant & ®*, d (L, M) = | L — M|; démon-
trer que d est une distance sur ©*. On munit €* de la topologie associée & d
et K de la topologie discréte (toute partie de K est donc ouverte). On munit
L* x * et K x @* des topologies produits correspondantes. Etablir, pour L
et M appartenant 3 @* et a appartenant a K, la continuité des applications

(L,M)—L+M, (L, M)—1IM et (a,L)— aL.
De méme, p étant un élément fixé de <, démontrer que I'application

L' Ly pros

de @* dans K est continue.
c. Démontrer que €2* est complet.

30 Soit (L,),cpy une suite d’éléments de ©*. Démontrer que la série de
terme général L, est convergente si et seulement sila suite (Ln)y ey tend vers 0.

4° Soit L un élément de €©*. Démontrer que les trois conditions suivantes
sont équivalentes

) <L 1> =0;
i1) La suite (L")penN tend vers 0

1) Pour toute suite (a,), .y d’éléments de K, la séric de terme général
a,L." est convergente.

(On convient, pour L appartenant a <0*, que L’ = = ; de méme, si @ appartient
akK,onaa =1).



50 Soit L un élément non nul de @*, et posons v (L) = m. Démontrer que,
pour tout entier naturel k, on a v(L¥) = km

km) !
et que w %y akt 35 =((;n%-k— < L, 2™ >k,

6° On rappelle que, n et k étant deux entiers naturels,

: 0% o Mk
mk = )0 si n#k

Soit A I'élément de T* défini par
<A "> = 8, pour n € N.
Démontrer que, pour n et k entiers naturels, on a

< Ak, x> =k! 8y k-

Pour un polyndme p, que représente < Ak, p>7?

DEUXIEME PARTIE

On note ©* I'ensemble des éments non nuls L de &* tels que v (L) =1.

10 a. Soit (pn)pen une suite binomiale. Montrer que p, = 1 et que, pour n

non nul, on a p, (0) = 0.

b. Démontrer qu’une suite polynomiale ( Pn)neN €8t binomiale si et seu-
lement si, pour tout n € N et pour tout a et b appartenant & K, on a

n

& n
L8 Epnln B T 2 (k)‘(saspk> < Eps Pn-k = *
k=0

90 Soit L un élément de 7. Démontrer que si un polyndme p vérife,
pour tout entier naturel &,

<Lk, p> = 0
alors p = 0. Démontrer qu'il existe une unique suite polynomiale (Pn) nen
telle que, pour tout n et k entiers naturels, on ait

<Lk, p,> = k! 8 k-

On dit que la suite (p,) pen ot la suite assoctée & L.

30 Soient L un élément de =% et (Pn) nen la suite associée. Soit M un élé-
ment de L*.

Démontrer qu’il existe une unique suite (ax) , e d'éléments de K telle que

ks
"
M = Y A
=
k=1

et que

;M,pk>

a pour tout k € N.

a, =



4¢ Démontrer que, si M et N sont deux éléments de €* et L un élément
de ¥ de suite associée (p,) , o alors

n

N /n

< MN, p, > = Z‘ (k) <M pr> <N, ppi>.
k=u

(on pourra commencer par le cas ol M et N sont des puissances de L).

59 Démontrer que la suite associée & un élément de @* est binomiale et

qu’inversement toute suite binomiale est la suite associée a un unique élément
de €C¥,

69 a. Soient L un élément de €* et, pour tout entier naturel n,

n
N < LF, 4% >

s i

k=0
Démontrer que la suite (g,) ,op est binomiale (on pourra revenir a
la définition d’une suite binomiale).

b. Démontrer qu’inversement toute suite binomiale s’obtient de cette
maniére & partir d’un unique élément de ¥.

c. Pour tout élément M de €7, de suite associée (p,),.p, il existe

ainsi un unique élément M de €2* tel que, pour tout entier naturel n,
on ait

n 2
N < ME, x>
Pn (%) = Z‘—E!‘——x}'-

k=10

On dit que M est le conjugué de M. Calculer A.

TROISIEME PARTIE

1° a. Soit T une application linéaire de & dans € ; on note T* 'application
linéaire de €©* dans ©* transposée de T. Démontrer que T* est continue.

b. Soit U une application linéaire continue de ©* dans ©*. Démontrer
que, pour tout polyndéme p, il existe un unique polynéme ¢ tel que,
pour tout entier naturel k, I'on ait

<U(A¥),p> = <Ak, g>.

En déduire que U est la transposée d’une application linéaire de € dans €.

2° Soient L un élément de XF et (p,) , o la suite associée.

a. Soit a;, 'application linéaire de € dans € définie par

o, (&%) = py pour tout n € N,
Déterminer o) (L¥) pour ke N.

b. Soit Jb I'ensemble des o;, pour L appartenant & ©¥. Démontrer qu'une
application linéaire o de <€ dans <0 appartient & /b si et seulement si
a* est un isomorphisme algébrique et topologique de 'algébre * sur
elle-méme.

c¢. Soit B, Papplication linéaire de € dans € définie par

O (Pr) = Pasa pour tout n € IN.



Une dérivation de ©* est une application linéaire 0 de ®* dans T*

telle que, pour tout M et N appartenant a %, ont ait
o (MN) = M2 (N) + 2 (M) N.

Démontrer que 0 est une dérivation surjective de ®* et quinversement,
pour toute dérivation continue surjective de @*, il existe un élément

L de @* tel que > = 6 . On pose
I)L = Bz.

Calculer 0y, (L*) pour k entier naturel et préciser le noyau de Jp,.

30 Soit  une application linéaire de & dans € et soit (p,) o une suite

binomiale quelconque. Démontrer que o appartient a4 Jb si et seulement
si 1a suite ((pn)) nen ©st binomiale.

49 a. Soient L et M deux éléments de %F. Démontrer qu'il existe un unique

&ément de €*, noté LoM, tel que

CreM = Olp, OO0

b. Démontrer que ¥, muni de la loi o que V'on vient de définir, est un
groupe. Quel est son élément neutre?

c. Soient L et M deux éléments de %7 et soient (Pr) nenNs (gn)nen ot
(rn) nem les suites respectivement associées a L, M et Le M. Démontrer
que si

n

S
: By g B

k=0

gn (x)

1l

alors

rl(x)) =1 o Bl <

50 Soient L un élément de €F et i, son conjugué (cf. deuxiéme partie, 6° c.).

Montrer que LoL = A. Quel est le conjugué de L?

6° Soient L et M deux éléments de €¥. Démontrer que si

alors

o

M= 2: b, Ak b, € K, pour tout k,
k=1
Lo, ¥t T
i

M
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'QUATRIEME PARTIE

19 Soit L un élément de €%,

a. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire y;, de € dans €
telle que, pour tout élément M de &* et tout élément p de €, on ait

<IM,p> = <M, u, (p) >

b. Déterminer p, et, pour a € K, déterminer he,- On pose D = p,.

c. L et M étant deux éléments de ©*, déterminer p;, + wy et gy opy.

20 Soient L un élément de €¥ et (p,),.n la suite associée & L. Etablir
que cette suite est caractérisée par les propriétés suivantes

2 .Po=1
it. p, (0) = 0 pour n >1

iii. wy, (pp) = n pp_, pour n > 1.

3° a. Soient L et M deux éléments de €¥. On pose N = 3y, (L). Démontrer
que N est un élément inversible de 1’algtbre 2* et que

Opm =0popy.

b. Soient L un élément de %¥ et (p,),cn la suite associée a L. En
faisant M =A dans la formule précédente, établir la formule de récur-
rence

Pnsr (%) = = [ (koaw) ™" (P (%)) }

40 a, Soit L un élément de €*. Démontrer qu'il existe un élément inversible
M de P'algébre ©2* tel que L = AM.

b. A Taide de la question 2° de la quatriéme partie, démontrer que, pour
tout entier naturel n, on a

Pn (x) = (IJ-DA(L)ai-LM—n—t) {x“)

olt (pn),en st la suite associée a L.
En déduire que, pour tout n > 1, on a

pn (%) == Pp-n (2"-2).

CINQUIEME PARTIE : EXEMPLES

1° On prend
L =.A (A+~g)-2.

a. Montrer que L appartient a 0*.

b. On note (£,) , . la suite associée 4 L (les £, sont les polyndmes de
Laguerre). Démontrer que, pour n > 1, on a

2, (x) = = (D=1 (")) = = (D= )= (a0)

ol I est I'application identique de < dans <. Expliciter les coefficients
des polynémes €, .



c. Soit a 41é : 2
un élément non nul de K. Démontrer que (£, (ax)),cn st la

suite associée a
_I- A (}. A — E J“l .
a a

En déduire une expression de £, (ax) sous forme de combinaison
linéaire des £, (%) (formule de duplication des polyndmes de Laguerre).

20 Si r est un élément de K, on pose

oL
T
erA g v _r_ Aﬁ_
ded !
k=0
a. Vérifier que €* = g, et que ¢A — ¢ et ¢ — e~ appartiennent a o
b. Soient (#,) neN ©t (vn) pen les suites associées respectivement 2 et —c¢

ot ¢ — e~ . Calculer u, et v.

¢. Exprimer u, sous forme de combinaison linéaire des polyndmes vy

13



RAPPORT SUR L’'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

|. Remarques générales

Le probléme proposait 1'étude des propriétés les plus élémentaires du
calcul ombral, sous la forme donnée par S.M. Roman et G.C. Rota ("the umbral

calculus", Advances in Math., vol 27, 1978). Le texte suivait exactement cet
article.

On sait que des suites particuliéres de polyndmes jouent un rdle im-
portant dans diverses parties des mathématiques. Le calcul ombral permet, pour
certaines d'entre elles, les suites binomiales, une présentation systématique
qui met un peu d'ordre dans un dédale de formules 3 priori mystérieuses. Ce cal-
cul posséde également des applications & la théorie combinatoire des séries
formelles (S.M. Roman, the algebra of formal series, Advances in Math., vol 31,
1979). Donnons seulement le point de départ. Les notations étant celles de
1'énoncé, le dualgyde@ est 1'algébre des séries formelles. La remarque initia-
le est que le produit usuel de deux séries. formelles s'interpréte comme un pro-
duit de convolution de deux formes linéaires sur(P . On en déduit un procédé
de construction des suites binomiales. Si L est un &lément de@?' c'est-a-dire
une série formelle sans terme constant mais avec un terme du premier degré non
nul, les égalités

n

d"(pn) n et (L,pn) = u!J—n,k
définissent une unique suite binomiale et on les obtient toutes ainsi. Les cal-
culs sur les suites binomiales peuvent alors €tre remplacés par des calculs sur
les €léments correspondants de GJ* ce qui, comme le montrent les exemples de la
derniére partie est souvent beaugoup plus simple. Parmi les nombreux résultats
que ce point de vue permet d'obtenir, le probléme proposait notamment la métho-
de donnant l'expression d'une suite binomiale en fonction d'une autre (III 4)) ¢
et des formules permettant d'expliciter des suites binomiales (IV4)). On renvoie
au premier article cité plus haut pour d'autres applications et exemples.

Les séries formelles ne figurant pas explicitement au programme, il
n'a pas été possible d'indiquer, d&s le départ, aux candidats que %**&tait 1'al-
gébre de ces séries. Le savoir aurait pu @tre rassurant mais aurait pu conduire
a utiliser systématiquement 1'écriture usuelle (avec les monomes xU) ce qui est
précisément la chose a éviter. La seule difficulté du probléme &tait sa longueur.
Il ne faisait appel qu'aux notions &lémentaires de topologie et de la théorie de

la dualité. A quelques exceptions preés, les questions demandaient plus de soin et
de bon sens qu'une véritable réflexion. Une fois écarté 1'habituel lot de copies
vides ou presques vides on constate d'ailleurs qu'une proportion assez impor-
tante de candidats a été capable de démarrer valablement le probléme (parties 1
et II). Par contre, dans pratiquement tous les cas, la rédaction des copies a

€té déplorable. Pour ne citer qu'un exemple, la plupart des candidats ne réussis-
sent: pas a etablir de fagon entiérement correcte la continuité du produit

14



(I 2)a) ) ou ont besoin de 10 lignes d'inégalités pour aboutir. Sur des ques-
tions aussi classiques les correcteurs n'ont évidemment fait preuve d'aucune
indulgence. On ne saurait trop conseiller aux candidats de s'entrafner 3 rédi-
ger en temps limité&, de fagon précise mais sans discours inutile. D'une maniére
générale, la correction des copies confirme, sur ce point, les remarques conte-
nues dans le rapport de 1'an dernier.

Il. Remarques particuliéres

Premiére partie :

Elle est consacrée & la définition et a 1'étude de la topologie defiy%.
Comme on vient de le signaler, la question 2) a conduit i des rédactions filan-
dreuses et souvent incomplétes. Une proportion faible de candidats traite la
question 2) c) qui ne comportait pourtant aucun piége. Par contre les questions
suivantes sont, en moyenne, assez bien traitées.

Deuxiéme partie :

La question 2) se réduisait immédiatement i 1'étude d'un systéme tri-
angulaire. Cela a &té vu par beaucoup de candidats mais ici encore des rédac-
tions confuses ont dii 8tre sanctionnées dans de nombreux cas. Les deux questions
suivantes Etaient faciles mais il fallait faire appel aux résultats de conti-
nuité de la premiére partie. Trés peu de copies l'ont fait. Il était inutile de
faire appel au produit de Cauchy de deux séries mais si on le faisait il conve-
nait de le justifier ce qui n'a pratiquement jamais été le cas. Pour la question
5) il fallait noter que le corps K &tarit infini deux polynomes égaux en tant
que fonctions sont identiques.

Le debut de la 6éme question a donné lieu 3 de nombreuses erreurs.

Tout d'abord, dans 1'expression {LK,x0> 1a lettre x est "muette"; on a donc

k=n

qn(x+y) = (Lk,xn') (x+y)k
k!
k=0
et non pas
n

q_ (x+y) = (L ’ (X"‘Y) 3 (:,;+y)k
& k!

k=0

Bien que partant de 1'expression fausse certains candidats réussissent
d obtenir le résultat. A vrai dire rares sont les candidats qui ne prétendent
pas obtenir au bout du calcul au prix, quelquefois, d'indices illisibles ou
soumis a4 des mutations aussi brusques qu'imprévisibles.

Troisieme partie :

Sans étre difficile elle demandait déja un peu plus de dextérité et on
arrive 1a a la limite de ce que la plupart des candidats peuvent faire dans le
temps imparti. Elle contient les résultats de base de la théorie et, notamment,
la structure de groupe de_g?*(substitution d'une série formelle dans une autre)
et sa traduction en termes de suites binomiales. A titre d'exemple voici comment
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on pouvait traiter la premiére question. Notons Ed 1 espace vectoriel des poly-
gomes de degré au plus n ; pour tout n, il exlste n' tel que T (En) CEn" Si

L et Lo sont deux éléments de @*, on a

<T*(@-L) , x> = <L-L_ ,T (xP) >

donc si v(L-L )> n' alors v(T"(L)-T*(L ))> n ce qui prouve la continuité. Pour
la rec1proque, on note que, quand k tend vers 1l'infini AK tend vers 0. Pour P
fixé, on a donc, U étant continue, < U(aK),p> = 0 pour k assez grand. Si on pose

<U(Ak),13> E
q(x) = Z :__..._._ X

1
N k!

alors q est un polynome qui vérifie <U(Ak),p> —(Ak,q> On pose T(p) ='q ; on
vérifie que T est linaire. Par construction T*-U est nulle sur AK. or T‘ et U
sont continues et 1'ensemble des AK est total donc T* = U.

Les parties IV et V ont &té peu abordées. La question IV 4)b) est la seule ques-—
tion un peu délicate du probléme.

lll. Répartition des notes
Notes Nombre de candidats
0 67
S5 208
Ve 129
9=12 179
13-16 156
17-20 93
21-24 86
25-28 61
29-32 29
33-36 31
37-40 19
41-48 21
49-60 v}
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COMPOSITION D’ANALYSE

DUREE : 6 heures

INTRODUGTION

*Dans tout le probléeme, E, (resp. L') désigne ’espace vectoriel des fonctions
(resp. classes de fonctions) continues et bornées sur R? (resp. intégrables pour la
mesure de Lebesgue de R?), a valeurs complexes.

E, est I’ensemble des éléments de E, dont la classe appartient a L*; comme
c’est I’'usage, on notera par une méme lettre une classe de fonctions et un repré-
sentant de cette classe.

On pose :
[l = sup ({ [f(w, ) [/(u,v) eR*}) pour fek,,
et £ = JJge lf (s v) |dudv si fel®;

on abrége en « p.p. » ’expression « presque partout », et en « [|» le signe « H'IRZ».

Si f est une application de R? dans C et si (a, b) € R?, on note f, ,
la fonction définie par f, , (x,y) = f(a + x, b + y) ; a étant > 0, A, repré-
sente I’ensemble des (x,y) e R*telsque — a<x<a e — a<y<a.

a0

t -
On rappelle enfin que ’ ST 4t tend vers g quand le réel a tend vers

vo
v+ 00

+ oo et que} " et dt vaut \/:7_*:.

-

Les quatre parties sont dépendantes, mais on peut traiter chacune en admettant
les résultats de celles qui précédent.

PREMIERE PARTIE

1° a. Soient f et g appartenant a L'; montrer — par exemple a 1’aide du théo-
réme de Fubini — que la quantité

(f*g)(x,y) = ‘I:l flx — u, y — v) g (u, v) dudv est définie pour presque tout (x, y),
que frgel? et que | f*gl, <[ f].lel.-

Si g € E,, établir que f*g appartient aussi & E, et majorer | fxg[s, en

fonction de | f|, et ||g]«-
b. f étant toujours dans L', on pose f(x, ¥) = []'f(u, v) e! @Y dudy
pour (x, y) € R? ; prouver que } eE, etque,si gel!, fxg=fg.
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20 a. Soit A > 0 ; pour (u,v) € R* et @ > 0, on pose

vy g uE v gin A x'sin Ay
Iu. v (a) = ’J dxd_)’
A
a

2y

Mettre [, , (a) sous forme du produit de deux intégrales simples; montrer

‘qu’il est borné indépendamment de (u, v, a) et que, lorsque a tend vers + o,

I, ,(a) tend vers : =* si(u,v) € &,_ (intérieur de A,) et Osi (u, v) ¢ A, .
b. Lorsque f € L', déduire du a. la limite de
/LS sin Ax sin A
[f 7wy =222
A\ &

a

quand a tend vers -+ oo .

¢. On suppose que fe€ E, et que f= 0. Etablir que f(0,0) = 0, puis

que f(a, b) est nul pour tout (a, b) € R* (on pourra utiliser la fonction f , ;) .
3° fdésigne un élément de L*.

a. Montrer que | f, », — f|, tend vers 0 quand (a, b) tend vers (0,0)
dans R? (on pourra, par exemple, approcher f par des fonctions continues a support
compact).

b. Prouver que,si f*g=0 pourtout g €E, , alors f=0p.p.

c. Déduire des résultats précédents que, si }" = 0,alors f=0p.p.

4° K est un compact de R?* et ux sa fonction caractéristique.

a. Vérifier que, pour y (resp. x) réel fixé, .;L-K (%, ) est une fonction analy-
tique de x (resp. y).

ey
Montrer que, si la fonction pg est nulle sur un ouvert non vide de R? elle
’est alors sur R? tout entier. A quelle condition sur K en est-il ainsi?

b. Application : On suppose que K nest pas vide.

Soit f € L, telle que .Ut'(K) f (u, v) dudv soit nulle pour toute translation
t du plan affine R?; démontrer qu’alors f est nulle presque partout.

52 Soient K, et K” deux compacts de R?, «ré uliers » en ce sens que chacun est
’
l’adhérence de son intérieur.

On suppose que, pour toute droite affine L, LNK’ et LNK” ont la méme
longueur (pour la mesure de Lebesgue de R).

a. Etablir que y.K (,.5) = aw (x,y) pour (x,5) € R* (on pourra
commencer par le cas ou x = 0).

b. En déduire que K" est inclus dans K’, puis que K’ = K".

DEUXIEME PARTIE

On note S I’ensemble des fonctions v € C*®(R?, C) qui ont la propriété suivante :
K+ 1

P (x,y) my—? (%, y) est borné sur R? pour tous k, [ entiers > 0 et tout poly-

noéme P € C [x, y] .

1° { désigne, dans cette question, un élément de S.
a. Vérifier que S est inclus dans L'; démontrer que ¢ est indéfiniment
différentiable et appartient & S (on pourra montrer que, si 1’on pose

ALY
by o) = 52

- (uyv), on a x@ (2, VI i‘jl (= ) -



b. Siw €S, prouver que

J‘J"L’ <__, _> S (u, v)dudv = {T <;a ;) (u, v)dudv  pour tout 1 > 0.

N
Calculer explicitement  (x, ¥) pour la fonction  (u, v) = grul=id,

1 pps
c¢. Déduire de ce qui précéde que ¢ (0,0) = i ‘ f(.[) (%, y)dxdy, puis
exprimer de maniére analogue (a, b) pour (a, b) € R*.

Etablir que 1’application ¢ '—*47 définit une bijection de S sur lui-méme.

2° Soit felL.
a. Montrer qu’il existe une fonction p € S telle que :
A ~ Juy
p(my) = 1si (y) €A et pxy)=0 si (%) ¢A,.

Pour A >0 et (u, v) € R*, on note :
u v

il A
onlir9) = (552 et By (10) =700 2 19 = (F+00) (0
b. Démontrer que || %, ||, tend vers O quand A > + o et que
| f*ea — f]|, tend vers O quand A —0,.

c. Déduire du premier résultat de b que, pour 8 > 0, il existe un voisinage
V de (0,0) dans R? et une fonction & € L* tels que

|2, < & et A(x,y) =f(0,0) — f(x,5) pour (%, y) € V.
Enoncer et prouver un résultat analogue, ot (0,0) est remplacé par un pomt
quelconque (a, b) de R

3° Dans la suite de cette partie, on fixe une fonction ¢ € E, .

a. Vérifier que f* ¢ conserve un sens pour tout f € L*, que f* ¢ appartient
alors & E,, mais plus nécessairement a L.

Montrer que ( f*g)* @ = f*(g*¢) pour f et g appartenant a L.
b. On pose :
I®= {feLI/f*CPZO}a
Z, = {(a,b) € R*/f(a, b) =0 pour tout fe€l,}.

Etablir que I, est un sous-espace vectoriel fermé de L, stable pour *, et
que Z,, est une partie fermée de R*.

4° On suppose, dans le reste de cette partie, que Z,, est vide.
a. Soit (a, b) € R?, expliquer pourquoi il existe un voisinage V de (a, b),
fel, et heL' tels que :
F@b =1 hl<1 e hixy)=1—Ffxy) pour (55 eV.

b. Soit g un élément de L', tel que g soit.4 support compact, inclus dans V.
On définit la suite de fonctions (g,) par : g, = & et &n4, = h * g, pour
tout n € N.
+ ®
Montrer que la série E ||gnl||, est convergente et que la fonction

+ ©
n=0

Z gn est définie presque partout.

n=20
Calculer g, en fonction de g et h uniquement.

c. Prouver que g =g, *f p.p. et que g appartient a Iqp.

s
En déduire que, si { appartient & S et ') est & support compact, alors ¢ € I,.
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5° Démontrer que I, = L' (on pourra d’abord vérifier que p, appartient a
I, pour tout A > 0), puis que ¢ = 0.

TROISIEME PARTIE

Pour tout nombre complexe w, on note F, la fonction définie par

1
Fu (2) = exp [% <z—- —)jl pour zeC—{0} et E J, (w) z" le déve-
z
neZ
loppement de Laurent de Fy au point 0.

1° a. Pour quelles valeurs de z la série ci-dessus converge-t-elle vers Fy, (z)?
Comment peut-on calculer J, (w) en fonction de F,,?

b. Soit I' e cercle de centre O, de rayon 1, dans le plan complexe, orienté
dans le sens trigonométrique; montrer que :

+ o

1 v(_i)k w\r+2k p —n-k=l
= — £ —_— —_ Zd
ladoh 7 55 2R <2> 1./# =
k=0 )

pour weCetnelZ

c. Lorsque n € N, expliciter les coefficients de la série entiére du b.; quel
est son rayon de convergence?

2° a. Prouver que di (w"]n (w)) =w"J,_,(w) pour weC et n>1.
w

b. Etablir que :
’\2

) =g

pour weC et nelZ.

. o (B st

c. Montrer que I’équation J, (x) = O a, au moins, deux racines réelles > 0;
on notera désormais J 1’ensemble des nombres de la forme"j, ou p et g sont des
q
zéros réels > 0 de la fonction J, .

3° a. Soient r un réel > 0 et D (r) le disque fermé de centre O et de rayon r
dans le plan R2

N T dal it 8
Démontrer que wp .,y (%, y) = 27 f Jo (p\/ac2 + ¥?) pdp pour (x, y) € R?;
i 0

I, (V2 + 59).

2rr

en déduire que, si (%, y) # (0,0), @D(,) (%, ) vaut
\/xa i _',V2
Quelle est la valeur de (:L\l)(,) 0,0)?
b. Soient K un compact de R? et ¢ € E,, tels que pg * ¢ = 0.
Montrer que, pour tout (a, b) €Z,, on a /ptx(a, b) =0 (Z, a été défini
au 3° de la deuxiéme partie).
4° Application.

a. Soit ¢ € E,, ayant la propriété suivante :

; . 7 T
(1) il existe deux réels > 0, r, et r, tels que ;—1- ¢ J et que
2

ﬂ’q; (x, y)dxdy soit nulle pour tout disque D, de centre quel-
D

conque et derayonr € {r,, r,}.

Prouver que ¢ est identiquement nulle.



b. Vérifier que la conclusion de a. tombe en défaut si I’on ne suppose pas

r 2 2

que — ¢ J (on pourra, par exemple, montrer que la fonction ¢ (x,y) = siny a
r2

une intégrale nulle sur tout disque ayant pour rayon I'un quelconque des zéros

réels > 0 de la fonction J,).

50 Si f appartient a L* et vérifie la propriété (1) du a., est-elle nulle presque
partout?

QUATRIEME PARTIE

On note ® le groupe des déplacements affines du plan R?; si K est un

compact de R?, une fonction ¢ € E, est dite K-inerte lorsque {T ¢ (%, y)dxdy

e d(K)
est nulle pour tout d €.

On dit que K est descriptif lorsque 0 est la seule fonction K-inerte dans E, .

1

1° Soit K un compact de R*.

a. On suppose que &.K (0,0) # 0 et que @K n’est, dans R?, identiquement
nulle sur aucun cercle de centre 0.

Démontrer qu’alors K est descriptif.

b. Pour x et y complexes, on pose encore
P‘K (x,9) = 'fllx (u, v) €@+ dudv.

Prouver que la conclusion de a. demeure, si 1’on suppose seulement que
N AN
uk (0,0) # O et que pyg n’est identiquement nulle sur aucun des

T,={(xy €C/«*+y>=r"} pourr>0.

2° q. Montrer qu’aucun disque fermé n’est un compact descriptif.

b. Etablir, par contre, que le compact délimité par une ellipse, non circu-
laire et non réduite  un segment, est descriptif.

¢. Qu'en est-il pour un carré?

30 4. Soient @ < b et ¢ > O trois nombres réels, et T le compact délimité par
le triangle A (a,0), B(b,0), C(0,¢).

/ 2

p e ) / £
r > 0 étant fixé, on pose : x, =1 et y, = — lt\/i—t—z pour ¢t =r.
Calculer explicitement 'p\.T (x4 y,) et démontrer qu’il existe un nombre

complexe k # 0, indépendant de ¢, tel que la fonction p.T (%, ;) soit équivalente

\

i ‘
a m ect lorsque ¢ tend vers - o0 .

b. Soit K, un compact dont tous les points ont une ordonnée < 0 ; prouver
N\

que g (%5 ;) reste borné lorsque ¢t — - 0.
¢. Ltablir que K u T est descriptif.

4° Démontrer que tout compact convexe, d’intérieur non vide, dont la frontiére
est une ligne polygonale, est descriptif.

50 Soit K un compact convexe, d’intérieur non vide, dont la frontiére I’ est
un arc de classe C' par morceaux.

On suppose que I' a, au moins, un point anguleux C, c’est-a-dire tel
que les deux demi-tangentes en C a I' soient distinctes.

Démontrer que K est descriptif.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE

l. Théme du sujet

La démonstration d'un résultat récent de géométrie intégrale
était cette année le théme de 1l'épreuve d'Analyse : un compact K du plan
est appelé desciipiif lorsque, pour chaque fonction continue f, la nul-
lité des intégrales de f sur toutes les parties déduites de K par dé-
placement, entraine que f est identiquement nulle. On ne connait encore
aucune caractérisation géométrique des compacts descriptifs, aussi est-ce
seulement une condition suffisante - trés intuitive, d'ailleurs, bien

que découverte il y a moins de dix ans - que 1'on &tablissait au IV 5°.

Ce type de probléme, qui consiste i déduire de propriétés géo-
métriques d'un ensemble 1'injectivité - ou 1la surjectivité - d'opérateurs
différentiels ou intégraux qui lui sont associés, se retrouve également
au sujet d'équations aux dérivées partielles ou de fonctions analytiques ;
les fonctions de Bessel du III jouent 13 encore un rdle central, dont la
nature profonde est loin d'@tre &lucidée. Signalons enfin qu'une &tude
analogue peut &tre faite en ne supposant plus les fonctions continues,
mais seulement localement intégrables ; on obtient essentiellement les
mémes résultats, au prix seulement d'une technique plus élaborée, utilisant
les distributions et le théordme de Schwartz sur les fonctions moyennes-

périodiques.
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Il. Observations générales

On renvoie, pour ce qui concerne la "technique" de 1'écrit et

les moyens de s'y entrainer, aux précédents rapports et notamment i celui
de 1'épreuve de Mathématiques générales de 1981. Les remarques plus spée-
cifiques a ce probléme concerneront d'abord 1'intégrale de Lebesgue : les
candidats la manient de fagon bien trop formelle et rares sont ceux qui
pensent - et parvienmnent - & justifier passages & la limite ou dérivations
sous le signe somme. Préciser pourquoi tel théoréme est utilisable, et a
quelles fonctions ou parties on 1'applique, est un excellent moyen de
gagner des points et d'éviter les erreurs ; c'est aussi une saine habitude
a prendre lorsqu'on souhaite créer ou enseigner des mathématiques.

Cette tendance 3 un formalisme excessif se manifeste également
pour tout ce qui touche aux fonctions analytiques : convergence de séries,
caractére holomorphe d'intégrales, semblent aller de soi pour beaucoup,
et les classiques invocations "par Cauchy", "par Lebesgue'", suffire a les
justifier. Un effort important est donc nécessaire sur ce point : on n'a
vraiment compris que ce qu'on est capable d'expliquer, et les candidats
ont tout intérét A s'imposer dés maintenant la netteté intellectuelle
qu'ils voudront a juste titre obtenir de leurs futurs éléves.

I1s auront aussi avantage i relier bien mieux les deux motions
qu'ils ont de 1'intégration : 1'une, "effective'", étudiée en Premier Cycle
et qui est essentiellement celle de Riemann, 1'autre, plus "fonctionnelle",
de Lebesgue qu'ils abordent deux années aprés. Le temps semble avoir creusé
un infranchissable fossé entre ces théories pourtant complémentaires et,
aussi bien a 1'écrit qu'a 1l'oral, 1'apparition au sujet de 1'une d'elles

de questions concernant 1'autre désargonme méme les meilleurs.

Ceci signalé, le niveau d'ensemble est relativement satisfaisant,
avec un nombre assez élevé de bonnes compositions et 1'impression que beau-
coup de candidats, méme s'ils ne les maitrisent qu'imparfaitement, ont
fait un réel effort d'étude sur les notions du programme et que la bonne

volonté ne leur manque pas.

23



Quant aux copies trés faibles, lacunaires ou truffées d'erreurs,
elles doivent convaincre leurs auteurs que, si ils souhaitent réellement
réussir au Concours, il faut donner davantage de précision & leurs connais-

sances, et @ leur travail une régularité qu'il n'a pas eue jusqu'ad présent.

lll. Remarques particuliéres sur certaines questions

I.2° - On oublie souvent le prolongement par continuité de la

: sint = : ; :
fonction en 0 ; également beaucoup de majorations erronées pour Iu v(a),
’

si
L1 e

fondées sur 1'hypothétique convergence de Jf;
(]

I,4° = Le principe du prolongement analytique doit &tre utilisé

deux fois, en précisant dans quels ensemble varient x et y.

I.5° - C'est essentiellement le principe théorique du scanographe,
en remplagant la mesure de Lebesgue par une mesure de Stieltjes ayant pour

densité celle de 1'objet & analyser.

II.1° - Etourderie fréquente pour montrer que S est inclus dans
1 2 1 : 34154 g 3 '
L : la fonction n'est pas intégrable. Par ailleurs, méme les meilleurs
';{;_yi P g »
candidats recourent, pour calculer ®, & des méthodes détournées - comme la
recherche d'une équation différentielle -, au lieu d'appliquer le thé&oréme

de Cauchy.

II.,4° - L'existence presque partout de g, résulte directement de

1
la convergence normale dans 1'espace de Banach L .

III.2° - On peut, au c., utiliser un encadrement pour trouver
"suffisamment" de changements de signe de Jl ; ainsi, par exemple, J](Z)
est somme d'une série, alternée a partir du rang 2, donc supérieure ou

; . 1
égale 3 sa somme partielle de rang 1, qui vaut 7
III.4° - b., et le fait que J est une partie dense dans R ,

montrent i quel point 1'implication &tudiée au a. est "instable" en fonction

des valeurs de (rl,rz).
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Iv.1° - Pour b., on applique le principe du prolongement analytique

au paramétrage (rcosz , rsinz) de r;.

IV.4° et 5° font ressortir le rdle des points anguleux du bord
dans le caractére descriptif d'un compact ; cependant, vu 2° b., il ne
s'agit pas 12 d'une condition nécessaire et, de fait, on ignore encore

si le disque est le seul compact convexe non descriptif du plan.

IV. Répartition des notes

Nombre de candidats

Notes
0 156
1-4 309
5-8 121
9-12 76
13~16 51
17-20 42
21-24 41
25-28 o
29-32 48
33-36 51
37-40 29
41-48 32

49-60 36



ANALYSE NUMERIQUE

DUREE : 6 Heures

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Si @ € R™, alors a; désigne la i*™¢ composante de a, i = 1, ..., n.

Sia e R™et b eR" alors (a, b) désigne leur produit scalaire euclidien :

n

(a,b) = Z ails,

i=1
Si a € R", alors @ > O signifie a; > 0 pour i = 1, ..., n.
Sia e R™ et b € R™, alors @ > b (respectivement a < b) signifie @ — b > 0 (respectivement b — a > 0).
£ (R™, R™) désigne '’ensemble des applications linéaires de R" dans R™.
Si A € £ (R", R™), alors A* désigne I'application transposée de A.

Si A € £ (R", R™), on pose a;; = (Ae/,¢') pouri = 1, ..., metj = 1, ..., n, ol &' désignele i*™¢ vecteur
de la base canonique de R™ et ¢ le j*m¢ vecteur de la base canonique de R™, et I’on note encore
A = (ay)
i=1...,m
J=1..iyn

Si P et Q sont deux ensembles tels que P = Q, alors Q — P désigne le complémentaire de P par rapport 4 Q.

L'’ensemble vide est désigné par @.

PRELIMINAIRES

Si Be £(R™ R, g e R", feR™ a € R, on désigne par P, I’ensemble

( By = ¢ (
Pp= ( y€R" y 20
(fry) 2 a

On veut prouver la proposition (w,,) suivante

( B*¥x —tf =0

m,) :Si P,= o alorsilexiste xeR"teR telsque ( (% g) —at <0
m m

t =20
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Q.1. On suppose d’abord m = 1 et n quelconque dans IN.
En mettant en évidence tous les cas qui impliquent que I’ensemble P, correspondant est vide, montrer que la
proposition (r,) est vraie.
Q.2. On suppose que la proposition (r,,) est vraie pour 1 < m < ¢ et pour n quelconque dans IN.
a. Soit alors H € € (R?**, R™), A € R™ et soit

Hy = h |

P = _‘YEIR‘H'J ‘

y>0 §
On suppose que P est vide; montrer qu'il existe x € R™ tel que

H*x > 0
{

[ (%h) <0

On montrera pour cela que I’hypothése « P est vide » implique qu’un ensemble du type P, est vide,
ensemble que 1'on explicitera.

b. Soit Be £ (R, R"), geR" feR'! a€R.

5 By =g
On suppose que 1'ensemble | y € R?*! est non vide
( y=20
By = ¢
et que I'ensemble = y e Ret* | ¥ = 0 est vide.
(fs7) 2 a

En utilisant le fait qu'il n’existe pas d’élément y de R?** vérifiant

By = g
y20
(fy)=a
montrer qu’il existe x € R™, ¢ € R tels que
B*x—-tf>0
(x,8 —at < 0
t >0

\

c. Déduire des questions précédentes que la proposition (r,,) est vraie pour tout m de IN.

Q3. Soit Ae £ (R, R™), be RN ceR, a el
Soit S, ={ xeR" | Ax > b}

et \ A*y =¢
S, = y e R™ y =20
(b’y);a /

On suppose que S, # @ et que S, = @ . En utilisant les résultats précédents montrer qu'il existe z € S, tel
que (¢, 2) < a.

Q.4. Soit A € £ (R", R™), ¢ € R". Déduire de ce qui précéde que si I’ensemble

{

Ax < 0 | AYu=—=¢

S ={2xeR? 5 vérifie S, = @ , alors il existe u € R™ tel que )

(c, 2 < 0 uz=0
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PARTIE I
DoNNEES.

C un endomorphisme symétrique de R™, vérifiant (Cx, x) > 0 pour tout x non nul de R™.

b e R™
g € R
AEE(P”, IR'“), A:(au)inl,,.‘,m‘
P IR o T
DEFINITION.

Si K est un sous-ensemble de R™ et f une application de R™ dans R, on dit que x élément de R™ est solution
du probléme de la minimisation de f sur K, si et seulement si x € K et f (x) < f(x) pour tout x € K.

En particulier si f est 'application x - || @ — x || b a€R™ et ¥y - || ¥ | une norme associée &

un produit scalaire & de R", alors une solution x du probléme de la minimisation de f sur K est appelée une projection
au sens de @ de a sur K.

NoTATION.

On désigne par J 'application de R™ dans R : x — (Cx, 2) -+ (g, x).

Q.5. a. K étant un sous-ensemble de R", et x une solution du probléme de la minimisation de J sur K, montrer

qu’il existe un produit scalaire o de R™ et qu'il existe d € R™, tels que x s’exprime comme une projection au sens

de w de d sur K.

b. En déduire que si I'ensemble K est fermé et non vide, alors le probléme de la minimisation de J
sur K admet au moins une solution.

a2 2 1 2
c. Montrer que || %—J—, | < ; |l = || + 3 | || » et ¥ étant deux éléments distincts
de R* et z — || z || une norme associée & un produit scalaire de R™.

En déduire que si K est convexe le probléeme de la minimisation de J sur K admet au plus une
solution,

d. K désigne maintenant (et dans la suite) I’ensemble des éléments x de R™ vérifiant Ax < b :
K={xElR"|Ax£ b}.
On suppose que K est non vide; montrer alors que le probléme de la minimisation de J sur K admet

une solution unique notée .
Q.6. On désigne par S I’ensemble des indices i, 1 € i € m, pour lesquels
n
% =b.
Z Dy %y i
j=1
a. On suppose d’abord que S # o. Montrer que s’il existe y € R™ vérifiant

g 2 (Comy) + (a,9) <0

n

L o
( : ay ¥ <0 pour tout i € S,

k=1
fad
x

alors il existe un élément z € R" de la forme z — z + ty t €R) tel que J(2) < J ( ) etz e K.
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En déduire qu'il existe x € R", y € R™, u € R™ vérifiant les relations (*) suivantes :
Ax +y=20
2Cx + A*u+q =0
*)

y>20,u2>0

(ysu)=0

b. Dans le cas ou S — @ montrer que x vérifie J (sfc) < J(x) pour tout x de R™. En déduire qu’il existe
x € R", y € R™, u € R™ vérifiant les relations (*).

Q.7. Montrer que l’élément X de R™ est solution du probléme de la minimisation de J sur

K= {xeR" |Ax < b} si, et seulement s'il existe y e R™ et u € R™ vérifiant
Az +y=">
2Cx+ A*u+qg=0

\( y20,u20
\ (0w =0

Q.8. Obtenir une condition nécessaire et suffisante analogue pour le probléme de la minimisation de J sur
K’, ot K’ désigne I’ensemble suivant :

K' = {xeR"|Bx =1} (avec Be £ (R, RY), leR).

PARTIE II

Les données sont celles de la partie I, soit
C un endomorphisme symétrique, défini positif de R™
A € E (Pﬂ, ERI'."I), A = (au) .

=1,...,m
m 1, 0B

beR™.
q€ R®.
J Papplication de R" dans R : x = (Cx, %) + (g, %)
K={xeR"|Ax<b}.
NOTATION.

On pose o =A*e,j=1,..,m ot e/ désigne le jém* vecteur de 1a base canonique de R™.

HYPOTHESE.
On suppose que 1'application A est de rang m.

DEFINITIONS.

Pl
% étant la solution du probléme de la minimisation de J sur K on pose :

o ) ~
S = {i.i < i-ﬁ_ m‘ Z'aux:‘ = b'l}
j=1
(éventueﬂementg = @).

S désignant un sous-ensembie de ’ensemble des m premiers entiers, on définit I’ensemble K® de la maniére

sulvante :
n

SiS # @ alors K8 = {xeR" | Z ay, x; = by, pour tout i €5 }

j=1
SiS = @ on pose K® = R".
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On désigne par 2° la solution du probléme de la minimisation de J sur KS. Dans le cas ot S = @ on note
x° 1'élément a5 correspondant.

- .
Enfin on pose V(2%) = {i,1 <i < m | ) ay % > b}
i
J=1

(éventuellement V (x5) = o).

Q.9. En utilisant le fait que x° est une projection sur K® (cf. question 5) donner ’expression de x® en fonction
des données S, A, C, b, q.

Q.10. Si S# & on désigne par o le nombre d’éléments de S. Montrer qu’il existe ¢ scalaires ( ;,) 7e & vérifiant:
/ ~ N A~
2Cx+q+2‘u3«a4‘=0

fie'8

M a5 €S
¥ ay x, = b, pour tout i €S
et
k=1

L N

\ u; = 0, pour toutj € S

Q.11. Soit S un sous-ensemble non vide de I’ensemble des m premiers entiers et = le nombre d’éléments
de S. Montrer qu'il existe T scalaires (mf)jE s Vérifiant

/
2Ca5 + g + Zu;»af:o
jEeS
\.

n
R ;
f : ay % = b, pour tout i € S.

k=1

En utilisant ces relations retrouver ’expression de % en fonction des données.

Q.12. Montrer que A =z

Q.13. a. Soit S vérifiant S < S et 45 % x; montrer que 'on a

Y A ~ - PRy A
: (uf—uj) (af,x~xs) - > ujl\a’,x—xsj > 0;
$es je'§\~5

n

5> b (etdonc i€V (x)

déduire qu'il existe i €S tel by
en deduire qu il existe ¢ € 5 tel que Q. %

=1

M -,
b. Montrer de maniére similaire que si x # 2° alors il existe i €S tel que i€V (2?).

Q.14. S étant un sous-ensemble non vide de ’ensemble des m premiers entiers, on sait qu'il existe t scalaires
(tr nombre d’éléments de S) (mj_“’)jE s tels que

\ 2Cx5+q+2u}.‘a-‘=0

jes

~ : !
I ) ay %, = b, pour tout i€ S.
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Y
a. Montrer que si les scalaires u$ vérifient u? > 0 pour tout j €S et si V (x%) = @, alors 2® = 2.
En déduire que s’il existe T, sous-ensemble non vide de ’'ensemble des m premiers entiers, vérifiant
; V() = @
(** b ol .
jeV («T-1}) pour tout jeT

Fa
alors 2T = x.

b. Montrer par un contre-exemple que la relation (**) n’est pas vraie en général pour T = S @ étant
supposé non vide).

Q.15. On définit I’ensemble € de la maniére suivante : T € € si et seulement si T est un sous-ensemble

M P
de I’ensemble des m premiers entiers, T = x et #7~F # x pour tout sous-ensemble non vide P de T.
i
a. Montrer quesi x # x° alors € # 2.

b. S étant un sous-ensemble de 1’ensemble des m premiers entiers et % étant différent de %°, montrer
les propositions «, §, y suivantes :

V(8) = @

o. Pour que S €€ il faut que

j eV (x%-U}) pourtout jeS.
B. Pour qu'il existe T € € tel que S = T, S # T, il faut qu'il existe ieN telqueieV (2®).

y. Soit i €N et jeS vérifiant
g ieV(2®)
v (xEU{i}) = @
2 jé v(x{SU{i}}—{j})

Montrer qu’il n’existe aucun élément T de @ tel que S U {i} < T.

Q.16. Déduire de ce qui précéde un algorithme permettant de calculer x.

Q.17. On ne suppose plus maintenant que A est de rang m, mais on fait I’hypothése que K est non vide.
Montrer que si T € €, alors la famille (A*e’) ; ¢ 7 est libre. En conséquence indiquer comment adapter ’algorithme

précédent de maniére & obtenir un procédé de calcul de .

Appliquer ce procédé i la résolution du probléme de la minimisation de J sur K avec :

J(") =] (x,, xz) == % (x:a -+ xn’) - % — 2z,

x5 =0
% =0
22, + 32, <5
% + 4x, < 4
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE NUMERIQUE

1. Observations générales

La particularité de 1'épreuve d'analyse numérique est de s'adresser,
en 1l'absence de programme spécifique,d des candidats qui, bien souvent,n'ont recu
aucune formation dans cette discipline et qui donc n'en ont pas la pratique.
Fvidemment 1'analyse numérique &lémentaire n'utilise que les résultats standards
de 1'analyse et de 1l'algébre, mais il intervient souvent des mécanismes de rai-
sonnements et des techniques de démonstration, classiques pour le numéricien, et
qu'il faut faire découvrir au candidat le Jour du concours ; ce qui n'est pas
nécessairement le meilleur moment, De plus cette épreuve ne peut 8tre considérée
comme une répétition de 1'épreuve d'analyse ou de mathématiques générales; elle
doit exprimer le discours propre & 1l'analyse numérique et sa  finalité qui n'est
pas de mettre en évidence les choses cachées d'une situation donnée mais d'utili-
ser les propriétés, méme banales, de cette situation afin d'obtenir un procédé de
calcul efficace. Or il semble que cette démarche soit 8trangére d beaucoup de
candidats, trop habitués 3 une présentation hautement spéculative des mathématiques.
En conclusion 1'épreuve d'analyse numérique ne peut &tre vraiment significative
que si elle est proposée d des candidats ayant acquis une véritable formation dans

cette discipline.

2. Analyse du sujet

Le probléme proposé s'organise autour d'un algorithme d'optimisation,
algorithme que le candidat devait énoncer (et appliquer) en faisant la synthése
des résultats obtenus dans les questions précédentes. C'est la, en fait la diffi-
culté essentielle du probléme (avec les préliminaires) car les résultats utilisés
dans la construction de 1'algorithme (le—b), ne sont qu'une paraphrase de la ques-
tion 13, question facile, compte-tenu des indications. Et c'est précisément le
fait qu'aucun candidat n'ait proposé d'algorithme pertinent, qul a motivé les con-

sidérations précédentes.
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I1 s'agit donc d'obtenir un algorithme de minimisation d'une fonction-
nelle somme d'une forme quadratique définie positive et d'une forme linéaire sur
un enscmble polyédrique. (Indiquons tout de suite qu'aucune connalssance particu-

lidre de la théorie de 1'optimisation dtait nécessaire).

Pour cela on remarque que la solution du probléme (existence-unicité
en QS) est aussi, avec les notations du texte, la solution de la minimisation sur
la variété linéaire KS: % = xS(le) + Comme xS est une projection que 1'on peut

s -~ - - S -~
expliciter, tout revient a déterminer S (ou un ensemble S tel que x~ = X ).

Supposons pour simplifier que xs # xs_{J}, pour tout S, {j}, sous

ensemble des m premiers entiers. (Sinon, dans le cas ou A est de rang m, on
introduit 1'ensemble€? (Q 15) en raisonnant comme suit et dans le cas général,

on utilise la remarque de Ql?)'

Oon utilise le fait que si T C S, alors 11 existe J€ SfWV(xT) (Ql3)
S -~
et qu'une condition nécessaire et suffisante pour que X = x est que
S
v(x)= ¢

j~‘E‘\J'(xS-{j }) pour tout JES (Qu— QM)

I.'algorithme est alors le suivant

-~

Etape 1 : g x® = = 1& C_iq vérifie V(x°) = ¢, alors x° = x. Sinon on

passe a 1'étape 2.
Etape2: Soit Fy, 1'ensemble de tous les singletons {1} tels que 1EV(x°).

ler cas : Il existe {1} Fy tel que V(x{i}) = ¢ alors x{i} = x, sinon on

passe au deuxiéme cas.

Jéme cas : On construit F, a partir de Fy selon le principe suivant.
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EtapeK+1: Supposons connue une famille FK de parties de l'ensemble des m

premiers entiers ayant les propriétés suivantes

- si TEFK , alors le cardinal de T est K

-x' # % pour tout TE€ F,

- V(xT) # ¢ pour tout T € Fe

- S admet un sous-ensemble qul appartient a Fy.

(Fl évidemment posséde cette propriété),

Soit alors GK+1 la famille de tous les ensembles de la forme

TU {1} o TEF, et 1 vérifie i€ V(x)),

1°% cas : $'il existe S, élément de G,py» VErifiant V(x") = ¢

et jEEV(xS-{j}) pour tout jE€ S, alors xS = x. Sinon on passe au 2°"¢ cas.

3

2° cas : On définit FK+1’ d partir de CK+1 en €liminant de cet ensemble

les ensembles S tels que V(xs) = ¢ .

On vérifie facilement que Fy,, a les mémes propriétés que P«
(pour la derniére propriété, utiliser Q15Y) et que cette procédure permet de

-~
calculer x.

3. Commentaire sur les questions

L'algorithme repose donc sur la question 013 et ses varilantes (QIS)
dont la démonstration est une application simple des relations (¥) de la ques~-
tion 6. Ce résultat est utilisé dans sa partie directe ainsi que dans sa partie
réciproque, on fait aussi usage d'un résultat analogue valable pour des contraintes

de la forme Ax = b. Peu de candidats ont pensé 3 se ramener au cas précédent en

écrivant Ax = b, sous la forme{(_i) x f.(b

—b)] . Certains ont démontré directement

le résultat demandé en utilisant la caractérisation de la projection sur une va-

riété linéaire.
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La démonstration des relations (¥) fait appel 2 un résultat sur les

systémes d'inéquations linéaires (Q&). I1 s'agit de montrer que gl le systéme

= ri

By = 8 [ B'x-t £>0
y2>0 n'a pas de solution, alors le systéme -{ (x,g)-at<0 est
(£,y) > a t >0

compatible. On proposait pour cela une démonstration par récurrence.

Contrairement a une tradition scolaire bien établie, le résultat correspondant
5 1'initialisation de la récurrence n'est pas complétement gvident. Aussi a-t-on
préféré le présenter sous la forme d'une question indépendante Q , question assez
bien traitée mais trop mal rédigée dans 1'ensemble. Le texte 1nd1qua1t comment

passer de 1'étape q a 1'étape q+1. On étudie d'abord le cas homogéne.

A la grande surprise des correcteurs, personne n'a songé a utiliser une méthode
d'élimination de Gauss afin d'exprimer une des variables en fonction des autres,
ce qui permet d'écrire " P = & " sous la forme " Pq = ¢ " et ceci de fagon
équivalente. Encore une {llustration de l'ignorance des candidats aux techniques

les plus élémentaires de 1'analyse numérique. Le cas général s'obtient @ partir

du cas précédent en écrivant { %i,;)ia sous la forme (?) y = (g)
L'application du résultat concernant le cas homogéne donne immédiatement 1'exis-

¥ ~ tE 5 0

(i)t < O . 11 reste a vérifier que t
]

tence d'une solution du systéme {

est positif, ce qui,surprise agréable, a été fait correctement dans un nombre non

négligeable de copies. (Un raisonnement par 1'absurde, utilisant le fait que tout
y vérifiant {;Y Z g vérifie (f,y) < a, permet d'obtenir la positivité de t).

La question 3 est une application immé&diate du résultat, a conditipn, dans le cas
oi t = 0, de considérer un vecteur de la forme Ax +x ol x vérifie Ax 2 b
et )\ scalaire " assez grand " . la question 5 est une question de cours. Le
début de la question 6 n'a guére posé de difficultés et si 1'utilisation de la
question 4 s'est imposée & tous, beaucoup ont remplacé le systéme F a X k——

i €s par Ax <0, ce qui ne_permet pas d'obtenir la relation d'orthogonalité
(y,u) = O.

Indiquons que cette premiére partie, plutSt facile, permettait d'ob-
tenir 20/40 et 18/40 , dans le cas ol la relation d'orthogonalité n'était
pas établie.
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La question 9 n'a été résolue par personne, les meillecurs se contentant

| I

en utilisant la caractérisation de la projection sur une variété linéaire, d 'é-
tablir 1'existence d'un u tel que

S

X
2k +q=A_u (KS = {x |Asx = bs).

S

Il est pourtant facile d'exprimer u (et donc de calculer xS) en utilisant 1'inver-

-1 %
sibilité de Ay C : Ag (A étant de rang m).
La question QlO""’ Q13 sont des conséquences simples des relations (%)

et les questions suivantes des variantes de Q13.

4. Répartition des notes

- Nombre de copies corrigées : 468
- lMoyenne (sur 40) : 9,425
- Hombre de copies ayant obtenu une note supérieure ou égale a 20 : 70
Répartition :
Notes Nombre de candidats
0 76
1-4 108
5-8 69
9-12 63
13-16 57
17-20 37
21-24 25
25-28 1'5
29-32 5
33-36
37-40 5
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MECANIQUE GENERALE

DUREE : 6 Heures

Un solide pesant S, de centre d’inertie G, repose sur le plan ho'rizontal O_X,_ X, d’un repére orthonorme
0X, X, X, supposé galiléen, OX,4 dirigé suivant la verticale ascendante; il est admis da:is tout le probléeme que 1a
liaison entre le plan OX, X, et la frontiére de S, supposée réguliere et convexe, ne peut étre interrompue le contact
ayant lieu en un point unique.

Le solide S comporte une cavité a l'intérieur de laquelle est disposé un autre colide =, assujetti par des liaisons
de telle maniére que son mouvement par rapport a S ne puisse étre qu'un mouvement de rotation autour d’un axe

rigidement lié & S et passant par G, noté GE, de vecteur unitaire £. On suppose que 3. est un corps homogene de révo-
lution autour de ’axe G&, ayant son centre dinertie en G; en particulier GE est axe principal d’inertie de X en G
et il en est de méme pour tout axe perpendiculaire a GE en G. On note G x, x, ¥, unt systéme d’axes orthonormé lié
a S, tel que Gz, soit axe principal d’inertie pour S + X et on admet que la frontiére de S peut étre représentée ana-
lytiquement, relativement & ces axes, par :

(1) f{xnxe’xs) =0
et plus spécialement au voisinage du point P ol Gx, rencontre cette frontiére par :

2 f(xltxarxa)=_x:-a+%(xlg+£>+h(x1!xa)=0

a, ' a
a, @, » , étant des constantes positives homogénes a des longueurs et h (%, x,) un polynéme dont les termes de
degré minimum sont d’ordre 3 au moins.

Au cours du mouvement le contact de S avec le plan OX, X, a lieu en un point ( mobile sur la fronti¢re de S

dans un voisinage de P; on note n le vecteur unitaire normal en Q a cette frontitre dirigé vers l'intérieur de sorte que :

3 . i
| grad |

formule définissant ainsi les composantes de n sur les axes mobiles G x, %, %, 3 d'ailleurs puisque le plan 0X, X,

est tangent  la frontiére de S en Q, n est identique au vecteur unitaire X, de 'axe OX, .

On note :
AesF @
I=|-F A, ©
0 0 A,

le tenseur d’inertie de S + X en G, rapporté aux axes G x, %, %x,, J le moment dlinertie de ¥ par rapport a G&,

g=—8X%s P’accélération de la pesanteur, p la masse totale de S + X; il est rappelé qu'on a nécessairement
A A, - F > 0.

On désigne par v la vitesse de G par rapport au repere 0X, X, X, , H le moment cinétique en G de S + X
dans son mouvement par rapport au repére d’origine G d'axes X, , X, , X5, o le vecteur rotation instantanée de 5

par rapport a GX, X, X,, =10 £ le vecteur rotation instantanée de X par rapport & S5, Q) étant maintenu égal
a une valeur constante donnée par le jeu de forces convenablement exercées entre S et Y et formant globalement
un systéme équivalent a zéro.

On désigne par R la réaction qu’exerce le plan OX, X, sur S en Q, la liaison &tant supposée sans frottement de

sorte que R = Rn. Ainsi il est clair que R et la force de pesanteur p. g sont les seules forces extérieures agissant sur
le systéme S + Z.

Enfin il pourra étre commode d’utiliser la notation L= QGn , qui représente la hauteur de G au dessus du
plan horizontal 0X, X, .
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Les calculs demandés plus loin seront conduits de préférence par rapport au repére mobile G X, X%, BT

les axes duquel les composantes des vecteurs v, e et n seront notées VisVyy Uy Wy, Oy, W€tV ,v,, v, respecti-

vement; la dérivée par rapport au temps de toute fonction vectorielle r(t) sera introduite relativement au repére

G x, %, x, et notée r (t). Ainsi I’assertion qui exprime que le vecteur n est constant par rapport au repére 0X, X, X

3 o % oy ; a
donne lieu a la condition cinématique :

(4) n+ wAn=0

Toutes les grandeurs qui apparaissent dans le probléme sont réelles.

I

1° Ecrire 1’équation vectorielle (E,) qui exprime le théoréme du mouvement du centre d’inertie appliqué a
S + .

Que peut-on dire du mouvement de la projection horizontale de G?

2° Ecrire 1’équation vectorielle (E.) qui exprime le théoréme du moment cinétique appliqué 3 S + X en G.
Calculer le moment cinétique H en termes des éléments inertiels et des rotations w, Q.

Par intégration de 1'équation obtenue aprés addition des équations (E,) et (E,), multipliées scalairement au

préalable par v et w respectivement, montrer que :

1 -3 {1 -—-—>
(5) Vi=guvt+zole+pgl

est une intégrale premiére des équations du mouvement.

3° On note 1T le moment par rapport & GE des efforts exercés par S sur 3, I_-iz le moment cinétique de Z en G

dans son mouvement par rapport a G X, X, X, et K le moment d’inertie de 3 par rapport & tout axe perpendiculaire
en G 4 GE.

Calculer ﬁz » puis I par application du théoréme du moment cinétique. En déduire que la puissance des
efforts intérieurs au systéme S + X est la dérivée par rapport au temps d’une expression simple qu’on explicitera.

Notant Ig , Iy les tenseurs d’inertie en G de S et 3, appliquer le théoréme de I’énergie au systéme total S + %
et retrouver l'intégrale premiére du § I, 2°.

4° Montrer que :
6) V,=n-H
est une intégrale premiére des équations du mouvement.

5° Supposant le point de contact Q dans un voisinage de P sur la frontiére de S et utilisant (2) et (3), calculer

les développements de v, , v, et de v, , suivant les puissances de x, et x,, au premier ordre et au second ordre
respectivement.

Ecrire le développement de ¢ suivant les puissances de v, , v, au second ordre.
Montrer qu’une solution d’équilibre apparent du systéme S + X (c’est-a-dire S au repos, X animé de la rotation

- — —
constante () par rapport & S) existe si le contact avec le plan horizontal a lieu en P et si v = 0, @ = 0 a I'instant
initial.

A partir de I'intégrale premiére (5) et de I’expression de { obtenue dans ce §, montrer qu’une condition suffi-
sante de stabilité de cet équilibre apparent est :

a, >ty @,.> .

II

On suppose dans cette partie du probléme que I'axe G est confondu avec G x, .

1° Donner les expressions des composantes du moment cinétique H sur les axes du repére G x, x, x, et mon-
trer que le systéme formé des équations (E,), (E,) et (4) admet une solution :

(T) ’1;=0’ ml=m2:0! mazm, vl:vzzo, V3=1| R:[J_g

avec w constant.
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2° Pour étudier la stabilité de cette solution on se propose d’étudier les solutions voisines représentées a I’aide
des variables v,,v,,,, ©,,0,, 0, + ©, v,,;,v + 1, R+ g, considérant que v;, w;, v, (i =1, 2, 3)
et R sont des termes de perturbation petits et de méme ordre de grandeur. Pa}' le pl:c:cede'de hn'eamsatl.on (ou. encore
méthode dite des petits mouvements), écrire & partir de (E,), (E,) et (4). le systéme équations dlf?érefntlel%es 11néa_1res
a coefficients constants vérifié par les variables de perturbation. Conmdéram.. en pal:tu‘:ul,n'ar les six équations qui ne
contiennent que les variables v, , v,, ®,, @,, v, , v, et cherchant des solutions qui, a.l e.gard du temps, sont pro-
portionnelles a ¢* , on montrera que I'équation caractéristique qui définit les valeurs admissibles de A est dela forme :

O+ w) AR =0 avecA(D) =c, A* +¢, A* + ¢, et on explicitera les coefficients ¢, , ¢, , ¢, .

Montrer que

(8) &, >0, ¢,>0, ¢ —4¢,e, >0

sont des conditions nécessaires de stabilité et que ces inégalités sont remplies pour | Q | assez grand.
On pose

(9) ‘Y1=!~Lg{a:_a)+m(Aam+JQ)

q. = pgla, — a) +‘-"(A:|m + J Q)
Justifier qu’en satisfaisant & (8) par un choix convenable de £, on peut faire en sorte que le signe de
g, — A, w? soit positif ou négatif.
3° Dans le cas ol @ = 0 écrire les conditions de stabilité (8) et comparer avec le résultat de la fin du § I, 5°.

4° Revenant au cas du § II, 2° montrer que ¢, — A, * > 0 et ¢, > 0 impliquent (8).

5° On suppose dans ce § que 1’enveloppe ou frontitre de S est de révolution autour de G x,, en particulier
a, =a;,etque A, = A, , FF = 0 (systéme a symétrie de révolution géométrique et cinétique). Montrer que les iné-
galités (8) se réduisent a une seule condition qu’on explicitera.

6° Revenant au cas du § I, 2° et & ses notations, on exprime les intégrales premiéres V, et V, au moyen
des variables », , w,, @,, v, , v, (il pourra étre utile a cette fin de noter que la composante horizontale de la vitesse
est constante et d’autre part que la hauteur { du centre G s’exprime en fonction de v, , v, comme prévu au § I, 5°).

Calculer le développement de V,—®V, au second ordre par rapport aux variables de perturbation. Exprimer
que I'ensemble de ces termes du second ordre est une forme quadratique définie positive et montrer que :

(10) g, — Aw? >0, ¢, >0
sont des conditions suffisantes de stabilité de la solution (7).

Quelle cohérence ce résultat exprime-t-il avec des conclusions antérieures?

7° Considérant le cas de symétrie de révolution géométrique et cinétique (§ I1, 5°), montrer que (8) est réduit
a une condition unique.

Montrer que V, = w, est une intégrale premiére des équations du mouvement; ¢ étant un coefficient constant,
exprimer dans le développement de :

Vi4+ 6V, — A (0w + 0) V,
I’ensemble des termes quadratiques.

Montrer que le choix de o qui garantit que cette forme est définie positive est subordonné i une inégalité qui
apparait ainsi comme condition suffisante de stabilité de la solution (7).

Montrer que celle-ci est moins contraignante que celle obtenue au début de ce §; la comparer avec celle du

§ 1I, 5°.
I

On suppose dans cette partie du probléme que 1’axe GZ est confondu avec Gz, .

Il est rappelé que conformément au résultat décrit par le § I, 5°, p =0, & = 0, v, =v,=0, v, =1
est une solution des équations du mouvement, stable si @, > a, a, > a.

. On introduit les variables de perturbation w, , w,, @w,, v, , v, exprimer les développements des intégrales
premiéres V, et V, en puissance de ces variables jusqu’au second ordre.

) Par I’étude de 2 V, + ¢ Vi, oit ¢ est un paramétre qu’on choisira de fagon convenable, obtenir des condi-
tions suffisantes de stabilité, plus faibles que celles qui viennent d’étre rappelées.
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Remarques des correcteurs

L'énoncé comportait toutes les notations nécessaires

; 11 est inutile,

voire dangereux, d'en introduire de nouvelles, encore plus si elles ne sont pas

définies.

Le niveau d'ensemble est trés faible
mal assurées, d'incapacités fréquentes pour expliciter et conduire correctement
un calcul, et en interpréter les résultats. Combien de fois faudra-t-il répéter
qu'une copie de mécanique ne se réduit pas 3 une suite de calculs mal présentés

et dépourvus d'explications.

il témoigne de connaissances

Les résultats statistiques ne doivent pas faire illusion ; une nota-
tion trés généreuse a, seule, permis de masquer les insuffisances des meilleures

copies.

Répartition des notes

NOTE 354 N £40 304N £35 25 N<£30 20<Ng25
Nombre de
Candidats 0 3 6 8
Note 15< N €20 10K NL 15 5¢ NK10 0N K5
Nombre de
Candidats 7 8 20 51
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PROBABILITES ET STATISTIQUES

DUREE : 6 Heures

DEFINITIONS, NOTATIONS, RAPPELS

1° On note 1, la fonction indicatrice d’une partie A d’un ensemble .

2° L'ensemble des entiers naturels est désigné par N. La tribu 3, est la plus petite tribu sur rRY qui pour

tout n rend mesurable la projection canonique de R" sur R{% 1o},

3° On note I' la fonction de R** > R définie par :

I'(x) = . e~ gt
@ = |
et pour a > 0, b > 0 on appelle loi # (a, b) la probabilité de densité
I'(a + b)
a=-1(1 — g\b-1 1
P(G) P(b) ¢ ( t) lo, 1 (.E)

4° 5i (F,) , e est une suite croissante de tribus, on note F la plus petite tribu contenant I’anneau U F..
nelN

5° On convient de poser inf @ = 4 c0; on notera par ailleurs x 1a suite (x,) nelN-

6° Toutes les variables aléatoires (en abrégé v.a.) introduites dans ce probléme sont supposées définies sur
un méme espace de probabilité (Q, F, P). Une v.a. & valeurs dans R est appelée v.a. réelle. Le symbole E (X) désigne,
quand elle existe, I'espérance mathématique de la v.a. réelle X; o* (X) désigne la variance de X. « Presque sfire-
ment » est noté en abrégé p.s.

7° Si U est une v.a. réelle intégrable et V une v.a. 4 valeurs dans R" on note E (U | V) la (classe de) v.a. réelles
caractérisée par 1’égalité

E(EU[V)2(V)) = E(UA(V))

ol & parcourt I’ensemble des fonctions boréliennes bornées de R dans R.

8° On note X la suite de v.a. réelles (X,) , .. On appelle loi de X la probabilité sur ([RN, (D) image de P

par X; elle est caractérisée par la suite des lois des v.a. (X,, X,, ..., X,), & valeurs dans R"* 1, pour n
parcourant IN.
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9° Processus d’urne : Soit x, un réel (0 < %, < 1), m un entier positif ou nul, f une fonction de [0, 1] dans
[0, 1]. On appelle processus d’urne, associé a £, de composition initiale (x,, m) une suite X pouvant étre définie par
les équations de récurrence :

Xo = X
(m+k+1)Xk+:=(m+k)xk+1_&k+l, kEN
et on la suite d’événements (Ay) e satisfait pour tout kelN, a:

E(a,,,| X Xus o0 Xi) =f®Ke) s

On se propose d’en étudier les propriétés asymptotiques.

10° Pour B élément de (3w et X processus d’urne de composition initiale (x,, m), associé a la fonction f
on notera : .

Qf,.n(B) =P (XeB)
et, lorsqu’une seule fonction f est considérée, on abrégera

ng,m en Q:n. m:*

11° On admettra que pour un processus d’'urne X de composition initiale (x,, m) associé & une fonction 5

on a pour toute fonction borélienne bornée & de R" dans R
E(h(xu+:!xn+nl---'an+k,"')|X1|"'Xﬂ.)
=EGrXpsi> Xnsar oos Xnvks )‘xn) p-8.

= [ hE@dQ nin® e
e P

n

5

el {
i=1

12° On posera S, =

PRELIMINAIRES

1° Soit U une v.a. de loi B(a, b). Calculer :
a. Pour 0 < k<n E(U*@1-U)""%)
b. La variance o? (U).

2° Soit X un processus d’urne associé & la fonction f et h une fonction borélienne de R dans R. Montrer
que, si elle existe,

m X,
B (Ka, ) | X0) = £ 4 (BT D) L poeyn (BERT) b

3° Montrer que si X est un processus d’urne associé a la fonction f, la suite Y définie par :
Yo=1-%,

est un processus d’urne associé & une fonction qu’on précisera.

4° Montrer qu'on a pour tout X processus d’urne

a. lim(Xﬂ—&‘):O, et si m=0,Xn=sﬁ‘
n n

n-+ o

1
n+1

By | R = K| €
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I. URNE DE BERNOULLI ET APPLICATIONS

Soit X un processus d’urne de composition initiale (x, , 0) et associé a
I s f(‘) — P (0 < p o5 1)-

1° Quelle est 1a loi de S, ?

2° Etudier :
a. lim X,

n—s oo

i -~ Lk .
b. pour ¢t # p lim }._'C,,p"’(i—p) k.

Rne ki

3° Soit U une v.a. comprise entre 0 et 1, de fonction de répartition F continue. Etudier :

i ¥ Ch B (UF = Uyseey.

n=>® k<itn

II. MARTINGALES ET SOUS-MARTINGALES

Une suite M de v.a. réelles intégrables est une martingale (resp. sous-martingale) s’il existe une suite crois-
sante de sous-tribus (¥,), . telle que pour tout n € N

\ . M, est &, mesurable

L E(—Mn+1lg:n)=Mn p-s.
:f (resp =)
Si de plus E (M3) < + oo pour tout entier n, M est dite de carré intégrable.

1° Soit M une martingale (resp. une sous-martingale); comparer E (M) et E(M . ,).

2° Montrer que si M est une martingale de carré intégrable, M? est une sous-martingale et que
E[Mn., — M,)*] = EM;,.) — E(M})
3° Soit M une sous-martingale positive de carré intégrable.
a. Montrer que la suite M? est une sous-martingale.

b. Montrer en considérant la suite M’ définie par

n=1

M= YM, - YEM,,,|%)
i=0 j=0

que M est la somme d’une martingale de carré intégrable et d’une suite croissante.

¢. Montrer que pour tout n € N, on a :

EM2,) - EM;?) < EM2,,) - E(M})

4° Soit M une sous-martingale positive et x un nombre strictement positif.

On pose K = inf {nelN : M, > x}
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Montrer que pour tout n € N :

a. EM;)=E ( b Mki{xw})

k=0
EM,)

x

b, P (Max(M,, M,, ..., M;) > %) <

grable. Montrer que pour tous n et k entiers positifs :
E(Mi+k) ry E(Mi)

4

50 Soit ¢ > 0 et M une martingale de carré inté

P( Max |M“+,-—M,‘|}s)£
K

FEA 8, o

6° En déduire que si M est une martingale pour laquelle la suite (E (Mi))neﬁ\l est bornée, M est une

suite presque siirement convergente.

70 Déduire de 3° et 6° qu'une sous-martingale positive M converge presque siirement vers une v.a. réelle si
q gale p m ge presq

la suite (E (M ) neN est bornée.
8° Soit U une v.a. réelle bornée et (F,) une suite croissante de sous-tribus.

a. Caleuler :
E(lim E(U|F:)/F)

k- o

b. Soit Z une v.a. réelle de carré intégrable, F, - mesurable.

En déduire la valeur de :

E[Z(E (U |Fx) - klim E@U|F)]

¢. Montrer que :
E (U | %) = lim E(U|%) p.s.
k—x

[II. DEUX APPLICATIONS AUX PROCESSUS D’URNE

(On n’oubliera pas Préliminaires 4)

1° On considére 1'élément E, , de (3w

E.. = ge[RN:ﬁminfx,,ca-cb-climaupxng.

n—+ o n=+ o

Soit X un processus d’urne de composition initiale (x,, m), associé a la fonction f.

a. Montrer que :

ﬁm E(iga. OEIX“)=1E¢.5°§ pP-s.

n-—» o

b. On suppose que Q__{,n,m (E.. ) > 0. Montrer que pour tout ¢ > 0, pour tous ¢ et d tels que
@ <c¢ <d < b, il existe, pour une infinité d’entiers n, des compositions initiales (y,, n), avec ¢ < y, < d, et

telles que
Qlpn Ba,p) > 1 —c.

29 Soit f une fonction de [0, 1] dans [0, 1], telle que, pour un p, de [0, 1], f vérifie
(f@e) =)t —p,) 20, quel que soit ¢ € [0, 1].

a. Montrer que si X est un processus d’urne associé a f, la suite ( | X, — po | ) pen est une sous-

martingale.

b. Montrer que X converge presque siirement.
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IV. PROCESSUS DE POLYA

On étudie ici un processus X, de composition initiale (x,, m), avec m > 0, associé & la fonction
f it v~ f(t) = t (processus de Polya).
1° Montrer que pour 0 < &k < n:

k-1 n=k-=1

[l mx+i) [ m@-=x)+))
P(S, =k =Cki=® =

n-1

I ™ +5

j=0

et écrire une expression de
P (S, < nt).

2° Montrer, a 1’aide des préliminaires, de I, et de II ou (IIT + II), que X converge presque sirement vers une
va. X de loi B (mx,, m (1 — x,)).

~ 3° Montrer que pour tout € > 0

P(sup | X, —x,| > ¢) €
nelN

4° On donne quatre réels a, b, ¢ et d vérifiant ¢ <c <d < b, 0 <c <d <1 et on pose pourfEIRN:
v(x) =inf {neN : x, ¢[a, b] }.
a. Montrer que :

im sup Qy,pn{2:7(x) <0} =0.

m—w csy=<d

b. Soit X' un processus d’urne associé & une fonction g telle que g(t) = t sia <t < b et X un pro-
cessus de Polya. Montrer que si X et X' ont méme composition initiale (y, m) et si¢c < y < d,
les v.a. 7(X) et 7(X') ont méme loi.

V. THEOREMES DE CONVERGENCE

1° Soit m un entier positif ou nul, ¥ un réel compris entre 0 et 1, k, et h, deux fonctions définies sur [0, 1]
et vérifiant, pour tout ¢ dans [0, 1], 0 < A, (¢) < &, (¢) < 1. Soit (U,) , <y une suite indépendante de v.a. uniformes
sur [0, 1]. On définit deux processus V et W, par les relations de récurrence :

g V0=Wn=y
m+n+ D Vo, =m+n)Vat iy,  <h(Va))
nelN

( et A Waes =l Hu)Wa + 11y,,, <))

Montrer que les processus V et W sont deux processus d’urnes de compositions initiales (¥, m) associés res-
pectivement a h, et h, et satisfont a :

Vo W, quel que soit n € N
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20 Soit f une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout intervalle non vide ], B[ inclus dans [0, 1],
il existe un intervalle [a, b], (avec & < a < b < P) sur lequel f(¢) — ¢ ne change pas de signe. X désigne un pro-

cessus d’urne associé & f, de composition initiale (x,, m). On définit E, , comme en IIL.1° et T comme en 1V.4°;
on pose :

gt = f() i t ¢ [a, b]

=1 sl tela,b] .

a. Soit € > 0. Montrer que si Q! . (Ey p) > 0 il existe pour a < ¢ < d < b, pour une infinité

Ty
dentiers n, des compositions initiales (y,, n) satisfaisant 4 ¢ < ¥, < d et &

Qf L (xeRNin(x) < +0) > Q n(Eap) > 1 -

b. Montrer que pour tous o < J, Qf,o .m (Eq, 3) = 0 et en déduire que tout processus d’urne X associé
a f, de composition initiale (x,, m) converge presque sirement.

~ 3° On suppose dans ce 3° que f est une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1] et X un processus d’urne de
composition initiale (x,, m) associé a i

a. Montrer que la suite X converge presque siirement.
On pose pour & > 0 et pour x suite de [0, 1][N :
A, = {te0,1] : f(®) >t+ e}
T(x) = inf {n>0: 2, ¢A,}
T (z) = Min (T (2), #) ke N*.

b. Montrer que si x, € A, , pour tout j € N* :

| E
E((X; = X;-2) 1jeme(x)}/ %o Xpp oo X54) 2 oy 1(j<Te(X)} p.s.

¢. En déduire que pour tout m dans N et tout x, dans A,,
P(T(X) =+ @) = 0.
(on pourra considérer E X; - X;_,) 1jsTk(X)) .

J=d

d. Soit X = lim X, p.s. Montrer que pour toute composition initiale (x,, m)

P(XeA,) =0
puis en se souvenant des préliminaires 3°, établir que :
PXe{t:t=f(0t} =1
4° On suppose dans ce 4° que f est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle qu’il existe g, fonction continue de
[0, 1] dans [0, 1], et p, (0 < p, < 1) satisfaisant &
C(f(@) — g@) (po — )20 pour tout ¢ €[0, 1]
o {p} ={t :8() =¢}.
Soit X un processus d’urne associé & f et de composition initiale (x, , m).
a. Montrer que pour tout § > 0 :

P (lim inf X, > p, — 8) =1

n

(Utiliser la fonction Inf (g, ks), ol hy est la fonction affine par morceaux, continue, et égale a
1sit<p,—38, égale a 0 si ¢t>py)

b. Montrer que la suite X converge presque siirement vers p,, .
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5° On suppose dans ce 5° que f est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour un p,, (0 < p, < 1), et
pour tout ¢ € [0, 1] :
(f) =9 —p) >0
Soit X la limite d’un processus d’urne X associé & f et de composition initiale (x,, m) avec 0 < x, < 1et
m > 0. On pose pour A > 0 et z2€]0,1[ :

M ra+2)rm griatmst gy t).)«{l—po}+u‘i—:§_1
Pn (z) = .Jo I‘O&Po iH '1) I‘('A.('l _Pn) + 1) I“(nz) I‘(n(i _ z)) dt.

a. Montrer que :

E(‘Pn-}-m+1 (X,H_ )1 Xq)

- 2oan 8) [J0D 6+ mr X + L5 06— po) 4 (m 4 ) 1 = X))

b. En déduire que [E (¢, m (Xn))],en est une suite décroissante.

- @, la loi B (A, iy) converge étroitement vers

M+ -

la mesure de Dirac en g, et que le maximum de sa densité est atteint en ———,
) An + o — 2

¢. Montrer que si A, + @, - + o et si

si

0 < g <1 etn assez grand.

d. Montrer que :

. Dix 4.0 X0 g - gt
lim E(@nuu(xn)) 2 E(]_" ()\pﬂ + 1) (1 —p,) + 1))

n-+ o

e. Montrer que :

lim (x) — F(m)po""o—l (‘1 _Po)mil—roj_.l
um @p (%) = Dmz,) '(m (1 — %))

A—r 0

en déduire que :
P(X = p,) = 0.
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RAPPORT SUR L’EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

L'épreuve de 12 session de 1982 avait puisé ses origines dans une &tude (%) sur les "processus d'urne".
Rappelons le schéma de base. Une urne contient & 1'instant O mx boules blanches et m(l-xo} boules noires; on
effectue une suite de tirages avec remise de ia boule et addition d'une boule supplémentaire,la couleur choisie
stant fonction du résultat du tirage precédent; quel est le comportement de la suite xn{u) des proportions
successives des boules blanches? A travers ce formalisme peut étre un peu désuet peuvent &tre abordés des problames
de gestion de stocks, de populations biologiques,...

On schématisera les résultats de (%) de la fagon suivante: 1 - La suite Xn converge p.s. des que la fonction
d'urne f est tant soit peu réeguliére. 2 - On trouve les iimites possibles aux points ol cette fonction franchit ia
diagonale. 3 - 11 y a présence de masse si le franchissement a ljeu de "haut en bas", et absence s'il a lieu de
"bas en haut".

Ce travail était basé sur 1 - le schema de Bernoulli {urne avec f(t) = p) , 2 - le schéma de Polya (urne avec
f(t) = t), 3~ le théoréme de convergence des sgunartingales.

Soulignons que 1- est au programme de terminale, gue 2- a fourni de nombreux mxercices sur ce programme. Plutot
que d'admettre 3- . nous avions choisi de !1'établir dans l2 cadre de 1'espace . ,aui Bta‘t bien suffisant 4
ndtre but, €t permeitait de controler 1'acquisition des espérances conditionnelles par les candidats.

L'ensemble du probléeme couvrait les principales notions et théorémes au programme; et les questions assez graduées

(une délicate en I1-6, une en I11-1-b, une difficile en V-1),

D'une maniére générale on scuiignera les confusions fréquentes entre convergence en probabilité et presque sure,
et les difficultes, méme dans les bonnes copies, & se plier aux raisonnements-types probabilistes. Les meilleurs.
ont abordé le V . Les candidats retenus pour 1'oral ont pour la plupart assuré P - I - II (sauf 1I-6). Nous avons
eté intriguésde la proportion importante de candidats qui semble avoir été déroutée par 11-3-b , plus précisément
par la partie triviale de cette question (que M'n est de carré intégrable) Faut i1 accuser 13 la fatigue?

On trouvera ci-aprés une solution parfois esquissée et des commentaires eg italique,

PRELIMINAIRES
1-a/ On trouve :

kpq_iyn-ky _  T(a+b k) (" (b+n-k)
E(Uk-uynky = ﬁ%&&;“_;

PBur k et n entiers,cette expression se simplifie en
k-1 n-k-1
}'10 (a+3) 1 (b+))

J=0

n=1
M (a+b+j)
j=0

-b/ Pour k =n=1, pour k=n=2, onobtient E(U) , pais E(U) , et enfin

UE(U} = ab
La+b)2(a+b+1)

-~ Des réponses correctes d cet exercice classique. —-
2 / Par le rappel 11°)

E(h(Xppg) | X ) = (X L) | Xy 0 Xy e X))
= £(h(X _.,) 1 |, (O X + E(h(X_ 40 1 X Xy swvwaaly 3
pal da o lbpady n )t BN 1 X0 X n
(men)X, + 1 (m+n)X
Or Xn+1 prend la valeur sur 1'évenement An+1 » et 1a valeur ——— sur son contraire, d'od
m+n+1 m+n+1
h(X ..) 1 =nl (mendx_+ 1) 1 h(X )1 = h{(mm)x | 1
ntl! AL {- n | A ! n+l c?n+l : n Cﬁn+l
-.m+n+1 J L mén+l J

63



En substituant, puis en sortant des espérances conditionnelles les fonctions de Xn qui sont (Xl 4 Xz .....Xn}mesurab1er

on obtient:
ECh(X ) | X ) =h{[(mm)X. + 17) E( 1 ' Xy 5%, weenn% ) # b (C(men)X ) E( 70 .
({n+1 n i n i (An+1 e n [‘ n ltAﬂ-i-l 172 n)

miEin ¢ 4, mn+l
Le résultat s'obtienkt alors par la définition d'un processus d'urne.
=~ De nombreuses copies présentent une rédaction trop imprécise ou lacunaire, surtout dane ['amorce de l'argumentation.
3/ On etablit facilement les égalités
(¥g = 1-x

l(m + k + l)Ykﬂ =(m+ k)Y, + 1cAk+1

De plus Etl(ﬁk+1 | Yo oYy »eee¥py = E{1CAk+l | Xg oXq aeeeXy Y= 1 -f(X,) car les tribus engendrées par

Yo = 1-X, ‘Yl ol S ST Yig = 1-Xy -ou.par X, Xy aeeenn Xy sont identiques.
Enfin 1 - F{Xk) =1-f(1- Yy) - Ceci montre que le processus d'urne est associé a:
g t ~p g(t) =1-f(1-t)
~= Méme commentaire qu'en 2/ ; cependant, le résultat 4 obtenir n'étant pas explicité dans 1'énoneé, de nombreuses
copies parviendront d gi(t) = 1 -f(t) -
4 - a/ On somme les égalités

(m+ k + 1)X = (m+ k)X, +1
k+1 k Aks1

de k = 0 & k = n~1 .Ce qui donne successivement
(m + n))(n = mXq + Sn

m.
ek ; Moo S
n n m+n n m+n

d'od le résultat, S, étant inférieur a n.

=b/ (n+n+ 1)(X =% y=1 - X
n+l A An+l fl
Par récurrence, on montre que X4+ barycentre de )(!,1 et de 1n est compris entre 0 et 1, et donc
|1, =% lg1 L
n+l

P'e résultat est alors facile.

I - URNE DE BERNOULLI
3 [}
17 “1 .Az ,...An est une suite d'évenements de la tribu engendrée par.xl .XZ R X . et E(!An+1 [ Xl .XZ ,...Xn}

vaut ici p et ne dépend plus de Xn . La suite An est donc une suite d'évenements indépendants de meme probabilité p.
La loi de Sn est 1a loi binomiale de paramétres n et p.

— On omet f‘réque"}!ent d'établir 1'indépendance des A, set méme de la mentionner | —

== On pouvait se contenter d'établir, par une récurrence facile, la formule domnant les probabilités P(5 =k)

(variante (f) pour ei apréel. --
2 - a/ On est dans le cas ol Xn vaut Sn/n .(cf P-4-a). On sait que Xn converge vers p (loi forte ou faible des

grands nombres)

-= L'énonecé ne privilegiait pas une notion de convergence par rapport d wne autre. Auesi convenait il d'8tre préeis
quand 4 la lot utilisée powr la suite. An donnera iei deux variantes, (F) pour la loi forte, (f) pour la loi faible;
8'tl était possible dépasaer par un artifice delF) 4 (f) ,le chemin inverse était interdit! Des candidate n'ayant
pas assez assimilé les deux notions, 8'y engagérent. Noter que la variaite (f) du 1 imposait la loi faible. —-

- b / La somme représente P( _S_rl <t) = P(Xn < t).
n
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(Fy __Ore 1z convergence p.s. de 1{x ooy Vers 1 (resp. 0) » sip~= t (resp. p > t). Cette suite est
r| bt}
majorée par 1 et le théoréme de Lebesgue montre gue E(lx ¢ t}} tend vers 1 (resp.0)
n
(f) La loi de X converge vers la loi de Dirac en p et 12 fonction de répartition de X, converge vers
E{t} en tout point de continuité de cette fonction,donc pour p # £ .

Lp 4
'3 / On veut étudier, l1a sommation étant finie:

g ok - 1)
k&nt

Cette somme est p.s. comprise entre 0 et la somme sur tous les indices k, qui vaut 1.
Pour n tendant vers 1'infini, elle tend vers 1 (resp. 0) si U< t (resp. U > t). Comme P(U = t) = 0 puisgue F ast
continue, cela veut dire que 1a somme tend vers l(U < t) p.s. . Le théoréme de Lebesqgue montre alors gue la

limite demandée est F(t).
- On oublie souvent de vépifier que L'on est bien sous les hypothésesa 4y théoréme de Lebesgue =~
—0n n'a utilisé ici que la continuité locale de T au point t. Le pésultat est donc vrai en tout point de

aontinuité de F. ——

I1 MARTINGALES ET SOUS-MARTINGALES
—— Le but de cette partie £tait d'établir les théorémes de convergence des soua-martingales de T par des me'thodee
géométriques basées sur 1'utilisation de formules de Pythagore. Beaucoup de candidate semblent ignerer que
1'espace fondamental iﬂ est bien plus que la pestriction 4 p = 2 dee espaces 2B Ayant déja eu souvent maille
@ partir avec des martingales de :EP, ils vont essayer d'appliquer leurs souvenirs au cag p = 2 ; e'était
maladroit. ==
1/ On a bien sur E(M) = E(M ) (resp. <)
2 / On part de 1'identité (c.f. le calcul d'une variance....) :

By = By |F 51T - eold T, - (€04 T
Le membre de gauche est positif p.s. , ce qui établira que E?est une sous-martingale, puis on achéve en prenant
les espérances des deux membres.
— L'inégalité de Jenssen fournissait également une partie de la réponse. — :
3 - a / La méme démarche permet d'obtenir le résultat pour des sous-martingales positives, une fois qu'on a
remarqué que

E(Mpyy 1T ) 2 M 20

implique
2

EM L, 1T 0o

—- La positivité de M est iei essentielle. Cela a été cependant fréqug%unr omig. ==
- b/ La méme identiteé montre que
e e 2 = . 2

BEM, | T %€ EEMG,y | T3) = EMyy) <=
MA est une v.a. de gf comme combinaison linéaire de v.a. de 5? 11
11 est facile de voir que

1 o ] e o =

Mn+1 Mrl Mn+1 E(Mn+1 ljvn}
d'ol EM,, - M 1T =0
ce qui établit le fait que M' est une martingale.

e (el
Moo= M J_::sokt EMgyy | D50 - M)
montre enfin que la suite M - M' est croissante p.s. .
-~ La plupart des candidate ne voient pas la simplification appertée dans ce type de probléme par le fait de

. : " 2 » 3
passer auxz différences" M, M et donnent une prewve correcte, maig qui a demandé un tempe de rédaction plue
long. —
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- ¢/ M est une martingale et par 2f

' i 12
L{anl) - E(M)

EMpyy = )% s B0y = B0 (TP
E(MnﬂJ v G Mg IrF:rnjz)

E(ME, ) - EOMD)

n

~~ M2me commentaire qu'en a /. —

4 - a/ Comme Mn est positive et les évenements (K = k) disjoints,on obtient:

M3 M 1 .
nZ nEO' (K = k)

il n :
EM) 3 ZTEM, Ly L gy ) = 22 EEM, Ty [T
Or (K = k) est un &venement de'}:L et on peut sortir 1(K ik de 1'espérance conditionnelle, I1 suffit alors de

noter que E(Hn ]'_Fk} 2 M, pour parvenir au résultat.

-b/ St w estuné&lément de (K = k) , ona I"'Ik(w) > %x . On remarque alors que:

( Max(Mg M 4. M)>x) = B (K=k)
k=0
et donc
n

EM) 2 Z XP(K=K) = x P(Max(My oMy 5...n. M) > X)
5/ (Hﬂ*':l ).]&l.N est une martingale pour la suite de tribus ((Jihjjjelﬂ et son carré une sous-martingale par 2/
d'od

2 Z
P( Max M - M >e ) = P(.Max: (M - M > E
(e, | Mg ™ My 26 ) = PUHe (Mg = W) )
EMyy = M)
< 0 par 4 - b /

€
On utilise enfin le fait que (M TH‘kJ}jE[N est une martingale associée & la suite de tribus {T;k.] JE(N pour

obtenir 1'égalité:

2 2

EMoyy = M)° = E(M 0% - EM)

qui achéve la preuve.

-— Le dernier argument 8 'obtenait aussi facilement par récurrence. -—-

-— Des détails essentiels dece raisonnement sont gouvent passés sous 8ilence dane les copies, —
8 / Soit w tel que ia suite Mn(w} diverge. Alors:

Jeso,Vnen, I kew = | M) -M, (0>

Soit D 1'ensemble de divergence de M. On écrira donc:

0C U o N U (m -, l>e)

nelN kel
Posons
= U (iw, - rl+k|>c)=LJ(i~|ax|M M >
ke kel Ogigk
Cette derniére réunion est une limite cmlssante D'ol : - 2,
P(D,) < limsup E(MM) - E(M T L A
Z
£ €

P{ ’R 0 ) est inferieur & fortiori i cette derniére expression pour tout n ; les limites supérieures sont des

Timites car la suite E(M ) est croissante ; cn obtient donc pour‘ n tendant alors vers 1'infini

P(n B.) & lm E(Mk}; -11m E(M)

neM n =0
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et si Qf {E. ,) est non nul, i1 existe au moins un w dans 1'évenement E - Pour cet w la valeur de 1. (w)
Xy »m'Ta.b 2,b S

est 1 et donc

1

/ f
LR ARIRLRCEY

On a par ailleurs pour une infinité d'indices, par Ta définition de Ea 5
Ll

X, tw) > b X bl < 2
ok’ Mok+1

Comme les accroissements successifs X sont en valeur absolue inférieurs & b-a pour n supérieur 3 1/b-a,

n *ne1
on ne veut passer alors de X (w) 3 X (w) sans trouver une valeur X _, (w) dans ]a.b[ . La suite des
M2k M2k+1 Tk

compositions initiales définies par e Xn. (w) et m =m+ n'k vérifie les propriétés demandées pour n assez grand.
k

2q/ L'inégalité usuelle
E”xn+l ) poi |)(n) z | E(xn+l - DO |xn) I
=Py | X,) établi en P - 2 feonduit a
(m+ )X, + f(X ) ’ lf{x ) = X
n o = n nLx .
m+n +1 Po m+n + 1 n"Po

et le calcul de E(xn+1

E(IXpe; = Pl 1%) 3

= L, (X ) -X
‘Xn Pol |1 = l
{Xn - poj{m+n+1J
;,|xn - p0| car f(X ) - pg et X, Py sont de méme signe ,
On a pu diviser par Xn = Pg » car si Xn vaut Po» il n'y a plus rien & démontrer.

== Les candidats se perdent dane lee calculs; trés peu voient l'importance de l'inégalité triangulaire. —
-b / On a ainsi montra que | X = Py ‘ est une sous-martingale positive, bornée trivialement par 1 st donc

convergente en vertu de II - 6 .
5i 1im | X {w) - py | = 0, alors bien sur lim X (w} - p, = O
=i n 0 : it 0

Flecs

$1 1im | Xo(w) - Py | =a >0 , alors les seules valeurs d'adhérence de X (w) - py ne peuvent &tre
n-ee )

que a ou -a ; s'il y en avait deux, X (w) serait élément de Ep _ ; on a alors trouvé (c.f. 1) une
0

a p.+a
z2.0
infinité de Xn(m) entre Pg - % et Po * ;_ , d'o0 1'existence d'une troisiéme valeur d'adhérence. La suite Xn

converge donc p.s.

IV PROCESSUS DE POLYA
1/ Sp est une v.a.{}:;mesurab1e. En intégrant sur ﬂn+l et son complémentaire, et en conditionnant par rappori

a sF; » on obtient :
r‘—-
E(1 " =E(1 E( 1 E{ 1
(s, y s 1= Bl o B0 Y 1T+ (s, = ke1) ECI0 N8

on achéve la preuve en substituant & E(1, |€§TH} sa valeur E{lA | Xy) en remarquant que sur (S_ = k)
mx, + k n+l Wi { i

la valeur de ﬁ‘m) est —0 et en faisant une récurrence sur n.
m+n
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Alors -

E(1 = h(V )

| Uy by seeilly ) = hovp(Uy oy aeniilp) .

A

n+l

Cette v.a. est V mesurable et c'est donc E(1 | M) = h(V.)
n An+1 n n

On a &tabli ainsi le fait que Vn ,comme 'nln , est un processus d'urne.
Notoss (m + n) Vo=my+S et (m+n)W =my+5 .0nvoit que siV (w) est supérieur & W (w) , alors Sn(m}
n

est supérieur & Sr',_{w) i comme S, - 56 =0 ,comme 5|_|+:l - Sr'1+1 = (S, -5"1) ne peut prendre que les valeurs -1,0 ou'l

11 existe un rr k tel que Sh'.(“’) = si(m} et 5k+1(w} > 5|'<+1{“’) . Donc
P( ng Wy < V))& P( I}.élm(ts; =50 N (SL4q < S

= PO (0 = v DY) < Uy <) )
keN

et tous les évenements de cette réunion sont de probabilité nulle.
- Les quelques (bons) eandidats ayant abordé cette question$ ne parviennent qu'd e'apercevoir "qu'on ne peut
la résoudre par une recuvence” . Un bon point powr euzr, cependant; dans (%) , problablement d la suite d'une faute

dans la mise en forme d'une r'écu';-ence, ce résultat est éndké, sans démomstration, sous la simple hypothélse Vo < Fv;”"

il est alors facile de lui trouver des contrexemples. ==
2 ~-a/ L'inégalité droite a déja été établie en IIl -1 - b /. Considérons les deux processus définis en 1 / avec
h1 = f et hz =g et VO = Ha Lo On suppose d'abord f(t) g t sur [ﬂ.b] {La predve serait symétrique sinon). Alors :

f
Y » 4O

Q (€, p) = P( 1im inf V <a <b < lim sup V)

e N+
<P( b < Tim sup Vo 1im sup W)
f-s<e n-eo

EP( (W) <=

Qg
LA

(% 1(x) <=)

- b / Soit h 1'identité sur R . Par IV - 3 -b /, on vient d'établir que pour une infinité d'indices n

h
Y, el X8 T(X) < ) =q5n.n+m(5r-r{i) <w) > ] =g
¢ . ) . f
si du moins OXO .m(Eu.B) est non nul , ce qui est en contradiction avec IV - 3 - a /. On a donc Qxl} ,m{Eu.B) nul
pour tous a et £. S0it D 1'ensemble de divergence diun processus associé a f . IOn a :
Dcr}d (Timinf X <o < B < 1im sup X, )
M-+ N
o, 8@
f
P(D) Q (E5.0) = 0
= % Xy oM o, B
a, B0

X converge donc p.s.

3a/ Ici f vérifie les hypothéses du 2 / ,donc la convergence de X est p.s. assurée.

- b/ L'évenement (j g Tk(X}J est vide si j>k, et &gal a n (f(X.)> X_+€) ; i1 est donc dans les deux
- 0¢nG-1 n n

cas %lmesurame. Pour tout w dans cet évenement (...non vide alors!...) E(X5 X34 1 xj_l))(w) , calculé par

P -2/ ,seminore par ——— ; on écrira donc :

m+ 3
E({Xi - xj-l) l(j &Tkti)) i(F;-l) = E(Xj ‘Xj-l i?j-l) l(j < Tk{.x-}} p.s.
= E(x;i Xy.1 i xj-l) 1(:j < T () p.Ss.
> ey T piss
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b / Montrons que E(\fn+rn«4xn44*d} | X.) est inferieur a an+m(Kn ). Le résultat suivra alors en prenant les

espérances.

La suite X, est obtenue enprenant des barycentres successifs avec des 0 ou des 1 . La valeur initiale
&tant strictement comprise entre ces deux nombres, tous les Xn sont aussi strictement compris entre ces deux nombres
et xn(l - Xn} est strictement positif.

On veut donc établir 1'inégaliteé

f(X,) 1= f(X,)
(Apg *+ (M + )X ) + ———— (A(L - Pg) *(m + n)(1 - X ))< N+m+n
ik g
n n
au encore
£(X,) 1= f(X)) ; ;
g+ —— £ 1 (™ est strictement positif)
X 1-X
n n

eéquivalente encore &
(X, = Pg)(Xy = F(X))) s 0 (aprés multiplication par X (1 ~ X))
C.'est alors trivial |
- ¢ /So0it U, une suite de v.a. de Tois B(An sup) . Par 1'inégalité de Tchebichev, on a

PC-JUy - al > €) ¢ 72U, - a)2 = E(aP(U,) + (EU,) - @)2)
oafun} a été calculé en P - 1 / et tend vers 0 sous les hypothéses de ce ¢/ ; de méme E(U,) tend vers q. D'od la

convergence en probabilité, pamis étroitement vers la loi de Dirac en q.
Un ealcul élémentaire de dérivée donne la position du maximum de la densité.
- d / Utilisons le lemme de Fatou, appliqué & E( Yn+m(xn))
11: 12f . ) 3 E(]iﬂ inf E %))
A gauche la limite inférieure est une limite par b /
A droite ¥ ,mise sous la forme T(X + 2) t*Po (1 - :)‘(1'903 dqn+m)x (n+m) {1-X )(t)
I(Apg + 1) T(A(1 - py) + 1) n L

tend vers 1'intégrale de la méme fonction pour la loi de Dirac en X, presque surement, par ¢ /, puisque n+m tend
vers 1'infini et xn a une limite p.s. X par III - 2 /. Cette limite est 1'expression demandée.

nemXn)

- e/ On calculera de méme la limite de'fm(xo) pour \ tendant vers 1'infini en 1'écrivant comme
r(m) Gl T A L
F(mxg) T(m(1 - x4))

Bien sur, par b f‘fm(xo) qui est le premier terme de la suite décroissante majore lim E(‘f
-]

)=1
07" dBapgtl a(1-pg)+ (V)

nen¥p))

et a fortiori par d/ le produit de P(X = p.) par 1'expression r(x + 2) AP WA(1=pn)
0 Pn"0 (1 - Po) 0
F(ADO + 1) T{(x(1 - p') + 1)

Cette derniére expression est la valeur du maximum de la densité d'une loi B convergeant &troitement vers une loi
de Dirac pouri tendant vers 1'infini. Elle ne peut rester bornée. D'od P(X = po) =0

Références:# Bruce M.HILL, David LANE and William SUDDERTH (1980) A strong law for some generalized processes
Ann. Proba.8 ,p 214-226

La répartition des notes d'écrit a été la suivante

Note | fetl l ézas | 64a 10 | 11 a 15 l 16 a 20 } Z1 325 | 26 a 30 I 31 a 36 I 36 a 40

| l
Effectif‘ 136 | 64 ' 5;-‘ 55 [ 48 | 3 | 9 | 9 | 5
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2.1

74

2. EPREUVE D'ANALYSE, PROBABILITES

Comme on pourra le constater, la liste des legons posées différe peu de
celle de 1'an dernier. Toutefois 1'expérience ayant montré que certaines
legons (topologie générale par exemple) conduisaient systématiquement i
des plans types, voire i des tranches de livre, le jury avait augmenté la
fréquence des legons demandant un réel effort de composition ; il semble
que ceci ait été renforcé par les hasards du tirage au sort. Le jury a
donc entendu beaucoup de legons d'analyse classique. Il a, une fois de
plus, constaté le refus de toute legon de géométrie du moins tant que le
couplage ne force pas la main au candidat. Le rapport de 1'an dernier
étant suffisamment explicite sur ce point, nous n'y reviendrons pas et le
jury continuera 3 poser des lecons de géométrie ! Cela &tant 1'impression
générale est moins bonme que 1'an dernier. Bien des candidats, y compris
parmi ceux bien classés i 1'écrit, semblent n'avoir préparé que superfi-
ciellement 1'oral. Inutile de dire qu'une telle attitude est dangereuse et
elle a été a 1'origine de quelques déceptions brutales ; le nombre de pla-
ces mises au concours et le niveau moyen des candidats admissibles ne per-
mettent guére de défaillances. Il va sans dire que ceci ne s'applique pas
a tous les candidats et que certains d'entre eux ont, au contraire, laissé
une excellente impression.

La régle du jeu est bien connue ; on peut néanmoins rappeler les
points suivants :

Plan

I1 doit figurer entidrement au tableau et &tre lisible. Ce qui est
énoncé doit 1'@tre complétement. Des allusions vagues a des résultats
"qu'on n'a pas le temps d'écrire" sont i proscrire. Elles conduisent im-
manquablement le jury a demander des précisions que le candidat fournit
rarement. Bien entendu cela ne signifie pas que le candidat doive, durant
le plan, s'abstenir de tout commentaire, mais il convient d'@tre précis.

Exposé

Le choix des sujets est déjd une indication pour le jury. L'exposé
doit @tre fait complé&tement et sans hésitation.

Enfin la discussion est une partie importante de la legon ; c'est
celle ou le candidat n'a plus 1l'initiative ; quelques candidats essaient
de la raccourcir en trainant sur la partie exposé...

La question la plus délicate est celle du niveau mathématique des
legons. Disons simplement que ce niveau est largement fixé par le candi-
dat lui-méme, dans son plan. Le jury, quant 3 lui, préfére nettement un
candidat qui donne des exemples intéressants 3 partir de théorémes sim-
ples a4 un candidat qui accumule des "grands théorémes" sans en connaltre
aucune application. Bien entendu ceci demande d €tre modulé en fonction
du sujet de la lecgon.



2.3. Listes des épreuves d’analyse, mécanique et probabilités

il. = Applications a 1'analyse de la notion de compacité.
(2. - Exemples d'espaces compacts.
3. - Espaces homéomorphes. Exemples et contre-exemples.
4. - Connexité, Applications.
5. - Théorémes du point fixe. Applications.
6. — Utilisation en analyse d'espaces complets. Exemples.
7. — Sous—espaces denses. Illustration par 1'approximation des fonctions.
8. - Exemples d'applications lin@aires continues d'un espace vectoriel normé
dans un autre ; norme de telles applications.
9. - Espaces vectoriels normés de dimension finie.
10. — Géométrie dans un espace vectoriel normé.
11. = Exemples d'utilisation de la dénombrabilité en topologie et en analyse.
12. = Donner une construction de R ; en déduire les principales propriétés de
R.
13. = Une caractérisation de R (par certaines de ses propriétés) étant connue,
en déduire les autres propriétés fondamentales de R.
14. = Topologie de la droite numérique R et sous—-ensembles remarquables de R.
15. = Exemples de compactification de R et de € ; utilisation.
16. - Connexité dans R et fonctions continues.
17. = Propriétés topologiques de [RR, exemples d'utilisation.
18. = Limite d'une fonction numérique d'ume variable réelle.
19. — Exemples d'étude de suites de nombres réels.
20. - Limite, limite inférieure, limite supérieure d'une suite dans R ou R ;
exemples d'utilisation.
21. - Approximations d'un nombre réel.
22. - Etude, sur des exemples, de suites numériques définies par divers types
de relations de récurrence.
23. - Continuité et dérivabilité de fonctions réelles d'unme variable réelle ;
exemples et contre—exemples.
24, - Continuité uniforme. Exemples et applications.
25. - Fonctions i variation bornée. Applications.
26. — Applications réciproques : théorémes d'existence ; exemples.
27. - Fonctions implicites : applications.
28. - Applications géométriques du théoréme des fonctions implicites.
29, - Exemples d'utilisation de changements de variable.
30. - Fonctions convexes d'une ou de plusieurs variables réelles.
31. - Fonctions convexes d'une variable réelle ; inégalités de convexité.
32. - Applications de la notion de convexité a des problémes d'extremum.
33. = Problémes de prolongement de fonctions : exemples.
34, - Théoréme de Rolle et applications aux fonctions d'+~ne variable réelle.
35. — Dérivées partielles. Différentiabilité. Exemples.
36. - Fonctions de plusieurs variables réelles : théoréme des accroissements
finis et applications.
37. - Applications de classe CK d'un ouvert de RD dans RP.
38. - Différentes formules de Taylor. Majoration des restes. Applications.
39. - Problémes d'extremum.
40. - Comparaison des fonctions au voisinage d'un point. Développements limités.
41. = Exemples de développements limités et asymptotiques.
42. - Intégrale des fonctions réelles ou complexes de variable réelle.

Premiéres propriétés.
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3.2 Leplan

3.2.-1) La durée du plan ne devant pas excéder 20 mn, il appartient
au candicat de bien en minuter la présentation. Il se trouve encore des candi-
dats qui perdent leur temps & présenter des notions mineures et n'arrivent au
vif du sujet que quelques minutes avant la fin.

3.2.-2) Le niveau est libre, mais il faut éviter deux &cueils :

- Niveau trop faible : Par exemple "seconde faible" pour la legon
"z", ou pour certaines legons de Géométrie.

- Niveau trop élevé : cette tendance apparait souvent chez des
candidats qui "récitent" un plan appris par coeur sur un sujet "classique". Les
candidats qui se placent @ un niveau trop €levé oublient souvent des théorémes
élémentaires, mais centraux. Par ailleurs, si 1'on a fait un tel choix il faut
impérativement proposer en exposé l'un au moins des théorémes ambitieux énoncés
dans le plan et &tre capable de répondre & quelques questions é&lémentaires au
niveau du plan. Sans cela il s'agit d'un "bluff" que le jury ne manquera pas
de sanctionner.

Il est par exemple bon de parler de loi de réciprocité quadratique
a propos des corps finis ; mais il faut alors bien connaitre le théoréme, ses
motivations, et &tre capable de discuter une équation du second degré dans un
corps fini. Si 1'on parle de SL (2 ; R) opérant sur le demi-plan de Poincaré,
il faut connaitre 1'interprétation gémétrique de cette opération et ne pas
paraitre frappé de stupeur si le jury fait allusion & une relation possible
avec les géométries non euclidiennes.

3.2.-3) Le plan doit &tre un exercice de composition personnelle :
il y a trop de plans directement empruntés 3 des manuels ou appris par coeur
dans le cadre d'une préparation, mais non assimilés.

Pour éviter une faAcheuse tendance au '"bachotage" et & la sclérose
sur certains sujets, le jury a augmenté cette année la proportion de "legons
d'exemples'. Cette démarche sera maintenue 1l'an prochain. Signalons & ce propos
qu'il faut éviter de s'en tenir 3 des exemples 'standard".

3.2.-4) Le plan doit mettre l'accent sur les divers aspects du su-
jet évoqué par le titre, dont les termes et la formulation doivent étre soi-
gneusement pesés. Des legons qui peuvent paraitre & premiére vue assez voisi-
nes exigent des plans différents. Par ailleurs les candidats doivent veiller
a développer complétement le sujet : par exemple la legon "Corps des fractions
rationnelles 3 une indéterminée. Décomposition en &léments simples et applica-
tions" ne doit pas se limiter & 1'@tude de la décomposition (penser aux auto-
morphismes, au thébréme de Luroth...).

Les définitions et résultats fondamentaux doivent €tre nettement
dégagés et clairement énoncés. C'est ainsi que les questions d'unicité@ sont
trop souvent présentées de maniére floue.

Le plan devrait &tre exposé sans effacer le tableau et de préféren—

ce sans recopier des notes (auxquelles il est naturellement utile de pouvoir
se reporter).
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3.5. Commentaires sur quelques sujets

3.5.1. Problémes de dénombrement :

Un effort d'originalité serait apprécié au niveau des exemples et des
applications : calculs autour des groupes finis, formules d'inversion de
Mobius...

3.5.2. Groupes :

= Il faudrait savoir calculer, notamment en géométrie, les
conjugués d'éléments remarquables.

= Il faut connaftre les propriétés topologiques simples des
groupes classiques.

~ Une bonne connaissance du groupe de permutations S4 et de
ses diverses réalisations peut &tre trés utile.

= Il est inadmissible de ne pas savoir trouver les sous—grou-
pes de Z/n 2.

~ Une meilleure connaissance des groupes symétriques (classes
de conjugaison...) est souhaitable.

— Les candidats devraient connaitre un exemple non trivial
de groupes d'automorphismes d'une figure simple (cube,...). Plus généralement,
les legons sur les groupes pourraient soutenir plus d'exemples et d'applications
provenant de la géométrie.

3.5.3 Corps :

= Il faut préciser avec soin les hypothéses nécessaires i
certains énoncés.

— Il est fort utile de bien connaftre les corps finis qui
peuvent intervenir comme exemples dans des contextes variés (algébre linéaire,
formes quadratiques, groupes, polynémes...).

- Ne pas dire : le Polyndme P a toutes "ses'" racines dans
tel corps.

- Il faut éviter de parler de groupe de Galois sans rien
connaitre de celui d'une équation du troisidme degré sur Q.

3.5.4. Anneaux :

Les connaissances des candidats restent trop formelles et abstraites.
Les notions introduites doivent &tre illustrées d'exemples et applications qui
abondent en arithmétique, géométrie, analyse. Les candidats devraient savoir
résoudre sans probléme des exercices élémentaires : &tude des idéaux premiers
de M AR Tl
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3.6. Liste des exposés d'algébre linéaire et de géométrie

o Problémes de dénombrement. Exemples.

1
2. = Exemples et applications de la notion de structure algébrique quotient.
3. = Groupes abéliens finis. 5
4. =  Groupes abéliens de type fini ; sous—groupes de Z .
5. — Exemples et utilisations de la notion de sous-groupe distingué.
6. = Parties génératrices d'un groupe ; exemples ; applications a la
Géométrie.
7. = Groupes finis ; exemples.
8. — Groupes finis d'automorphismes ; exemples tirés de la Géométrie ou de
1'Algébre.
9. - Groupes opérant sur un ensemble. Applications.
10. = Groupe de permutations d'un ensemble fini. Application.
L. = Idéaux d'un anneau unitaire. Anneaux quotients. Exemples.
‘12, = Etude de Z/nZ. Eléments inversibles. Indicateur d'Euler.
13, - Anneaux euclidiens. Anneaux des entiers de Gauss.
14. = Anneaux principaux. Exemples et applicationms.
15. - Anneaux factoriels. Exemples et applications.
6. =~ Zs
17. = Corps. Exemples.
18. = Corps de rupture d'un polyndme irréductible. Construction de corps
T finis.
19, - Quaternions.
20. = Construction du corps des nombres complexes. Groupe multiplicatif.
Théoréme de d'Alembert-Gauss.
21. - Applications des nombres complexes d 1'Algébre et a la Géométrie.
22, - Racines de 1'unité dans un corps computatif.
23. - Propriétés et applications de l'algébre des polynGmes 4 n indéterminées.
24, - Racines des polyndmes @ une indéterminée. Résultant de deux polyndmes.
Discriminant.
25. —= Polyndomes irréductibles.
26; = Polynbmes symétriques. Relations entre les coefficients et les racines
d'un polyndme.
27. - Corps des fractions rationnelles @ une indéterminée suf un corps com—
_ mutatif. Décomposition en é€léments simples et applications.
28. = Dimension des espaces vectoriels dans le cas fini.
29. - Endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie.
30. = Groupe linéaire en dimension finie.
= Sous-groupes du groupe linéaire.
32. - La dualité ; diverses applications. -
33. - Rang d'une application linéaire et d'une matrice. Equations linéaires.
34. = Matrices.
35. — Applications multilinéaires alternées. Déterminants.
36. -— Exemples de déterminants. Applications.
3= "= Sous—espaces propres, sous—espaces vectoriels stables pour un endomor-
phisme d'un espace vectoriel de dimension finie.
38. = Réduction de Jordan ; applications.
39. = Polyndme minimal. PolyndOme caractéristique.
40, - Formes bilinéaires symétriques ; formes alternées.
41. = Orthogonalité, isotropie pour une forme bilinéaire symétrique.
42. - Décomposition en carrés d'une forme quadratique.
43, -  Groupe orthogonal d'une forme quadratique non dégénérée.
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4. BIBLIOTHEQUE DE L’AGREGATION

Les candidats Etaient autorisés a apporter tout livre vendu dans le
commerce (& 1'exclusion des textes dactylographiés ou ronéotypés) et dépourvu
de notes manuscrites.

Ils pouvaient en outre consulter sur place les ouvrages suivants:

ARTIN Algebre géométrique (Gauthier-Villars)
BASS Cours de Mathématiques (Masson) tomes | et 2
BERGER Géométrie (Nathan) : index, tomes 1 d 5
BERGER et GOSTIAUX Géométrie différentielle (Colin)
BLANCHARD Corps non commutatifs (Presses Universitaires)
BOURBAKI Les tomes suivants
Théorie des ensembles
RAlgebre

Fonetions d'une variable réelle
Topologie générale
Espaces vectoriels topologiques

Intégration
BOUVIER et RICHARD Groupes (Hermann)
BROUSSE Méeanique (Colin)
CABANNES H. Cours de mécanique générale (Dunod)
CAGNAC, RAMIS et COMMEAU Nowveau cours de Mathématiques spéeiales (Masson)
CAGNAC et THIBERGE Géométrie, classes terminales C (Masson)
CARTAN X Fonetions analytiques (Hermann)

Formes différentielles (Hermann)
Caleul différentiel (Hermann)
CHAMBADAL et OVAERT Cours de mathématiques (Gauthier Villars)
(tome I - tome 2 : algébre et analyse)
X Algébre linéaire et algébre tensorielle (Dunod)

CHOQUET Cours d'analyse (Masson)

L'enseignement de la géométrie (Hermann)
COUTY Analyse (Colin)
DIEUDONNE x Algébre linéaire et géométrie élémentaire

(Hermann) .
Sur les groupes classiques (Hermann)
Caleul infinitésimal (Hermann)
X Eléments d'analyses (Gauthier Villars) tomes 1 et 2

DIXMIER Analyse M.P. (Gauthier Villars)

DUBREUIL (M. et Mme) Legone d'algébre moderne (Dunod)

DUBUC Géométrie plane (Presses Universitaires)

EXBRAYAT et MAZET Algébre, Analyse, Topologie.

FELLER An introduction to probability theory an its
applications (Viley) tomes 1 et 2

FLORY Exercices: topologie et analyse. Tomes 1,2,3,4,

(Vuibert)
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