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L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit [’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendre; ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de ’identifier.
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NOTATIONS ET RAPPELS

On désigne par N I'ensemble des entiers naturels positifs ou nuls, par Z I'anneau des entiers relatifs,
par R le corps des nombres réels, par C celui des nombres complexes,

5i A € R est une partie de R, on désigne par R — A son complémentaire.

Soit X € R une partie de R et u : X — R une fonction bornée. On pose ||ullx = sup |u(x)|.

o X

On dit qu‘une variable aléatoire réelle Y est de loi exponentielle si sa loi admet pour densité la
fonction : h(t) =e¢'sit =0eth(t) =0sit <0.

On rappelle la formule de Stirling : nl ~ V2mn(2)"

Partie |

H

— 1
1. Soit, pourn = 1L, u, = L P In(n).

{a)
(b)

k=1
Démontrer que u, € [0,1] et étudier la monotonie de la suite (t,)yz1.

Démontrer que la suite (1)1 converge. On appelle y sa limite,

On pose, pour s = 0,T'(z) = [ e™"x* ldx.

2. (a)
(b)

(c)
(d)

(e)

(f)
()

(h)

Rappeler pourquoi I'(s) est bien défini et démontrer que pour s > 0, I'(s + 1) = sI'(s). Que
vaut I'(n + 1) pour n entier naturel ?

Calculer I'(1/2). (On pourra, en le justifiant, se ramener au calcul de ﬁ;’w r:""'id:r, et calculer
le carré de celle-c).

Démontrer que T est continue et dérivable sur R*, et calculer , pour s = 0, I (s).

Soit 1 un entier strictement positif. Démontrer que, pour x € [0,n], (1 = 2)" = ¢ et que
lim (1-%)y'=¢™",

M=t

B nin®

s +1) (5 +m)
(On pourra procéder par intégrations par parties successives).

n "
Démontrer que : Vs = U,f (1= %}”r""dx
0

: : nin?
Démontrer que : Vs = 0,1(s) = rl[_l:Pm S e L

=+ o
Démontrer que : Ys = 0,InT(s) = —In(s) - y2 + (& =1In(1 + £)).

=l

]

I"(s) 1 1
| Vs ) =-y+ w !
Démontrer que : ¥s > 0 T(s) Y g( e 1)




Partie ll

3. Soit (a,)yen une suite strictement croissante de réels strictement positifs, convergeant vers
+oo et telle que la suite (2,41 — a,)yen st bornée. Soit F : R* — R une application dérivable.
On suppose que ‘I_lli.l;ll'lm F/(x) = 0 et qu'il existe I € R tel que : 'rETm F(ay) = I Démontrer que

x]_i.lz'lm Flx)=1.

On se propose de démontrer dans les trois questions suivantes que : (s + 1) ~ Vans*tie pour s au
voisinage de +oo.

On pose, pour s = 0, F(s) = [n(l"(s t :)e" \
5?‘
i .
4. Démontrer que F est dérivable sur R et que: F/(e) = lim (In() - ,IZ e
s _l P £ s+ 1 1
5. Démontrer que : e F'(s) € In( . ) 25.
6. Conclure,
Partie Il

Soit (a,)yen une suite de réels. On dit que le produit infini [] a, converge si la suite des produits
n=0
N
partiels py = [[ a, converge vers une limite non nulle,
n=0
7. Soit (,)yen une suite de réels tous positifs, ou bien tous dans l'intervalle | — 1, 0], Démontrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :
L)
i) Le produit infini [] (1 + u,) converge.
0
S
ii) La série 3 In(1 + uy) converge.
n=ll
+.'.“1
iii) La série > u, converge.
H=l)
8. Soientpourk, N € N desréels uy tels que : Yk € N, la suite (i y)nen est convergente, de limite

+ o
v € R. On suppose de plus qu‘il existe une suite (a,)yen de réels positifs, avec 3 a, < +eo telle
=0
que : Yk, N € N, Jup | = a.
N feo

N ]
(a) Démontrer que la série 3 vy converge et que la suite wy = 37 uy y converge vers 3 v,
k=0 k=0 k=0

(Indication : on pourra considérer la suite de fonctions fy : R" — R donnée par : Vx €
(k. k +1[, fu(x) = iy sik = N et fy(x) =0six = N + 1, et exprimer wy & partir de fy.)

N
(b) On suppose de plus que : uyy €] - 1,0], Yk, N € N, Démontrer que la suite [T01 + wy )
k=0

o
converge, quand N = +eo, vers [](1 + ;).
k=0
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Soit fy : I = R une suite de fonctions définies sur un intervalle [ de R et a valeurs réelles. On dit que
le produit infini des fonctions f, converge si pour tout x € [, il existe un entier ny tel que le produit

4 O
infini de la suite numérique (f;(x))uzn, existe. On pose alors p(ig,x) = || fu(x). On pose, pour tout
n=ity

x&letpour N 0, py(x) = 1_[ fulx) et p(x) = fo(x) -+ fug-1(x)p(g, x). On dit que le produit infini des

n=(

fonctions f, converge uniformément sur I si la suite de fonctions (py)yen converge uniformément
sur [ vers la fonction p.

N
9. Soientag,: ,ay des nombres réels, py = 1_[ (1+ay)etgy = [[(1+ |ay]). Démontrer que :

=0 n=0
I

(@) gy = exp(>] )

k=0

(b) |pn — 1] = qn = 1 (on pourra procéder par récurrence sur N).

=
10. Soit (1)yen une suite de fonctions bornées sur [ telle que la série de fonctions 3 |u,| converge
)

uniformément sur Iet telle que : Vx € I, u,,(x} % =1,

On pose py(x) = l[(l + 1y (Y)) et gu(x) = II (1 + e ())).

() ti=0

“po0

{(a) Démontrer que la fonction somme > |i,| est bornée sur I
n=0

(b) Soit e = 0. Démontrer qu'il existe ny € N tel que
VM =N znoVxel, Ipmx) - pn@)l < Ipn(l(e — 1),

(c) Onsuppose de plus que ¢ < ﬁ
Démontrer qu'il existe C = 0 tel que, YM = N 2 ng, Vx e I,  |pm(x) — pn(x)| = 2Ce.
(d) Démontrer que le produit infini des fonetions (1 + 1) converge uniformément sur /.

11. On se propose dans cette question de donner une expression de la fonction —U, prolongée
par continuité en 0, comme produit infini.

H
(a) Soit! e R. Démontrer que pour tout entier n & 1 : sin(f) = 2" sin(2™"f) | | cos(2°/1).
j=1
(b) Démontrer que, pour tout entier k = 1, il existe un polyndme O € R[X] de degré 251 el
que : Yx € R, cos(2"x) = Qy(sin’(x)).
{c) Soit n = 2. Démontrer qu'il existe un polyndme Q € R[X], de degré 2" = 1, tel que
Vte R=2"1nZ,
27" sin(t)
sin(27"t) cos(27"t)

= Q(sin*(27"1))

(d) Déterminer les racines de Q et en déduire que, Vi € R=2""'nZ

27" sin(f) i sin?(2°"1)
sin(2-"t) cos(27"'t) 1-[ e sin“(km2~ "')J



2r|-l_1 ﬁi_nztz_"f} e 12
(e) Démontrer que : E (1- W} converge, quand n — +co, vers E(I = _(kﬂ)z} et

en déduire que

sin)) _ 11,
VteR,—= = gu - TR

12. Démontrer que : Vs €]0, 1[, T'(3)I'(1 - 8) = (On pourra utiliser la question 2. (f))

sin(ns)’
13. On se propose dans cette question de donner une expression de I'(s) comme produit infini,

X - , ot
(a) Soit, pourx >0etn =1, fulx) =(1+ E)“eﬁ, Démontrer que le produit infini [] f,(x)
n=l
converge pour tout x > 0 et que la convergence est uniforme sur tout intervalle compact
contenu dans R™.

(Y~
y = —a=ys ik =1 ﬁ
(b) Démontrer que I'(s) m, ] |(1 + ") e,

H=]

Partie IV

On considére dans cette partie, pour t > 0, une variable aléatoire X; a valeurs réelles strictement

positives de loi ayant pour densité la fonction f; donnée par :
t=1 =2

Va > 0, filx) = et Vx € 0, fi(x) = 0.

I'(t)
ot ' : , : 1"(t)
14. Exprimer I'espérance mathématique E(In(X))) et la variance Var(In(X})) en fonction de ?{T}h

En déduire que la fonction f = In(I'(})) est convexe,

.r 1 n
15. (a) Démontrer que pour tout entier n = 1, I'(1) = et Z 1
1

n+1) < k'
. T " (at)
(b) Démontrer que pour tout entier n > 1, il existe a €]n, n + 1] tel que In(n) = l-‘(";s‘

IM(n+1)
I'(n+1)

(c) Démontrer que pour tout entier 1 = 1, In(n) < < In(ri + 1).

{d) Endéduire que I"(1) = —p.
16. (a) Démontrer que, pourx = 0,0na:1—x"' <In(x) €x—1letln(x) = (1 -x"172 + (x=1)%

(b) Démontrer que pour t =0, E(ln(%t}} = Oetque pourt =1, E(ln(?%)) = T -_11).
(¢) Démontrer que pour{ = 2 E(Inz(ﬁ)) = it
ARk ST (=R

17. Quelques résultats généraux.
{a) Soient I et | des intervalles ouverts, Z une variable aléatoire réelle de densité continue g
nulle en dehorsde I et f : [ = [un difféomorphisme de classe C!, de bijection réciproque
f'1 : | = L. Démontrer que la loi de la variable aléatoire f(Z) a pour densité la fonction
qui est nulle en dehors de | et qui vautsur J: ge fLI(f7)].
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18.

19.

(b) Soient U et V des ouverts de R”, (X, X3, -+ , X;;) un n-uple de variables aléatoires réelles,
de loi admettant une densité continue f nu]lL endehorsde U,etq: U — Vun dlffénmnr-
phisme de classe C'. On désigne par dp~! la différentielle de la bijection réciproque @
Démontrer que la loi de la variable aléatoire (X1, Xs,--- X;;) a pour densité la fonctlon
qui est nulle en dehors de V et qui vaut sur V:

fog ™ Idet(dp™)

Soit { = 0. On considére des variables aléatoires indépendantes X; et Y, j € N, o1 X, 4 valeurs
strictement positives, a une loi de densité fi.etles Y, j € N, ont chacune une loi exponentielle.

On pose Sg = 0etpour j= 1,5, = L Yi.

X Xi+ 5 X+ 8,1
.:’*f,\+S-1"|x;+5;z“I © X+ 5y
(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X; + 5, et pour 1 < j = n, les lois des variables

Xi+ 5
aléatoires "—Ll.
Xf + SJ'

(a) Soitn = 1. Déterminer la loi du (n+1)-uple ( X+ 5p).

X, X,a o= 51 X,! i} S,,_l .
X; + S]‘ x: + Sz» ] xt +S" ,X,t + S” sont lndé-

() Démontrer que les variables aléatoires

pendantes,

b ¢
(d) Quelle est, pour j € [0,1,::- ,n -1}, la loi de la variable aléatoire —j_-rj_r ? Comparer avec

PN PR . Y
X+ 5;+1

(e) Soit, pourn =1,d,,; =y+In{! +n)—kli 1. Démontrer que |d,, | = 5L (On pourra pour cela

commencer par établir que |dy.1, = diil < k).
(f) Démontrer que pour tout n = 1 la variable aléatoire In(X;) a méme loi que la variable
n-1
1 Y; Xt

aléatoire =)’ + L T+ }+ll‘) + In(H_

) + dyy, avec Xy, indépendante des variables
aléatoires Y, j ‘.:l D

( On observera que, pour 1 = 1, In(X;) ln(H x +s Sl iy WG Y o PR -
=1

H'I'I'

(g) Démontrer que ln[ ) tend vers 0 en moyenne quadratique.

1 Y
. - : e o 3 ==t o e
(h) Démontrer que In(X;) a méme loi que —y 4 mezg(f g t)

Soient , pour t = 0, des variables aléatoires indépendantes X; , oit X;, a valeurs strictement
positives, suit une loi de densité f;.

(a) Démontrer qu'il existe une suite de réels (ry)pen, avec :}i-ﬂ: ry = 21In(2), telle que la variable
aléatoire 2In(X2) a méme loi que la variable aléatoire

me

) =In( Xiipr1/2 )
t4+m

rpr12

X
In(X;) + In(Xp41/2) + zln(ﬁ) ~ In(



ol m et p sont des entiers dépendants de n que I'on précisera.
Indication : On pourra utiliser 18. (f) pour comparer les lois de 2 In(Xa;) et In(X;) +In(X;412)

(b) En déduire que : 22T (s)I'(s + 1/2) = ['(2s)[(1/2). (On pourra considérer les espérances
mathématiques de puissances des variables aléatoires ci-dessus, pour une valeur conve-
nable de t).

FIN DU SUJET



