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2 PROBABILITES

1. VARIABLES ALEATOIRES REELLES POSITIVES

Dans ce qui suit, (Q,.o/,P) désigne un espace probabilisé et X une variable aléatoire a valeurs
réelles positives (i. e. une application de Q dans R* telle que X! (]—oo,x]) € .o pour tout réel x).

On note 7 (Q, .o, P) I’espace vectoriel des variables aléatoires réelles sur (Q,.o7,P).

On rappelle qu’une variable aléatoire X est dite discrete si X () est au plus dénombrable et si
X1 ({x}) € & pour tout réel x. Dans le cas ot X (Q) est fini, on dit que X est étagée. Pour tout
A € o/, on note Y4 (ou encore 14) la fonction caractéristique de A.

n
SoientAyj,---,A, sontdes élémentsde o7 et A;,--- , A, desréelset X = }. A xa,. C’estune variable
k=1
aléatoire étagée sur (Q, .o/, P) d’espérance est égale a
E(X) =) A P(Ag).

Théoréme 1.1. Une variable aléatoire réelle positive sur (Q,.o/ ,P) est limite d’une suite croissante
de variables aléatoires réelles étagées positives.

Démonstration. Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (Q, <7, [P). Pour tout ® € Q, il existe
un entier 7 tel que 0 > X () < n et, puisque 2"X (®) < 2"n, il existe un unique entier k € {1}
tel que k < X(w) <k+ 1.

X étant une variable aléatoire, I’ensemble

k k+1
appartient a la tribu .o et, d’apres ce qui précede,

o= U A

neN 0<k<n2"—1

Considérons alors la suite de variables aléatoires réelles étagées sur (Q, .7, P) définie par :

n2"—1 k
Xn = Z ixAn,k'
k=0

Pour tout ® € Q,si w €A, ; ona
1
X(0) = X,(0)] < 5.
ce qui montre que la suite X, converge simplement vers X. Il reste & montrer que la suite (X,) est
croisssante.
Soit w € Q. Sin < X(w), X (w) n’appartient a aucun des A, ; pour k € {0,---,n2" — 1} de sorte que

k
Xn(@) =0 < X, 41(w). Si, par contre, il existe k € {0,--- ,n2" —1} tel que @ € A, 4, on a X, (w) = o
et
k .k 2k 2k+1
[c]lﬁ si ﬁzwg (60)<2nT
Xnt1 ((0) =
k1 2k+1 k+1  2k+2
ontl1 St ontl — () on ontl
On a donc X, (w) < X, (w) pour tout @ € Q. O

Lemme 1.1. Soit X, une suite croissante de variables aléatoires étagées positives et Y une variable
aléatoire étagée positive. Si Y < lim, X, alors

E(Y) < lim t E(X,).
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Démonstration. Pour tout ¢ €]0,1[ , la suite A, = {® € Q X,,(®) > cY (@)} d’éléments de o7 est
croissante de réunion Q. En effet, si Y (@) > 0, comme lim, X, (®) > Y (w) > ¢Y(w), » appartient a
I’un des A,. De plus, si Y (@) = 0, X, étant positive, @ appartient a tous les A,,. Mais X,, > cY x4, de
sorte que, Y x4, étant étagée positive,

E(Xn) > E(Y Xa,)-

On a de plus,
E(Y xa,) Z yilP (Y = yi) NAy)

suite qui converge en croissant vers E(Y). On a donc, par positivité de I’espérance dans le cas discret,
E(X,) > cE(Y) et, c étant quelconque dans |0, 1], le lemme est démontré. O

Définition 1.1. Soit (Q,.o7,[P) un espace probabilisé et soit X est une variable aléatoire positive.
L’espérance de X est

/deP’ =[E(X) = sup{E(Y) ;Yétagée positive Y < X }.

Si (X;) est la suite de variables aléatoires étagées définies dans la démonstration de (1.1), on voit
que
E(X) > 1imE(X,).
n
Le lemme précdent montre en outre que si Y est étagée et ¥ < X on a
E(Y) <limE(X,)
Il en résulte donc, en passant a la borne supérieure, que E(X) = imE(X,,).

Proposition 1.1. L’espérance des variables aléatoires positives sur (Q, o7 ,IP) vérifie les propriétés
suivantes :

(1) Pour tout réel positif ., E(AX +Y) = AE(X) +E(Y).
(2) SiX <Y, alors E(X) <E(Y).
Démonstration. En désignant respectivement par (X,),cy €t (Y,),cn deux suites croissantes de va-

riables aléatoires réelles positives et étagées sur (Q, o7, P) qui convergent vers X et ¥ respectivement,
la suite (AX,, +1;,),c est étagée positive, converge en croissant vers AX +Y etona:

E()LX+Y):HETWEMX"+Y)_ hm AR (X,) +E(Y,)
=AEX)+E(Y)
U

Théoréme 1.2 (Beppo-Levi). Si (X,),cn est une suite croissante de variables aléatoires réelles posi-
tives sur (Q,%A,P) qui converge vers une variable aléatoire réelle X sur (Q, <7 ,P) on a alors :

E(X) = lm E(X,)

dans R+.

Démonstration. Comme (X,) converge en croissant vers X, 0 < X, < X, < X et on déduit que
0<E(X,) <E(Xy11) <E(X). Lasuite (E(X,)),cy est croissante dans R T, elle est donc convergente
(éventuellement vers +oo) et hm E( w) <E(X).

Soit Y une variable aleat01re etagee positive telle que Y < X. Pour ¢ €]0, 1| on considere

A, ={0eQ; X,(0) >cY(w)}.
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Ona
E(Xy) > E(Xuxa,) > cE(Y xa,)-
Mais les A, forment une suite croissante d’éléments de <7, de réunion Q. On a donc
lim 1 E(Y 4,) = E(Y)
de sorte que imE(X,,) > c¢E(Y) et, ¢ étant quelconque dans |0, 1],
IimE(X,) > E(Y).

Ceci étant vrai pour toute fonction positive étagée inférieure ou égale a X, le résultat en découle par
définition de I’espérance de X. U

1.1. Espérance des variables aléatoires réelles. Pour toute variable aléatoire X sur (Q,.o/,P), on
désigne par X et X les fonctions définies sur (Q,.7,P) définies par :

1
X" =max (X,0) = §(X+|X|) et X~ =max(—X,0) = = (|X|] —X) = —min(X,0)

1
2
X | est aussi une variable aléatoire de sorte que X et X~ sont des

Si X est une variable aléatoire ,
variables aléatoires . De plus,

X=X"-X et |X|=X"T+X".
Définition 1.2. On dit qu’une variable aléatoire X sur (Q,.<7,P) est intégrable si E (X ) < +oo et

E(X™) < +oo.
On note %} (Q, <7, P) I'ensemble des variables aléatoires intégrables sur (Q,.7,P).

Définition 1.3. Si X est une variable aléatoire sur (Q, o7, P) intégrable, son espérance est le réel :
EX)=E(X")-E(X")
Proposition 1.2. Soit (Q,.<7 | IP) un espace probabilisé. Une variable aléatoire X sur (Q, o/ ,P) est
intégrable si, et seulement si E (|X|) < +o0. On a alors
EX)| <E(X)).
Démonstration. Supposons X intégrable. Avec |X| = X1 + X, on déduit que
E(X) =E(X")+E(X") < oo.

Réciproquement si E (|X|) < +o0, avec X < |X|, on déduit que E (X*) < E(|X]) < +ooet X est
intégrable.
Si X est intégrable,
[EX)| <E(XT)+EX)
ce qui démontre la derniere assertion. U

Théoréme 1.3. L'ensemble £ (Q, o/ ,P) des variables aléatoires intégrables sur (Q,</,]P) est un
sous-espace vectoriel de I’espace Vg (Q, 7 ,P) des variables aléatoires réelles sur (Q, <7 |IP) et ’ap-
plication :
E: 4(Q«P) - R
X — E(X)
est une forme linéaire positive.

Démonstration. 1l est clair que les constantes sont intégrables de sorte que 0 € Zﬂé (Q,AB,P).
Pour A € Ret X,Y dans .43 (Q,%,P),ona:

AX +Y[ <|A[|X]+]Y]
et, par linéarité de I’espérance pour les variables positives,
E(IA[IX]+1Y]) = [A[E(X]) +E(|Y]) < +ee.
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On a donc E(JAX +Y|) < oo et AX +Y € 4 (Q,%,P). 1l en résulte que £ (Q,%,P) est un
sous-espace vectoriel de 7 (Q, %4,P).
Si X et Y sont intégrables, puisque

X4+Y=X+Y)"—(X+Y) = (XT-X")+(¥"-v"),

o X4+Y)"+X +Y =(X+Y) +X 41T,
Il en résulte que

E(X+YV))+EX )+E(Y ) =E(X+Y) ) +EX")+E(r)
d’ol :

E(X+Y)")-E(X+Y) ) =EX")-EX )+EY")-E(¥Y).
OnadoncE(X+Y)=E(X)+E(Y).

Pour X dans % (Q,%,P)etA € R ona:

()" =5 (X = ax* e (1) =%

(IX|-X)=AX"
donc :

EAX)=E(AX)")—-E(AX) ) =EAXT)-EAX ) =A(E(X")-E(X ")) =AE(X)
Un calcul analogue montre que si A € R™*, alors E(AX) = AE(X). Le cas A = 0 étant trivial, ceci

termine la démonstrationde la linéarité. La positivité résulte de la définition de I’espérance pour une
variable positive. 0

Soit X une variable aléatoire réelle et & une fonction de R dans R telle que pour tout B € Hp,
h! (B) € Py (on dit alors que A est borélienne). La fonction 4o X est alors une variable aléatoire sur
(Q, o7 ,P). Soit Py la loi de probabilité de X : (R, Zr,Px) est un espace probabilisé et i une variable
aléatoire de (R, Zg,Px) a valeurs réelles.

Théoreme 1.4. Sous les hypothéses précédentes, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) he L (R, Br,Px).
(2) hoX € 1 (Q, o ,P).

Lorsque c’est le cas,

E(h(X)) = /R h(x)d Py .

Démonstration. Le théoreme est clair si & est étagée. Si h est positive, & est limite d’une suite crois-
sante de fonctions étagées et le résultat en découle. Dans le cas général, il nous reste a remarquer que
h est différence de deux fonctions boréliennes positives. U

On rappelle qu’une fonction f: R\ S — R, ot § est une partie finie (éventuellement vide) de R,
est dite intégrable (ou mieux sommable) sur R au sens de Riemann, si elle est intégrable au sens de

Riemann sur tout segment [a,b] C R\ S et si ’intégrale généralisée / f (x) dx est convergente.
R

Définition 1.4. On appelle densité de probabilité sur R, toute fonction f: R\ S — R intégrable sur
R (au sens de Riemann) et telle que / fx)dx=1.
R

Pour toute partie A de R, on note 14 la fonction indicatrice de A définie par

IsixcA
Vx € R, IA(X)Z{ Osixg?_fA
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Définition 1.5. On dit qu'une variable aléatoire réelle X sur (Q, %) est a densité, s’il existe une
densité de probabilité f sur R, telle que pour tous réels a < b, on ait :

b
P@<X§@z/f@ﬂx
a
Une telle variable aléatoire est aussi dite absolument continue.

Remarque 1.1. Si, dans la définition précédente, a ou b est I'un des points de S, I’intégrale est alors
généralisée.

Remarque 1.2. Si X est a densité et Y a méme loi que X, la variable aléatoire Y est aussi a densité.

Alors que la fonction de répartition est unique, les densités ne le sont pas (on peut toujours modifier
f sur un nombre fini de points par exemple).

Théoréme 1.5. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, %) possédant une densité f.

(1) La fonction de répartition de X est définie par :
X
VmRJMﬂ:/fmm

(2) Cette fonction est croissante, continue sur R, dérivable en tout point xy out f est continue avec
Fy (x0) = f (x0) -

(3) Pour tout réel x,on a :

—+oo
P@>@:P@2n:/ F)dr
X
et pour tous réels a < b,on a :

IP’(a<X<b):P(aSX<b):P(a§XSb):P(a<X§b):/abf(x)dx

Démonstration. (1) Pour toutréel x, on a :
Fx (x) :P(ng):IF’( U (—n<X§x)>
n>—x

X X

— lim P(—n<X <x)= lim f@m:/“ﬂom

puisque ((—n < X <x)) une suite croissante dans 4.

n>—x

(2) La croissance et la continuité de Fy sur R en résulte. On sait déja qu’elle croissante sur R
et continue a droite en tout point xo € R (c’est une fonction de répartition). Il suffit donc de
montrer la continuité a gauche. Pour x¢ € R, il existe un réel a < xo assez proche de x telle
que f soit Riemann-intégrable sur tout segment [a,x] C [a,xo[ (xo peut étre I’un des points de
S)et:

X0

o)~ Fe(@= [ f0dr — ["f@)dr=F (o)~ F(a)

X=Xy Ja
la derniére intégrale étant éventuellement généralisée. Il en résulte que lim Fy (x) = Fx (xo).
X=Xy
Supposons f continue en xo € R\ S. Pour tout réel € > 0, il existe un réel 1 > 0 tel que
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|f(t) — f(x0)| < €pourt € [xo—1n,xo+n] CR\S (c’est un ouvert puisque S est fini). Pour
0 < |h| <n,onaalors:

Fx (XO + hl)l —Fx (X()) _ f(X())

dt

/x°+hf (1) — f (x0)
X0 h

<e

On a donc lim Fx (o +h) — Fy (x0)
h—0

Fx (x0) = f (x0) -

) 1 I ‘

(3) La suite ((x ——<X< x)) est une suite décroissante dans Z et pour tout réel x, on a :

n
neN

1
P =x)= N
(X =x) P(ﬂ (x n<X§x>>
neN*
) 1 . 1
= lim P(x——<X§x>: lim (FX(x)—FX<x——>):0
n—r o0 n n—s-+o0 n

du fait de la continuité de Fy . On en déduit que :
PX<x)=PX<x)-PX=x)=P(X <x).

Les autres égalités se vérifient de maniere analogue.

= f(xo0), ce qui signifie que Fx est dérivable en x( avec

O

Remarque 1.3. La condition P (X = x) = Px ({x}) = 0 équivaut en fait a la continuité de Fx en x et
se traduit en disant que X est une variable aléatoire continue.

Une variable aléatoire discréte ne peut étre a densité puisqu’il existe des réels x tels que P (X = x) #
0.

Remarque 1.4. @L’ensembles des variables aléatoires discrétes définies sur (Q, <7, [P), de méme que
celui de toutes les variables aléatoires définies sur (Q, <7, IP), admet une structure naturelle d’espace
vectoriel sur R. Par contre, il est important de remarquer que la somme de deux variables a densité
n’est en général pas une variable aléatoire a densité. En effet, méme si X est a densité, X — X est
discrete et n’est donc pas a densité.

Remarque 1.5. Si X est a densité, la fonction Fy n’est pas nécessairement dérivable. Par exemple pour

1
X de densité [ : x — 2—\&1}07” (x),ona:
i 0six<0
Fe(@)= [ finydr={ Vxsi0<x<1 =Vl () + 1 a0
- Isix>1

et c’est fonction n’est pas dérivable en 0 et 1.

Si X admet une densité f continue par morceaux, Fy est dérivable sauf aux points de discontinuité
de f.

Rappelons sans démonstration le résultat suivant :

Lemme 1.2. Soit F une fonction continue et de classe €' par morceaux sur R et soit f = F' définie
sur R\ S ou S est un ensemble au plus dénombrable. Alors,

b
WmMGR?HM—Fmﬁi/fde
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Remarque 1.6. Ce résultat tombe en défaut si on ne suppose pas F' continue. Par exemple, si F est la
fonction caractéristique de [0, 1], f est définie sur R{0, 1} et nulle sur cet ensemble alors que F n’est
pas constante.

Théoréme 1.6. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q,R). Si sa fonction de répartition Fx est
continue et de classe €' par morceaux sur R, cette variable aléatoire est i densité de densité f = Fy.

Démonstration. remarquons tout d’abord que f est positive ou nulle sur R\ S ou S est au plus dénom-
brable. D’aprés le lemme précédent, pour tout (a,b) € R? on a

F(b)—F(a) = / ! p)de

et, Fx étant une fonction de répartition, lim Fx (x) =0 et liT Fx (x) = 1. 1l en résulte que f est
X—>—00 X—>t0

intégrable sur R et que f est une densité de probabilité de plus,

b
P(a <X <b) = Fx (b) — Fx (a) :/ F)dt
a
ce qui signifie que X a pour densité f. U

Théoréme 1.7. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, %) possédant une densité f. Pour toute
fonction @ : R — R de classe € et strictement monotone, la variable aléatoire Y = ¢ (X) a pour

densité la fonction g = fo @~ ‘(¢*1)/ Lo(m®)-

Démonstration. Comme @ est de classe ¢! et strictement monotone, elle réalise une bijection de R
sur I'intervalle ¢ (R) = |a,b[ avec —eo < a < b < +oo, la fonction réciproque étant aussi de classe

%" avec (97") (y) = q)/l(x)

strictement croissante [resp. strictement décroissante]). Comme ¢ est de classe 1, elle est borélienne
etY = @oX = ¢ (X) est bien une variable aléatoire.
Supposons ¢ strictement croissante. Pour y < a (dans le cas o —o < a),ona:

Py <y)=P(e(X) <y) <P(p(X) <a)=0

pour tout y = ¢ (x) € @ (R) (on a ¢’ (x) > 0 [resp.¢’ (x) < 0] pour @

Pour y > b (dans le cas ou b < +o0),0on a :
1> P(Y <y)=P(p(X) <) >P(p(X) <b) =

donc P(¢p <y)=1.
Poury=¢(x) e F(R),onaa<y<bet:

PIY <)) =Plo(X) < o) =P(X <x)= [ f()r.

Le changement de variable t = ¢~ (0), dt = (Q*I)/ (6)d6, nous donne :

-
P(r<y)= [ £(07®) (97) (6)a0

De plus :
~+oo

b /
[ 10 @) (o) ®)a0= [ =1

—o0

la variable aléatoire ¥ a donc pour densité la fonction positive f (¢~ (8)) (¢~')'(6) Lor)-
On procede de méme pour ¢ décroissante avec ¢’ < 0 (en faisant attention aux signes). U
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Si ¢ est une fonction affine, soit ¢ (x) = ax+ b pour tout réel x avec a # 0, on a alors ¢ (R) =R,
1
¢~ ' (y) = = (y — b) et la variable aléatoire Y = aX + b a pour densité la fonction g définie par :
a
| 1
=—f(-G-b
g) o <a (v ))

sa fonction de répartition étant définie par :

o= [ e0ay=1 [ r(G0-6)dr= A
= FLFX (é (y—b)>

Théoréme 1.8. Si X est une variable aléatoire réelle sur (Q, 7 (Q),P) possédant une densité f, on

a alors :
0

E(X") :/O+ootf(t)dt, E(X") =/ —tf(t)dt

— 00

et:
~+oo
E(X)= [ 7@
Si en outre X admet une espérance,
~+oo
E(X)=E(X*)—E(X") :/ L (1) dt

Démonstration. La suite (X)), de variables aléatoires réelles étagées positives définie par :

n2"—1
k . k k+1
Xn = ]; ﬁXAmk ou An,k = (ﬁ <X< on )

converge en croissant vers X Alors, E(X ) = hrJrrl E(X,) avec :
n—s—+oo

n2"—1 n2"—1
k k k+1 k k+1 k
EX)= X 2}11@(2” X< )Z L ﬁ<FX( > >_FX (2>)
n2"—1 k+1
k
=Y 5[ ra
k=0 on

On a donc :

tf(t)dt —E(Xp,)

On en déduit que :

/Ontf(t)dt—E(Xn) <

et:
E(X") = lim E(X,)= lim nrf(z)dt:/(:wtf(r)dz
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De maniere analogue, on vérifie que la suite (Y},), - de variables aléatoires réelles étagées posi-

tives définie par :

converge en croissant vers X~ et E(X~) = lim E(Y,) avec:

n——+oo

n2"—1 k 72%
E) = ¥ 5 [, Flr

k=0 o

De plus,
n2"—1 ,—

7 k 1
< —t—=— | ft)dt < =
k;)/k“( 2") (*) 2n

n

‘ [ —r@a—rm,)

0

ce qui donne]E(X):/ —tf(t)dt.

Enfin : -
E(X)=E(X")+E(X") :/J:o|t|f(t)dt

O

Remarque 1.7. On retiendra en définitive qu’'une variable aléatoire continue de densité f admet une

~+oo
espérance si /

tf (t)dt est convergente et dans ce cas la valeur de cette intégrale est 1’espérance

de X. En effet, la fonction 7 — tf (¢) étant de signe constant sur R~ et sur R respectivement, la

convergence de I’intégrale / tf (t)dt est équivalente a I’absolue convergence.

Nous admettrons ici le théoreme suivant dont la démosntration dépasse le cadre de ces notes.

Théoreme 1.9. [Théoréme du transfert] Si X est une variable aléatoire réelle sur (Q, o7 ,P) possé-
dant une densité f et si ¢ : R — R est une fonction continue (ou plus généralement borélienne) telle

que la variable aléatoire ¢ o X soit intégrable, on a alors :

E(ox)= [ o)/

Remarque 1.8. Si ¢ = Y; ;xa, est une fonction étagée, ¢(X) = ¥; 0 Xx-1(a,) €st encore étagée et

i

E(o(X)) = Z%’P(XGA[)

= ¥ [ ar@d= [ owfwar

ce qui démontre le résultat dans ce cas simple. Si ¢ est positive continue (borélienne), ¢ est limite

d’une suite croissante de fonctions étagées ¢, mais, pour conclure, il nous faudrait savoir que

/ @(t)f(t)dt =lim / @, (1) f () dt.
R R

On pourrait alors conclure en considérant @ et ¢ .
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1.2. Premiers exemples.
— [Lois uniformes]

Définition 1.6. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q,.o7,[P) a valeurs dans R. On dit que

X suit la loi uniforme sur [a,b] (b > a) si elle admet pour densité g Xlab]
—a )

Autrement dit, X suit la loi uniforme sur [a, b] si sa fonction de répartition est donnée par

0 si x<a
Fx(x)=¢ x—a si a<x<b
1 si x>b

Si X suit la loi uniforme sur [a, b], on note X ~ %, ;) Alors,

a+b
E(X)= .
(%)=
1
— [Lois exponentielles] Remarquons que pour tout A > 0 et tout x € R, Ie*“ >0et
A A
/le Ar+ dx = Ae Mdx=1.
R 0

Définition 1.7. Soit X une variable aléatoire sur (Q,.o/,[P) a valeurs réelles et A un réel stricte-
ment positif. On dit que X suit une loi exponentielle de paramétre A si elle admet pour densité la
fonction f définie par

f(x) = Le M xps.
Il est facile de voir qu’une variable de loi exponentielle de parametre A admet pour fonction
de répartition

Fx(x) = (1 —e_’lx> AR+
on note alors X ~ &A et

oo y 1
E(X):/ Axe Mdx = —.
0 A
— [Loi de Cauchy]
Définition 1.8. Soit X une variable aléatoire sur (Q,.o7,P) a valeurs réelles. on dit que X suit
1 1
loi de Cauch R si elle admet densité =— .
une loi de Cauchy sur R si elle admet pour densité f(x) o

Sa fonction de répartition est alors donnée par
X 1 T
t)dt = — (arctan X —i——) .
| =— (arctan(e) + 5
Par contre, on remarquera qu’une telle variable aléatoire n’admet pas d’espérance.
— [Lois normales]

Définition 1.9. Soient ¢ un réel strictement positif et y réel. On dit qu’une variable aléatoire
réelle X suit une loi normale (de Gauss) de parametres U et O si elle posseéde une densité définie
par :

VxeR, f(x)=
oV21

Onnote X — 4 (U,0).

On peut toujours se ramener a une loi .4 (0, 1) (on dit alors que X suit une loi normale centrée
réduite).

Nous verrons I’importance de cette loi avec le théoréme limite central.
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Théoreéme 1.10. Si la variable aléatoire réelle X suit une loi de Gauss de parametres |l et G,

alors la variable aléatoire Y = suit une loi de Gauss de parametres 0 et 1.

Z‘ —
Démonstration. On effectue le changement de variable y = a dans le calcul de Fx (x). O

On en déduit que, si X — A" (u,0) :
Pla<X<b)=Pla<Y<B)=FK(PB)-F(a)

ouY = A4 (0,1), x=

Fy (x) =

1 X2
= — e
V2T /oo

SiX ~ ,/V(/,L 62) l’espérance de X est

-2
xe 262 dx = / — 202 dx+
oV2r JR / oV21 He # G\/27l'

2. EXERCICES

262 dx—‘u

Exercice 2.1 Déterminer les constantes réelles A4 pour que les fonctions fi : x +— 411}, (x), pour

soient

A
a<b, fr:xw— —21]0.1] ()5 f3 1 x = Aze Mg (x), ot A; > 0 est donné et fy : x — e
X ’ X

des densités de probabilité sur R.

Solution Toutes ces fonctions sont absolument sommable (i. e. | f;| est sommable) avec :

b
/fl(x)dx:ll/ dx:1<:>11: 1a

lq 1
/sz(x)dx—lz \/)ﬁ o=

—+o0
/f3(x)dx:l3/ e_’lxdx=1<:)7t3:7t
R 0

oo dx 1
/Rf4(x)dx:)t4/oo 1—}-)62:1@%4:%

Exercice 2.2 Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a,b], avec 0 < a < b.
Donner la fonction de répartition, la densité, I’espérance et la variance de ¥ = X 2,

Exercice 2.3 On dit qu’une variable aléatoire T a valeurs dans R est sans mémoire si elle vérifie,
pour tous s, > 0,
P(T >t+s)=P(T >s)P(T >1).
(1) Vérifier qu’une variable aléatoire T vérifiant une loi exponentielle de parameétre A > 0, c’est-

a-dire dont la densité est donnée par f(#) = A exp(—Az)1j .[(?) est une variable aléatoire
sans mémoire.

(2) Réciproquement, soit 7 une variable aléatoire a valeurs dans R, sans mémoire et vérifiant
P(T >0) > 0.
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(a) On suppose qu’il existe # > 0 tel que P(T >t) = 0. Calculer P(T > t/2") en fonction de
P(T > t). En déduire que P(T > 0) = 0. Conclusion ?

(b) Soit oo = P(T > 1). Démontrer que P(T >t) = ' pour tout € R (démontrer le d’abord
pour ¢t € N, puis pour t € Q% et enfin pour r € RY).

(c) Conclure.

Exercice 2.4 Soient Xy,...,X, des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur [0, 1], indépen-
dantes.

(1) Soit 0 < k < n et soit Uy = min(Xp,...,X;). Démontrer que Uj admet une densité que 1’on
déterminera.

(2) Soit N une variable aléatoire suivant une loi binomiale % (n,1/2). Démontrer que
U = min(Xo, ..., Xn)

admet une densité que I’on déterminera.

Exercice 2.5 Soit X une variable aléatoire définie sur (Q,.27,q) a valeurs dans |0, 1| et de loi uni-

forme sur |0, 1[. On définit

1-X
Z=—
X

(1) Déterminer la fonction de répartition de Z.

(2) La variable aléatoire Z est-elle une variable a densité ? Dans I’affirmative, déterminer une
densité.

Exercice 2.6 [Loi de Laplace] Soit X une variable aléatoire ayant pour densité de probabilité la
fonction f définie sur R par

70 = g exp ().

(1) Déterminer L’espérance de X. montrer que X > admet une espérance et calculer E (X —E(X))?) ||
(2) Déerminer la fonction de répartition de X.

(3) Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle &'(1). Déter-
miner laloide Y —Z.
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