Préparation a l'agrégation interne F. Dupré

SERIES ENTIERES - SERIES DE FOURIER

1. On considére les séries entiélpsinnx" et Z(1+%+_.. +E)xn :
n

a. Déterminer leurs rayons de convergence, et expiessmme de la seconde grace aux fonctions usuelle
b. En majorant leur différence, donner un équivalentadpremiére série entiére au voisinage de 1.

2. PournON, on noteu, le nombre de parenthésages envisageables poutecain produit den+1 termes avec une |oi
non associative. On posera conventionnellenugrt1.
a. Calculeruy;, u, etus.

Z . , n
b. Etablir la formule de récurrenag,,; = Z Uy -
k=0

c. On fait momentanément I'hypothése que la sériérenE u,x" a un rayon de convergence non nul. Prouver que sa
somme est solution d'une certaine équation du sedegreé.

d. On envisage (pourquoi ?) la fonctigriéfinie sur] - [ par gx) =1-y1-4x ”21)(_4)( si x£0 et g(0) =???

11
4'4
Prouver que est développable en série entiére ]sur%,%[ , et expliciter ce développement (que I'on notera f

mellement’ g,x").
e. Prouver que la suita,) vérifie la méme relation de récurrence que laes@it), puis en déduire que l'on a :
u,=a, OnON.

3. a. Développer en série entiafe+ x pourx réel élément de ]-1,1[. On noE a,Xx" ce développement.

2
b. Calculer, pouz complexe de module strictement plus petit qu%z; qqz”j .
n=0

00
c. Prouver que la partie réelle de la som@eqqz” n'est jamais nulle. A laquelle des deux racineséea del+z
n=0
cette somme de série est-elle égale ?

4. Soit Zanx” une série entiére de rayon de convergeRce0 et de sommef (x) pour xO]-R R. Soital]-R R.
Prouver que I'application définie pai(h) = f(a+ hH est développable en série entiére sur un intergalé I'on précisera.

+00
5. On pose, pour tout rég] f(x) = Ze'”sin(nzx).
n=0

a. Prouver qud est de class€” sur R, et déterminer ses dérivées successives.
b. Prouver que la série de Taylorfden 0 a un rayon de convergence nul (on pourrgertiline série double).
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6. Théoréme d'Abel
Soit Z a,2" une série entiére de rayon de convergence 1e#ida sérieZan converge. Prouver que la série de fonc-

+00
tions Z a,2" converge uniformément s§o,1] (on écriraa, =R,; - R, avecR, = Zak ). Qu'en déduire ?
k=n+1

7. On établit dans cet exercice une condition néaessasuffisante (portant sur l'ordre de grandiises dérivées succes-
sives) pour gu'une fonction de clagé® soit développable en série entiére.

a. Soitf une fonction de class@€” sur un intervalle] - a,a[ de R, a valeurs dan€ . On suppose l'existence de deux
constanted\ etk telles que :

Ox O -a, o, OnON, | f<“>(x)| < AR .
Prouver, grace a une formule de Taylor, fiest développable en série entiére autour deexpdiciter un intervalle

sur lequef est somme de sa série de Taylor.

b. Réciproquement, on se donne une série en@ra;]x“ de rayon de convergengenon nul, et on désigne pétx)
sa somme pow élément dg - R R[ . Soitr un élément d¢0, R, eta un réel vérifiantO<a <r .

i. Prouver que la suité,r") est bornée ; on noterd :sudanr“
n

ii. Quelle formule obtient-on en dérivant a un ondiguelconque le développement en série entiér?ih)% ?
iii. Prouver que pour toutde [-a, a] et pour tout entier positd, on a :

) 1
|f (x)|s Mr =)™ p'.

8. Soit z G,2" une série entiére de rayon de convergeRce 0, f sa fonction somme définie sur le disqD€0, R) du plan

complexe. Soia un élément deD (0, R) , etr un réel tel quéal <r < R.

a. Pour6 dans|0, 2m], représenterf(re’®) et ﬁ sous forme de séries et en déduire un développemesérie
1-Se
r

b. Prouver que la convergence de la série obtenumasiale sulf0, 2], et en déduire la formule intégrale de Cauchy

2n

i0
f(a):ij%e.
2n 5 1_?e—|e

c. Soit réciproquement une fonction contirfusur D(0, R), qui pour tousa etr vérifiant |a| <r <R, satisfait a la

formule intégrale précédente.
Grace au développement en sérieiele;-e—_ie, puis a une intégration terme a terme bien jéstjfprouver queest déve-
r

loppable en série entiere sin0, R) .

d. Soit (f,) une suite de fonctions définies sii0, R) , développables en série entiére sur ce disqummergeant
uniformément sur tout disquB (0,r) avecr < R, vers une fonctiof. Prouver qud est définie et continue sub(0,R), et
gu'elle vérifie, pour toua etr vérifiant | a| <r < R, la formule intégrale de Cauchy. Conclure.

e. Le résultat obtenu a la questidnsubsiste-t-il si les fonctiond,, sont développables en série entiére sur l'intlerval
]-R H de R et convergent uniformément vers une foncfisar tout segmerjt-r,r] inclus dans|-R H ?
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9. Soit la fonctiorf, 2repériodique, définie parf(x) = x| pour toutx de [-1, 1] .

f1-cosft)
a. Exprimer les coefficients de Fouriey,(f) en fonction de l'intégrale, = J'Tdt .
0

b. Prouver que pour tout, on a0<u, < 5/n.
c. En déduire quéest somme de sa série de Fourier. Intérét ?

10. Plus classique, tu meurs...
On fixe un réeh non entier.
a. Déterminer la série de Fourier de la fonctiaap2riodique dont la restriction[am, 1] est x> Cos\x.

b. En déduire les deux jolies (et utiles) formulewvantes :

S S ) m_-1,.%v.CD"2
TCOtQATT = = + et — ==+ .
9 A EN-n? SINPATL A nZ:‘i A2 —n?

c. Calculer la somme de la sérE 21 1
n+

11. On se propose ici de prouver une forme affaibligtghoréme de Dirichlet, connue sous le nom de "fidrée de Féjer”,
selon laquelle, i est une fonction continue etepériodique deR dansC, alors la série de Fourier fleonverge uniformé-
ment verd au sens de Cesaro.

On fixe donc une fonctiof continue et Bpériodique deR dans C. On rappelle les quelques résultats suivants :

S,(f) désigne la somme partielle d'ordrde la série de Fourier dealors pour tout réed, on a :

sin(n+})u

Si(H(R= i &( f)ékx:@&[a( f) cos ko p(f)sinkk:i_jnf(wx)—fdu.

K=n k=1 sin—

SN+ SO+ + §4(7
n

Pour tout entier non nul, on poserao,(f) =

a. Prouver qué est uniformément continue et bornée Bur
n-1

b. Calculer, pout non nul dang-n, 7, la sommez sin(k+%)u.
k=0
c. Prouver que pour tout réelon a :
.o nu
1 sin >
On(N= () = [ (F(ur 9= {(3)—2du
=, sin® —

On fixe un réet strictement positif.
d. Prouver l'existence d'un ré&Elément deJ0, i tel que, pour tous réeksetu, on ait :

lu<d=|flu+x - f(x)|<e.
e. Prouver l'inégalité :

., nu
1 jé( )sm 2,

— | (fu+x)— (X <Ee.
2nm sinzg

f. Prouver que 9l désigne la norme infinie deon a :
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L Nu ., nu
-5 sin?— m sirf —

1 2 2 2M
—| | (fu+x- f(x) dut |( f(ur 3- f(3) dul<
2nm :[n sinzg 'a[ sinz—; nsir?§2

g. En déduire que la suitgo, (f)) converge uniformément vefsur R .

h. Prouver que l'on peut écrire, pour tout erti@on nul et tout réet :
n
g, (F)(x) :#+Z(1—5)[ak(f)coskx+ R (f)sinky.
k= N

i. Prouver le théoréme de Stone-Weierstrass.

12.Théoreme de Liouville

Soit Z a,2" une série entiere de rayon de convergéhoen nul (éventuellement infini), &sa fonction somme définie

sur le disque ouvert de centre 0 et de réalu plan complexe.
Soitr un réel élément dfo, R[ . On se propose (dans les questionstc.) de donner deux démonstrations de I'égalité :

171 o [ [2 020
El‘f(re ) de:n;)|an| i

a. Prouver que la sérid|a,[r?"

est convergente (ce n'est pas indispensable paitertles deux questions suivan-
tes).
b. Ecrire, pour tout réeB, h(6) = f(r€® sous forme d'une série. Calculer les coefficiegs-ourier exponentiels de

la fonctionh (on vérifiera trés soigneusement les hypothesdgbé&breme utilisé).
Conclure.
c. On veut donner ici une preuve directe de notreitégal

a2
Pour® élément dgf0,27] , représenter, grace a un produit de Caub’@e'e)‘ comme somme d’une série.

Prouver que cette série peut étre intégrée tartaame par rapport @, et en déduire le résultat demandé.
d. On pose, toujours pourélément def0, R, M(r) =sup f(2)|.
|2f=r

Prouver, pour tout entier 'inégalité de Cauchy [a,| < &nr) :
r

e. On suppose dans cette question Buest égal arw , et quef est une fonction bornée s@. Prouver qué est cons-
tante (c’est ce résultat qu'un historien des seignigourré ou incompétent, a nomiméhéoreme de Liouvillalors qu'il est di
a 100% a Cauchy...).

+00 . +00
13. On pose, quand c'est possibé) = > SINNX gt gx) = ) LOSNX
pose, q possibke) =D 2 inn 1 99 = LA

a. Donner le domaine de définition @eprouver qué est continue et déterminer sa série de Fourier.

b. Prouver que pour toutde R —21Z et tous entierp etq avecq > p, on a

q
> cosk 5%2 . En déduire que la
k=p+1 SIn)¢
série définissantg(x) converge pour touwt de R -21Z , et que la convergence est uniforme sur toutvater de la forme
[a,2n—-a] aveca >0. Qu'en conclure concerndrf?

i e

c. En écrivantg(x) = D COSNX 4 COSNX ' déterminer la limite dg en 0.
n=1

ninn ninn
n=[-]

x|

Séries entieres - séries de Fourier, deuxieme sé&ntannée 2016-2017 4 Frédéric Dupré



