Préparation a l'agrégation interne F. Dupré

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1. Soit (f,) une suite de fonctions continues Sir convergeant uniformément vérEtudier la convergence simple puis la
convergence uniforme de la su(té,  f,).

2. a. Soit (f,) une suite de fonctiorslipschitziennes, convergeant simplement[sjb] vers une fonctiof Prouver que

f estk-lipschitzienne, et que la convergence est uniforme
b. Le résultat précedent subsiste-t-il si les fonaidp sont juste supposées lipschitziennes ?

3. Théoréme de Dini SoitK un compact d'un espace vectoriel norféet (f,,) une suite croissante de fonctions numeri-
gues continues s, convergeant simplement vers une fonction continle théoréme de Dini affirme que cette convergence
est uniforme.

a. Prouver qu'une intersection décroissante de femnésvides inclus dari§ est non vide.

b. On fixe € > 0, et on poseK, :{xD K7 f,(X) < f(x) —s}. Prouver que la suit¢K,) est une suite décroissante de

fermés, d’intersection vide.
c. Conclure.

4. On noteE l'espace des fonctions continues fyd] a valeurs dan€”, que I'on munit de la norn1H|°° de la convergence

uniforme. Soit(f,) une suite de Cauchy d'élémentsle
a. Prouver que la suitéf,) converge simplement s{@,1] vers une certaine fonctidn
b. Prouver que la convergence de la siitg) est uniforme.
c. Prouver qude est complet.

5. Soit (f,) une suite de fonctions périodiquesBedansC , convergeant simplement vers une certaine fon€tion
a. On suppose toutes lefs T-périodiques. Prouver qudest T-périodique.
b. On suppose que, pour tout entieta fonction f,, estT, -périodique, et que la suit@,) converge vers une certaine

limite non nulleT. Quelles sont les hypothéses naturelles a imgmenettant d'affirmer quieest T-périodique ?
c. On suppose que l'on se place sous les hypothésastées dans la questibn mais on ne suppose plus la suite
(T,) convergentes. En revanche, on suppose qué,le®nt toutes dans un méme segnienb] de R, aveca> 0. Prouver

quef est périodique.

d. Prouver que la conclusion de la questioneste vraie en supposant que Tgssont toutes dans un méme intervalle
de la forme]0,b] .

e. On pose, poux réel :

N CO&X +00 CO%X
S =Yy —=" etsp=y—"N
=1 2 a1 2

Prouver que chaque fonctid®, est périodique, que la sui(&, ), converge uniformément vers la fonction conti-
nuesS, mais ques n'est pas périodique.
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6. On définit par récurrence suir= [—%,%] une suite de fonctions en posaiigt=0 et, pourn=0 :
Xt
a9 = +£ f2(t)ct

a. Prouver qugf,(X)| sg pour toutx del.

5
g" fo- fn_l”oo

c. Qu'en déduire concernant la série de fonctiElefnﬂ— f) ?

b. Prouver que pour tout=1, on al|f,; - f[. <

Prouver que la suitéf,)) converge uniformément surSoitf sa limite.

d. Prouver qué est une solution surde I'équation différentielley = x? + y? satisfaisant &f(0) =0.

7. Soit chz“ une série entiére de rayon de convergeRce 0, f sa fonction somme définie sur le disqDd0, R) du plan

complexe. Soia un élément deD (0, R) , etr un réel tel quéal <r <R.

a. Pour6 dans|0, 2m], représenterf(re®) et ﬁ sous forme de séries et en déduire un développemesérie
1-Se

_ e’
de g®) =5 %5

r
b. Prouver que la convergence de la série obtenumasiale sulf0, 2], et en déduire la formule intégrale de Cauchy

f(a) = j RICHW o

c. Soit réciproquement une fonction contirfusur D (0, R) , qui pour tousa etr vérifiant |a| <r <R, satisfait a la
formule intégrale précédente.

Grace au développement en séri%, puis a une intégration terme a terme bien jéstjfprouver queest déve-
loppable en série entiere sDn0, R) .

d. Soit (f,) une suite de fonctions définies sii0, R) , développables en série entiére sur ce disqummergeant
uniformément sur tout disquB (0,r) avecr < R, vers une fonctiof. Prouver qud est définie et continue sub(Q,R), et
gu'elle vérifie, pour toua etr vérifiant | a| <r < R, la formule intégrale de Cauchy. Conclure.

e. Le résultat obtenu a la questidnsubsiste-t-il si les fonctiong,, sont développables en série entiére sur l'intlerval
]-R R de R et convergent uniformément vers une foncfisar tout segmerjt-r, r] inclus dans-R R ?

8. Division des fonction®

a. Soitf une fonction de classé” sur un voisinage de 0 daifis a valeurs dan€, vérifiant f (0) = 0. On pose, pour

xZz0, g(x) :M. Prouver que, convenablement prolongée en Onletittng est de class€” (on écrira f (x) sous forme
X

d'une intégrale).
b. Pour des fonctions telles qui(x) =sinx, f(x)=In(1l+x) ou f(x)=€e* -1, comment peut-on justifier ce résultat
de maniére beaucoup plus élémentaire ?
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9. Théoreme de Poincaré
f etg désignent deux fonctions de clagdesur R? & valeurs dan& .

a. On suppose l'existence d’une fonctibnle classe’* vérifiant % =f etg—g =g (je rappelle que, dans ce cas, on dit

que la forme différentielleo= f dx+ gdy estexacte) . Prouver quegiy :g—?( sur R?.

b. On suppose réciproquement q%:g—g sur R?. Prouver I'existence d’une fonctidm de classeC® vérifiant

ﬂ: ﬂ:
ox fetay g.

10. Formule de Stirling pour la fonction Gamma

+00
a. Gréace au changement de varialyle x+ty/x dans I'expressio (x +1) = I e Yy*dy, donner une expression pour
0

X +00
x>0 del(x+1) sous la form{éj «/;.[ f(t,x)dt ouf est la fonction nulle pour< —/x et & préciser sinon.
e

b. Etudier, & fixé, la limite de f (t,x) quandx tend vers+oo .

InL+u)-u

c. Etudier la fonctionu — 5

u
d. Si x=>1, prouver qued< f (t,x)< (1+t)e' pour tout réel positif.
e. Montrer que pour toutde]—\/;, 0],ona0< f(t,x)< e'tz/z.

f.  En déduire la formule de Stirling :

M(x+1) ~ (g)xﬁ .

11. Soient(a,) et (b,) deux suites de complexes telles que la s{giteeosnx + b, simx ) tende vers 0 pour tout réel
a. Prouver que la suitéa,) tend vers 0.

1
b. On posel, :J'|b;1 sinnt|2 d et on suppose la sui@®,) bornée. Déterminer la limite de la suitle,) , et en déduire
0
que (b,) tend vers 0.

c. Dans le cas genéral, on pd3e=inf (|bn|,1). Prouver que la suitéB,) tend vers 0 et conclure.

d. Quelle raison mathématique profonde explique quéedaltat a prouver soit nettement plus délicatr pmsuite (b,)
que pour la suita,,) ?

12. On rappelle que I'on définit une norme sur I'esgades fonctions continues s{@,1] a valeurs dan® en posant, pour
fOE :

No(f)= sup|f ¢}.
t00,1]

On désigne paE; le sous-espace deconstitué des fonctions de clasde sur [0,1] & valeurs danR.
Pour f OE,, on pose :
[t]=]f ©f+no (7).
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On rappelle par ailleurs que potdir] E;, la longueur de la courbe représentativé dst donnée par la formule intégrale

suivante :
1
L(f):J‘w/1+ £2(t) ct .
0

a. Prouver que l'applicatiorf — | f| définit une norme SuE; .
b. Prouver que l'on &, () <|f| pour tout élémerftde E; .

c. Prouver que les normes, et | | ne sont pas équivalentes sEr (envisager les applicationg, : t+—>t").

Soit, pournON* , la fonction f, définie sur[0,1] par f,(X) :%sin(nnx).
n
d. Prouver que la suit€,,) converge vers la fonction nulle au sens de la rann
e. On notel, la longueur de la courbe représentativefgleProuver l'inégalitd,, = \/ﬁg (on pourra utiliser I'inégalité

|cosu| = coSu).
f.  En déduire que si I'on munit 'espaEe de la normen,,, I'application f —» L(f) n'est pas continue.

Soit f un élément fixé deg, .
g. Prouver que pour tout élémdrtte E; vérifiant | f - fo|<1,ona:
L -Ll) < 2 o+ - 1
h. Que peut-on en déduire concernant l'application L(f) silon munitE; de la normd| || ?

On pose, pourélément dej0,1], g(t) :%sin%.
"¢ sinu
i. Prouver que I'intégralej ——du est convergente sans étre absolument convergente.
u

0
j.-  Prouver que n'est pas sommable si0,1] .

1
k. On pose, poux élément dej0,1], f(X) = I g(t)dt . Prouver qué posséde une limite finie en 0. On peut donc prolon
X
gerf par continuité en 0, et ce prolongement sera encotéf.

I.  Prouver qué est continue suf0,1] et de class&€® sur ]0,1].
m. Prouver que malgré I'extréme régularitéf,deon graphe posséde une longueur infinie.
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