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1. Le cas linéaire

1.1. Généralités
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Soient I un intervalle de R non réduit a un point, £ = R"™ ou C™ et U un ouvert de E. Si f est
une application continue de I x U dans E, une solution de I’équation différentielle u' = f(t,u)
est une application dérivable y de I dans U telle que v/(t) = f (t,u(t)) pour tout ¢t € I. Si,
pour tout ¢ € I Dapplication = — f(t,) est une application affine (continue ) on dit que

I’équation est linéaire. On peut alors 1’écrire sous la forme
Y' = A@)Y + B(t)
avec A : [ — L(E) et B : I — E continues.

(1)c’est toujours le cas en dimension finie
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.2. Théoreme de Cauchy linéaire

THEOREME 1.1. — Soient A une application continue de I dans L(F) et B une application
continue de I dans E. Pour tout point (to,Yy) de I x E, I’équation linéaire (1.1) admet une
unique solution définie sur I tout entier et égale a Yy en tg.

Démonstration. — Commengons par remarquer que y est solution de (1.1) et Y () = Y si,
et seulement si, pour tout t € [ on a
t

V() = Yo+ / (A(w)Y (u) + B(u)) du. (1.2)

to
Soit J un intervalle compact inclus dans [ : sur J A et B sont bornées : il existe «a et § réels
tels que ||A(t)|| < aet ||B(t)]| < B pour tout ¢ € J. On définit Yy(t) = Y| puis, pour tout entier
n >0,

Vaea() =0+ [ (Aw)Ya(w) + B(w) doe

On a alors :
Y1 = Yol < (af|Yoll + B) [t — ol
et, par récurrence,
Oén|t _ to’n+1

(n+1)!
La série de terme général O‘T(HT), étant convergente, la série Y (Y, 41(t) — Y, (t)) converge
normalement donc uniformément puisque E est complet : la suite Y,, converge donc unifor-
mément vers une fonction continue Y qui vérifie (1.2. C’est donc une solution de 1’équation
proposée.
Si Y7 et Y5 sont solutions sur J, leur différence Y vérifie pour tout ¢t € J

Y1 = Yall < (afYoll + 5)

th—t()‘n+1

¢
Y(t)= [ A(w)Y (u)du.
to
Mais Y est continue donc bornée par un réel M sur le compact J de sorte que pour tout t € J
on a
1Y ()]l < Malt —tol.
Il en résulte comme ci-dessus, que pour tout entier n

n ‘t - to‘n
1Y (@) < Ma"——.
n!
Y est donc identiquement nulle sur J ce qui prouve l'unicité.
Si Jp et Jo sont deux intervalles compacts de I d’intersection non vide contenant tg, les
solutions Yy, et Y, définies ci-dessus coincident, par unicité, sur J; N Jo on peut donc définir
une solution Y sur Ji U Jo. D’autre part, si t € I, il existe un compact J de I contenant ¢ et

to : il existe donc une solution globale du probleme posé (probléme de Cauchy) g

Remarques 1.2. —  — Si Y] et Y, sont deux solutions de (1.1), Y7 — Y5 est solution de I’équa-
tion homogene U'(t) = A(t)U(t). Pour résoudre (1.1) il suffit donc de résoudre 1'équation
homogene et de trouver une solution (souvent appelée « solution particuliére »de ’équation
« complete ».
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— Soit (tg,yo) € I x E. D’apres le théoreme précédent, il extiste une unique solution de (1.1)
passant par yo au temps to. Il en résulte que les trajectoires {(t,Y (t)); t € I} des solutions
forment une partition de I x E.

— Le théoréme de Cauchy montre en outre que sit € I (I est un intervalle de R) 'application
or:y €S+ y(t) € E est un isomorphisme : I'espace des solutions est donc de dimension
dim(E). La résolvante. R(t,ty) est la matrice de o300y '. La résolvante permet de résoudre
I’équation complete par « variation des constantes ».

— (1.2) montre alors que 'espace des solutions de (1.1) est un espace affine de dimension
dim E.

— Bien noter que ce qui précede n’est en général plus vrai si I n’est pas un intervalle. On
pourra par exemple chercher I'ensemble des solutions de ¢y = y sur I =] — 1,0[U]1, 2].

1.3. Equations différentielles linéaires scalaires
1.3.1. Equations du premier ordre

Comme nous 'avons vu, pour résoudre sur un intervalle I I’équation
Y +alz)y = b(x) (1.3)

il suffit d’une part de trouver les solutions de ’équation homogene y' = —a(z)y puis de trouver
une solution de (1.3). La fonction a étant continue sur I y admet des primitives; soit A 'une
d’elles. 11 est facile de vérifier que pour tout réel C, la fonction — x +— Cexp (—A(z)) est
solution et que ce sont les seules (cf. la dimension). Nul besoin, d’ailleurs, d’invoquer les méanes
de Cauchy pour montrer que ce sont les seules solutions. Il suffit en effet, si y est solution, de
remarquer que la dérivée de y(x)e® est nulle sur I.

La méthode de Lagrange (dite encore méthode de « variation de la constante, consiste a
chercher une solution de I'équation complete de la forme y(x) = C(x) exp (—A(z)) or

y'x) = C'(x) exp (- A(x)) — a(z)C(x) exp (- A(z))
de sorte que y est solution si et seulement si C'(z) = b(z)exp(A(x)). La fonction =

b(z) exp(A(x)) étant continue sur I, si xg € I,

@) = exp(~A(a)) [ bt exp(A(D) de
fournit une solution.

Remarque 1.3. — On le voit, méme dans le cas des équations du premier ordre , on n’a en
général —hormis dans quelques exercices bien choisis— aucun moyen de calculer explicitement
les solutions d'une équation différentielle. Les études qualitatives des solutions (voir la suite) et
les méthodes de résolution approchée sont donc indispensables.

Pour les équations différentielles linéaires, on consultera avec profit ([3] et [4]).

1.3.2. Utilisation d'un logiciel

Les logiciels de calcul formel permettent parfois de résoudre explicitement des équations
différentielles.

Dans le cas d’équations linéaires scalaires on peut utiliser, avec Xcas, la commande desolve.
Par exemple, la commande
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desolve(y’+xxy=0)
fournit C exp(—2?/2) et la commande
desolve (y’+x*xy-exp(x)=0)

fournit
2 2

x

Coe™ 2 —l—e_%/e T da (1.4)

Xcas fournit en outre plusieurs fonctions permettant de tracer des trajectoires de solutions
(odeplot, interactive_plotode efc ...) ce qui peut étre trés intéressant un jour d’oral.

1.4. Equations linéaires du second ordre

On consideére ici des équations de la forme
Yy +a(z)y +b(z)y = c(z) (L.5)

ou les fonctions a, b et ¢ sont continues sur un intervalle I.

1.4.1. Le cas des coeflicients constants

On vérifie sans peine que e est solution de ’équation sans second membre si « est racine
de I'équation algébrique X? +aX + b = 0.

Soient oy, les racines complexes de cette équation (dite équation caractéristique) et supposons
que ay soit une racine de multiplicité ng. Alors toute fonction de la forme P(t)e® ! ou P est un
polynéme de degré < ny — 1 est solution de I’équation sans second membre. Une simple consid-
ération de dimension permet alors de démontrer que toute solution v de ’équation homogene
s’écrit d’une seule fagon sous la forme

u(t) = ZPk(t)eo‘kt

avec d°P, < ny, — 1.

Il nous suffit donc de trouver une solution de I’équation complete. Si f; et fo sont deux
solutions linéairement indépendantes de I’équation sans second membre, toute solution de cette
derniére s’écrit sous la forme C; f; + Cyfs ou C; et Cy sont des constantes. On cherche alors
une solution de la forme C4(t) f1(t) + Ca(t) f2(t). On impose en outre la condition C7(x) f1(z) +
C5(z) fa(z) = 0 et tout revient alors & résoudre le systéme ?)

Cifi+Csfy = clx)
Cifi+Csfa 0

La seconde équation permet de calculer C en fonction de CY, f; et fo et P'on obtient alors une
solution par intégration.
En pratique, on peut distinguer les cas suivants :
— Si ¢(z) est un polyndme de degré n, on peut chercher une solution particuliere de la forme
Q(z) ou @ est un polynéme de degré
a)nsic#0
b) n+1sic=0
c)n+2sib=c=0

) Voir ce qui suit sur le Wronskien
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~ Sic(x) = P(x)e*® ou P est un polynome de degré n on cherche une solution de la forme
Q(z)e™™ avec
a) d’Q = n si a n’est pas racine de I’équation caractéristique
b) d°Q = n + 1 si a est racine simple de I'’équation caractéristique
¢) dp@ = n+ 2 si « est racine double de 1'équation caractéristique
Si ¢(z) = P(x)coswz ou P(z)sinwz il suffit de remarquer qu’une solution particuliere de
u’+au'+bu = f1+ fo s’obtient en prenant le somme d’une solution particuliere de u”+au’'+bu =
f1 et d’une solution particuliere de au” + au’ + bu = fs.

1.5. Utilisation d’un Wronskien

Soit £/ un R-espace vectoriel de dimension finie n. L’espace § des solutions de 1’équation
homogene Y/ = AY ou A : I — L(F) est une fonction continue, est un espace vectoriel de
dimension n. On dit que (y,---y,) est un systeme fondamental de solutions si les y; sont des
solutions et si (y1,---yn) est une base de S.

DEFINITION 1.4. — Soient y1,ys, - - - yn des solutions sur I de I'équation Y’ = AY . Le Wron-
skien de ce systéme de solutions est le déterminant

W (t) = det (y1(t),- - ,yn(t)) -
Puisque 0 : y € S — y(t) € E est un isomorphisme, si W (tg) # 0, alors W (t) # 0 pour tout
t € I et si W(tp) =0 alors W est identiquement nul. D’autre part, un calcul simple montre que

W'(t) = tr (A(t)) W(t)
de sorte que

W(t) = W (to) exp < /t "1 (A(s)) ds> .

0
1.5.1. Cas du second ordre scalaire

Soit (e1,e2) des solutions de I’équation différentielle

y" +a(@)y + b(x)y = 0.
Le Wronskien de ey et es est 'application

W t»—)det( 6,1 6,2 )

€1 €
W est dérivable et
W'(t) = e1e”s — eze”1 = —a(t)W(t)

et W(t) = Cexp (— fti a(u)du). Il en résulte que si les conditions initiales (eq(to), €} (t)) et
(e2(to), €5(tp)) sont linéairement independantes, pour tout ¢ € I on a W (t) # 0 et réciproque-

ment. On remarque alors, que si I’on connait ey, on peut obtenir e; en résolvant une équation
linéaire du premier ordre sur chaque intervalle ou e; ne s’annule pas.Si

WUO)‘(é (1))

on retrouve le déterminant de la résolvante.
Tout ceci se généralise aux équations linéaires scalaires d’ordre n.
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1.6. Utilisation de séries entiéres
1.6.1. Séries majorantes

DEFINITION 1.5. — Soient S1 = Y. a,2" et So = > b, 2" deux séries entiéres. On dit que S
est une série majorante de Sy si pour tout entier n on a |a,| < by,

Si S5 est une série majorante de Sy le rayon de convergence de Sy est supérieur ou égal a
celui de Sy. Si S a pour rayon de convergence p , pour tout r < p il existe M > 0 tel que

M

Su(3) -2

z
T
soit une série majorante de ;.
La notion de série majorante permet de montrer assez simplement
(1) Les propriétés sur la somme, le produit de séries entieres.

(2) Le résultat sur la composition de deux séries entieres : si f est développable en série
entiere sur D(0, R) et si g est développable en série entiere sur D(0, R') et vérifie g(0) = 0
alors f o g est développable en série entiere sur un disque de centre 0.

(3) Si f est développable en série entiére sur un disque de centre 0 et si f(0) # 0 alors 1/ f
est développable en série entiere dans un disque de centre 0.

(4) la somme d’une série entiere est continue sur son disque de convergence
(5) la somme d’une série entiere Y a,z" est dérivable sur son disque de convergence et
f'(2) = X na,z"1; il en résulte que f est C* sur le disque de convergence.

PROPOSITION 1.6. — Soit Y a,z"™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. La
somme de la série est une fonction continue.

Démonstration. — Si f(z) = Y a,z" a pour rayon de convergence R et si 0 < p < R pour
tout z € D(0, p) et tout h tel que |h| < p — |z|

[f(z+h) = f(2)] <D lanl (2] + [R)™ = [2™)

M M
_ R 1 L

de sorte qu’il existe M > 0 tel que la série soit une majorante de f(z+h) —

p
f(2). La continuité de la majorante entraine alors celle de f. On pourrait de méme démontrer la
dérivabilité de f sans utiliser la convergence uniforme de la série dérivée terme a terme etc. [

PRrROPOSITION 1.7. — Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. La
somme de la série est une fonction dérivable et f'(z) = 3" na,z""!.
Démonstration. — Utiliser des séries majorantes. O

En ce qui concerne les opérations « algébriques »on utilise souvent le résultat suivant : soit
(ay) une suite et ¢, une suite définie par récurrence par des premiers termes co, - - - , ¢x et, pour
n+ 1 > k des relations de récurrence de la forme

Cpny1 = Pn(ala a2, ,0n,C1,C2, 7Cn)
ou pour tout n P, est un polyndme en les (a;)i<n, les (b;)icn €t les (¢i)icn a coefficients positifs.

Si oy, est une majorante de a,, (i.e. si pour tout n on a |a,| < ay, si 3, est une majorante de b,
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et si vo = |col, -, ¥k = |ck| alors, la suite v définie par ses k premiers termes et les relations
de récurrence

Tn+1 = Pn(ala g, Qp,yY1,72, 0 7771)
est une majorante de la suite c. tout ¢ < k.
THEOREME 1.8. — Soit f(z) = 3.7° a,2" une série entiére de rayon de convergence R > (

telle que ay # 0. Alors il existe une série entiére g(z) = Y b,2" de rayon de convergence
strictement positif r telle que 'on ait, dans un voisinage de 0, f o g(z) =z et go f(z) = z.

Démonstration. — Par les séries majorantes ([2] p. 372). O

1.7. Séries entiéres et équations différentielles

Pour le probléme de Cauchy Lipschitz on pourra consulter [1]. Nous nous restreindrons ici &
I’étude d’équations différentielles linéaires.
Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre n :
v+ an 1 (2)y" Y+ ao(2)y(z) = f(2) (B)

ol les ai et f sont développables en série entieres de rayon de convergence R. On se propose
de montrer que toutes les solutions de cette équation sont développables en série entiere dans
D(0, R).
Etudions tout d’abord le cas d’une équation du premier ordre
y'=a(z)y+b(z) (En).

Sia(z) = S anz" et b(z) = S bp2*, y = 3 apz* est solution (formelle) de (E;) telle que
y(0) = oy si et seulement si

n
apag+bp=a1 Yn>=1 (n+ 1oy = Zakan_k + by,.
0

Soit |a,| < A, et |b,| < B, des majorantes. Il est facile de voir par récurrence que la suite
Br, définie par By > |ag] et

n
BoAo+Bo=p1 Vn=1 (n+1)Bns1 = AbBuir+ Bn
0
est une majorante de («,). Il nous suffit donc de montrer que I’équation obtenue en rem-

plagant a(z) et b(z) par des séries majorantes admet une solution ayant un rayon de convergence
supérieur ou égal R pour conclure.

Or, pour tout 0 < p < R il existe M > 0 tel que soit une série majorante de a et b et

1—

R NI

I’équation

M
y=1—=zW+1)
p
admet pour solution C'(1— %)_M P)—1 qui a pour rayon de convergence p. Cette solution donne
une majorante de Y o, 2" dés que C' > 1+ |ayp| qui a donc un rayon de convergence supérieur ou

égal a R. Une équation linéaire d’ordre n se ramenant a un systeme de n équations du premier

EQUATIONS DIFFERENTIELLES VERSION PRELIMINAIRE
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ordre le résultat est démontré (remarquer que 'on peut utiliser la méme majorante pour chaque
équation).

Pour une équation homogene, on peut aussi remarquer que l’on peut prendre W
P
pour majorante de a; de sorte qu’il suffit de trouver une série entiere solution de

- M
(n) _ Il (l)
Yy ) 1—zw’

1 P
Ory=0C(1—- ?)_“ est solution si et seulement si p est solution de I’équation algébrique

n

k
P(u) =TJk+p) = > (O " [[(e+p) — Mp" =0

0 0
qui admet une solution réelle positive puisque P(0) < 0 et P(u) tend vers U'infini quand p —
+00. Si on se donne des valeurs de y(0) et ¢'(0) en prenant C' > |y(0)| et % > |¢/(0)] on obtient
une majorante de la série cherchée qui a donc un rayon de convergence > p. Ceci étant vrai
pour tout p < R on obtient le résultat.

2. Quelques exercices

Exercice 2.1 [Préambule] Soient ay,...,a, : I — R des fonctions continues. Montrer que
toute solution non-nulle de 1’équation y™ + a,_1(t)y™ Y + --- + ap(t)y = 0 a ses zéros isolés.
(Sitg € I et y(ty) = 0, utiliser une formule de Taylor en ¢)

Exercice 2.2 On considere 'équation différentielle z” + a(z)z’ + b(z)z = 0 a coefficients
continus sur un intervalle 7.

(1) Montrer qu’en posant z(x) = wu(z)y(r) on peut se ramener a étudier une équation
différentielle (E) de la forme y” 4+ py = 0 ou p est une fonction continue sur [

(2) On suppose que p est continue sur R a valeurs dans |0, +o00[. Montrer que toute solution
de y” + py = 0 s’annule au moins une fois sur R.

Soit z une solution de I’équation différentielle z” — pz = 0 non identiquement nulle.

Montrer que z s’annule au plus une fois.

(3) Soient f, g deux solutions indépendantes de (E). Si a et 5 (avec v < ) sont deux zéros
consécutifs de f (cf. exercice 2 ), alors il existe v € [«, 3] tel que g(v) = 0.

(4) On suppose désormais que 'on a deux équations du second ordre
(Er): y" +p(t)y =0

(B2): ¥ +a(t)y =0
ou p < ¢ sont deux fonctions continues sur un intervalle . On consideére f (resp. g) une
solution non-identiquement nulle de (E7) (resp. de Es). Montrer que si a et 3 sont deux
zéros consécutifs de f, alors il existe v € [a, 5] tel que g(y) = 0.

(5) Comparaison a un cas classique Soit I"équation y” + ¢(t)y = 0, et f une solution
non-identiquement nulle de cette équation. Montrer que
— si q(t) < M?, alors deux zéros consécutifs de f sont distants d’au moins /M ;

PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE
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— si q(t) > M?, alors dans tout intervalle I de longueur 7/M, f admet au moins un
zéro dans I.

Exercice 2.3 Soit p une fonctions continue et intégrable sur R*. Montrer que 1”équation
différentielle 4”7 + p(x)y = 0 admet des solutions non bornées. (Raisonner par 'absurde en
utilisant le Wronskien).

2.0.1. Eléments de solution

Soient ay,...,a, : I — R des fonctions continues. Toute solution non identiquement nulle de
Iéquation y™ + a,_1(£)y™ Y + -+ + ap(t)y = 0 a ses zéros isolés.
En effet, soit y une solution non identiquement nulle, si y(tg) = 0 il existe k € {1,--- ,n—1}

tel que y® (to) # 0 (unicité du probleme de Cauchy). Soit donc p le plus petit entier tel que
y®)(tg) # 0. La formule de Taylor-Young donne

— )P (p
y(t) = (tp,to)y(p)(to) +o((t—1o)") = (t —to)" (y
avec limy, e(t — tg) = 0. £ est donc un zéro isolé.
Un calcul simple montre que z(xz) = wu(x)y(x) est solution de z” + a(x)z’ + b(x)z = 0 si et
seulement si
y'u+y (2u' 4+ au) + (u” + bu)y = 0.
Si u est une solution non nulle de 2u’ 4+ au = 0 on a

u(z) = Cexp (—; /t: a(s)ds)

avec C' # 0. La fonction u ne s’annule donc pas et z est solution de I’équation initiale si et
seulement si y est solution de

y 4 W+ bu)y =y" +py =0
qui est bien de la forme cherchée.

Supposons p continue a valeurs strictement positives. Si y ne s’annule pas, étant continue sur
R, elle a un signe fixe et y” est de signe opposé. Quitte a étudier —y, on peut toujours supposer
que y(x) est strictement positif pour tout = : y”(z) est donc strictement négatif pour tout x
et y est concave. Notons que, ’équation étant linéaire, y est une solution globale, et le graphe
de y est au dessous de ses tangentes. Si une tangente a une pente non nulle, y tend vers —oo
quand z tend vers 400 ou —oo suivant le signe de la pente. Ceci est exclu : les tangentes ont
donc une pente nulle et y'(x) = 0 pour tout x. Alors y” = 0 et y = 0 ce qui contredit notre
hypothese.

Si z” = pz” et si z sannulait plus d’une fois, entre deux zéros consécutifs ¢y et ¢; on aurait z
de signe constant. On peut toujours supposer z > 0 sur |to, t1] et z serait strictement convexe
sur cet intervalle. Le graphe de z serait alors situé sous le segment [to, 1] d’ou z(t) < 0 ce qui
contredit I’hypothese.

Considérons le Wronskien de f et g :

W—det(/{, g’)'

EQUATIONS DIFFERENTIELLES VERSION PRELIMINAIRE
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Comme f et g sont linéairement indépendantes, W (¢) ne s’annule pas. On a :

W(a) = =f(a)gla) et W(B)=—f(B)g(B).
On peut toujours supposer f > 0 sur U'intervalle [« 8] de sorte que f'(a) > 0 et f/(8) < 0.
Comme W est de signe constant (c’est une fonction continue qui ne s’annule pas) on en déduit
que g(«) et g(f) sont de signe opposés et g a au moins un zéro dans Uintervalle |o, B]. Si ¢

avait deux zéros distincts dans cet intervalle, le méme raisonnement montrerait que f aurait au
moins un zéro dans I =|a, 5] ce qui contredit ’hypothése : g a donc un et un seul zéro dans I.

La fonction
H(t) = f(t)g'(t) — f'(t)g(t)

est dérivable de dérivée H't() = f(t)g(t) (p(t) —q(t)). Si g ne s’annule pas sur I on peut
supposer f positive sur I et g strictement positive. H est donc décroissante et H(«) > H(S).
Mais H(a) < 0 et H(3) > 0 d’ott une contradiction.

Ceci va nous permette, dans certains cas, de comparer les solutions de y” 4+ py = 0 a celles de
y”+ M?y = 0. Soit g(t) = sin(Mt+¢) : c’est une solution non triviale y”+ M2y = 0 ayant pour
L4 + Mﬂ Ce qui précede montre alors que si f est solution de z” 4+ gz = 0

avec ¢ < M? et si tg, t; sont deux zéros consécutifs de f tels que |t; — to| < 17 1l existe ¢ tel
que g(a) # 0 et g(5) # €0 et g ne s’annule pas sur [t, t;] ce qui contredit le résultat précédent.
Lorsque ¢(t) > M?, un raisonnement analogue (il suffit d’échanger les roles de f et g) montre
que tout intervalle de longueur §; contient un zéro de f.
Considérons maintenant 1’équation y” 4+ py = 0 ou p est une fonction continue intégrable sur
R*. Si f est une solution bornée de ’équation, —qf est intégrable sur R de sorte que
t

£ = £'(to) + [ plw)f(w)du

to

7 7’ 7T
zéros les réels

admet une limite finie quand ¢ tend vers U'infini. Si cette limite était non nulle

(6= t0)+ [ 7'

ne saurait étre bornée. On a donc f'(t) — 0 quand ¢t — +o0.

Si g est une autre solution bornée de 1'équation, le wronskien fg¢' — f'g a pour limite 0 en
plus l'infini. Ce Wronskien étant constant, il est nul : f et g ne sont donc pas linéairement
indépendantes. L’espace des solutions étant de dimension 2, ’équation posséde des solutions
non bornées.

3. Cas général

Soient I un intervalle de R et U un ouvert d'un R-espace de dimension finie £ muni d’une
norme || ||. Dans tout ce qui suit nous considérons 1’équation différentielle

y' = f(t,y) (3.1)
ou f est définie et continue sur I x U. On munit R x E de la norme produit.

DEFINITION 3.1. — Soient ty un point de I et yo un point de U. On dit que le cylindre
C(t07y0) = [t[) - 047750 + Oé] X B(?/O, R)

est un cylindre de sécurité relativement a (to, yo) si

PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE
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(1) [t() —a,ty JrOZ] Clet B(yo,R) cU
(2) I existe M > 0 tel que pour tout (t,y) € Cl(to,yo) on ait || f(t,y)|| < M et « < &.
LEMME 3.2. — Si f est continue sur ) = I x U, pour tout (to,yo) € 2 il existe un cylindre
de sécurité relatif a (t, yo).

Démonstration. — En effet, f étant continue sur €2, pour tout (¢g,yo) € €2 il existe un voisi-
nage [to — 3,to + ] X B(yo, R1) de (to, yo) sur lequel f est bornée par une constante M > 0. Il
suffit alors de prendre o < inf{3, £}. O

Si C' = C(to, yo) est un cylindre de sécurité, et si u est une solution de (3.1) telle que u(ty) = yo
alors

v(t) = u(ty) + t:f (s,u(s)) ds

vérifie ||v(t) — yo|| < M|t —to| < R pour tout t € [tg — a, to + a] autrement dit v(t) € B(yo, R)
pour tout ¢ € [ty — «, to + a].

THEOREME 3.3. — [Cauchy Lipschitz] Soient I un intervalle de R et U un ouvert de E.
Sif:(tyy) €I xU — f(t,y) € E est une fonction de classe C' sur I x U alors pour tout
(to,yo) € I x U il existe un cylindre de sécurité C = [ty — a, tg + a] X B(yo, R) et une unique
fonction u dérivable sur J = [ty — a, to + ] solution de (1) telle que u(ty) = yo -

Démonstration. — Soient ty € I et yo € U. Si (J,y) est une solution qui vérifie y(ty) = o
alors y est continue sur J et vérifie

t
y(t) = wo +/t f(s,y(s))ds.
0
On pose ug = yg et, pour tout t € J,

ur(t) = yo + /ttf(s,uo(s)) ds.

On vérifie sans peine que u;y est définie sur J et a valeurs dans B(yg, R). De plus,
[[ur(t) — uo(t)|| < Mt —tol.
La fonction ¢ — ug(t) = yo + ftg f(s,u1(s)) ds vérifie

Juate) = s o) <[ [ 1765, a(5) = 7G5, ua(s))] s

Si M; est la borne supérieure de la différentielle de f sur C l'inégalité des accroissements finis
montre que

[t — to?

[uz(t) —wa ()| < My 5

< MM,

t
/ Mls — to|ds
to

sur J. On définit alors par récurrence la suite u,, par

t

un(t) = yo + ) f(s,un—1(s)) ds.

puis on montre que pour tout entier n et tout ¢t € J
t—to|"
s (1) — ()] < A2 LI

EQUATIONS DIFFERENTIELLES VERSION PRELIMINAIRE
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ya 7 7 —_ n 7 . .
La série de terme général M7 1% étant convergente, la suite (u,) est une suite de Cauchy sur

J. Un passage a la limite montre alors que u est solution du probléme de Cauchy proposé.
Pour I'unicité on peut raisonner comme dans le cas linéaire. O

Remarque 3.4. — La condition f de classe C! (¢f. le programme) et est trés facilement
remplacée par la condition « f est localement lipschitzienne par rapport a y ». En effet, il est
facile de construire en (g, 7p) un cylindre de sécurité sur lequel f est lipschitzienne par rapport
a la seconde variable de rapport k. Il suffit alors de remplacer la constante M; par k dans la
démonstration du théoréme 3.3 pour conclure.

L’unicité permet alors de définir alors la notion de solution maximale i.e. de solution définie
sur un intervalle .J et non prolongeable & un intervalle J O J. En effet,

LEMME 3.5. — Soient (J1,u) et (Jo,v) deux solutions de (3.1). S’il existe ty € J1 N Ja) tel
que u(ty) = v(to) alors u et v coincident sur Jy N Js.

Démonstration. — C’est un résultat de connexité : soit
J = {t e JinNdJy ; u(t) = U(t)}.
J est une partie non vide Ji N Jy. C’est un fermé puisque u et v sont continues. Le théoreme de

Cauchy (unicité) montre d’autre part que c’est un ouvert. J;N.J; étant connexe, J = JiNJo. O

Remarques 3.6. — 1l résulte du théoreme de Cauchy qu'une solution maximale est définie
sur un ouvert de I.

Deux trajectoires maximales sont soit disjointes soit confondues

Si E = R Les trajectoires sont ordonnées (par y(tp))

LEMME 3.7. — Soit f une fonction de classe C* sur [t — 2a,t+2a] x B(yo,2R) aveca > 0 et
R > 0. Il existe T > 0 tel que pour tout (t1,y1) € [t — o, t + a] X B(yo, R) la solution maximale
u du probleme de Cauchy au point (t1,y;) soit définie sur un intervalle contenant [t; — 7,11 + T].

Démonstration. — Il suffit de reprendre la démonstration du théoreme 3.3 en remarquant
que B(y1, R) C B(yo,2R). O

3.1. Un lemme de comparaison

PROPOSITION 3.8. — [Lemme de comparaison] Soit g : [to, t;[xRT — R* une fonction
continue et soit p : I = [t, t1[— R* une fonction dérivable vérifiant
p(t) =gt p(t))
pour toutt € I. Si~y : I — R"™ vérifie ||/ (¢)|| < g(t, ||v(t)||) pour tout t € I et si ||y(to)] < p(to)
alors, pour toutt € I, on a

@I < p(2). (3.2)

Démonstration. — D’aprés U'hypothese on a |7/ (to)|| < p'(to) et [|[7(to)]] < p(to) ; un développe-
ment limité a 'ordre 1 donne :

Y(t) = v(to) + (t — o)y (to) + (t — to)e(t)
avec lime(t)g, = 0. Si |7/ (to)]| = p/(to) — p avec u > 0 on a donc
V@1 < plto) + [t = tol (¢ (t0) — 1) + [t = toll|=(D)]
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Or p(t) = p(to)+(t—to)p'(to)+(t—to)n(t) avec n(t) — 0 quand t — to de sorte que ||y(¢)|| < p(t)
pour t assez proche de tg dans I.
Supposons qu'il existe ¢ € I tel que ||y(t)|| = p(t) et soit to = inf{t € I ||y(¢)]| = p(t)}. Sur
J =|to, ta] on a [|v(t)|| < p(t). De plus,
IV (t2)l < g (t2, I (E)N) = g (t2, plt2)) = ¢ (t2). (3:3)
un développement limité a l'ordre 1 en ¢5 donne pour t €]ty, to]
IO = Iy (E)ll = (2 = IV (E2)[| + olt2 — 1)
et
p(t) = p(ta) = (t2 = )0 (t2) + otz — 1) > plta). = (t2 = )|V (L) ]| + o(t2 — 1)
ce qui contredit (3.3)[ Remarquer que, d’apres (3.3), p/(t2) > 0]. O

3.2. Applications

La proposition précédente, souvent utile, permet de démontrer certaines formes du lemme de
Gronwall de fagon naturelle (le lemme de Grénwall est en fait un lemme de comparaison).

PROPOSITION 3.9 (Gronwall 1). — Soient a et b deux fonctions continues sur I = [0, T avec
a > 0 et b dérivable. Si une fonction u continue a valeurs réelles vérifie

u(t) < b(t) + /0 " a(s)u(s)ds

alors pourt € I on a

u(t) < b(t)+ /Ot b(s)a(s)exp (/St a(u)du> ds

< b(0)exp </Ot a(u)du) + /Ot V' (s) exp (/:a(u)du> ds. (3.4)

Démonstration. — On va comparer u & la solution de I’équation différentielle p'(t) = /() +
a(t)b(t) telle que p(0) = b(0). Cette équation est linéaire et la solution égale a b(0) en 0 —que
I’on obtient par exemple par variation de la constante— est donnée par

p(t) = b(0) exp ( /0 t a(u)du) + /0 " (s) exp ( / ta(u)du) ds

et la proposition (3.8) permet de conclure. O

Dans le cas d’une inégalité différentielle u'(t) < a(t)u(t) 4+ b(t) on a une preuve bien plus
simple lorsque u est de classe C'. En effet, on peut alors écrire

o' (t) = a(t)u(t) + b(t) — c(t)

ou ¢ est une fonction positive et continue (différence de fonctions continues). La fonction u est
donc solution d’une équation différentielle linéaire et

u(t) = wu(ty)exp </t: a(s)ds> + /t (b(s) — c(s)) exp </: a(u)du) ds

to

< u(tp) exp </t: a(s)d5> + t b(s)exp (/:a(u)du> ds.

to
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3.2.1. Exemples

(1) Soit f: I x U — E = R" une fonction k lipschitzienne sur un cylindre J x V. On dit
que 7 de classe C! par morceaux est une solution e-approchée si pour tout ¢ € J on a

() = f(E (@] <e. (3.5)

La méthode d’Euler fournit des solutions e-approchées affines par morceaux.

Soient alors 7, une solution € -approchée sur J et 5 une solution es-approchée sur
J telles que 71 (tg) = Y2(to). Posant (t) = 71(t) — 72(t) on a, pour tout € > 0,

IV (Ol <& =e1+ e+ kvl

Si p(t) est solution de p/(t) = &1 +e2+ kp(t) avec p(0) = 0 on a donc ||y(t)|| < p(t) pour
tout ¢ d’ou, en faisant tendre € vers 0, :

€k|t7t0| _ 1
k

(On obtient directement le résultat sur ¢t € J,t > ty puis on traite le cas t < ty ce qui
donne la valeur absolue). Prenant e = €5 = 0 on obtient 1'unicité dans le théoréme de
Cauchy Lipschitz. De plus, si on prend une suite de réels strictement positifs (g,,) qui
tend vers 0, on voit que toute suite de solutions (&, )-approchées converge uniformément
sur tout compact. cette derniére remarque permet de démontrer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz a 'aide de solutions approchées.

[71(8) = 72Ol < (61 + €2)

(2) On considere I'équation différentielle y' = f(t,y) ou f : R x R®™ — R™ est continue,
localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable. S’il existe des constantes
positives a et b telle que || f(t,y)|| < ally||+ b, les solutions maximales sont globales (i e.
définies sur R). En effet, si v est une solution maximale définie sur |a, 8], on a pour
t > o,

ool < oteo)ll+ [ 1565, o) s < leall +6¢ = t0) + [ alols) s

Le lemme de Gronwall (3.9) montre alors que ||v]| est majorée sur 'intervalle [¢o, 5] par

Jooll exp(a(B — 1)) + - (e~ 1)

sia # 0 et par [|vg||+b(S—1tp) sinon. On montre de méme que ||v|| est bornée sur | —a, to].
Prenant une suite ¢, qui converge vers [ on peut en extraire une sous-suite (fx) telle
que 0 converge vers [ et v(f)) converge vers un point z. La solution se prolonge (cf. le
théoréme (4.1)) ce qui contredit le caractére maximal de v.

(3) On munit R™ du produit scalaire usuel. Soit I un intervalle de R et soient f : [ x R" —
R"™ continue localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable, a : I — R et
b : I — R telles que pour tout (¢,z) € I X R on ait

(f(t.2),2) < a(t)]|=]* +b(t).

Soit 7 :Jt7,tT[— R™ une solution maximale de I'équation 3y’ = f(¢,y). Montrer que
tt =supl.
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La fonction u € R™ — (u,u) est dérivable en tout point (forme bilinéaire) de sorte
que le théoreme de dérivation des fonctions composées montre que

Sr(t) = 202/(1), (1)) < 20(0)r (1) + 20().

Le lemme de Gronwall (on a ici une méthode directe en remarquant que /() = 2a(t)r(t)+
2b(t) — c(t) avec ¢ = 0 et ¢ continue : on peut intégrer directement cette équation pour
en déduire un emajoration de 7). Comme r est majorée sur Jto,¢"[, il en est de méme
de ||¢/|| puisque ||/]| = || f(t, v)|| < a(t)r(t) + b(t). L’intégrale tf;r y'(u)du est donc con-
vergente ce qui montre que y(t) a une limite ¢ quand ¢t — ¢*. On peut donc prolonger
en (t4,!) ce qui contredit la maximalité de f. La continuité de f suffit (Cauchy-Arzéla

hors programme).

4. Le théoréme des bouts

THEOREME 4.1. — [Théoréme des bouts] Soit y une solution maximale du probléme de
Cauchy

{ y = [ty
y(to) = o
définie sur J C I. Sisup J < sup I pour tout compact K C U il existe t; € J tel que y(t1) & K.

On a un résultat analogue si inf J < inf J.

Démonstration. — Supposons = sup J < sup [ et raisonnons par absurde. S’il existait un
compact K et une suite ¢, tendant vers [ telle que y(t,) € K pour tout n, quitte a en extraire
une sous-suite, on pourrait supposer qu’elle converge vers z € K. Soient r > 0 et R > 0 tels
que f soit bornée et Lipschitzienne par rapport & y dans [3 — 2r, 8 + 2r] x B(z,2R). Alors ,
il existe 7 < 7 tel que pour tout (¢0,20) € [3 — 7,8 + 7] x B(z, R) la solution maximale du
probléme de Cauchy est définie sur un intervalle contenant [t — 7,%y + 7]. Or, pour n assez
grand, (t,,y(t,)) € [B— 7,6+ 7] x B(z, R), et t, + 7 > (. Ceci contredit le fait que y soit une
solution maximale. O

LEMME 4.2 (Gronwall). — Soit ¢, a et b des fonctions continues de I = [0,T] a valeurs
réelles. Sia >0 et p(t) < [y a(s)p(s)ds + b(t) pour tout t € [0,T] alors

o(t) < /Ot a(s)b(s) exp </St a(u)du) ds +b(t).

Démonstration. — Poser v(t) = fg a(s)p(s)ds. On a v' = ap < a(v +b). On a donc :

% (exp (— /0 ta(U)du) .v(t)> < a(t)b(t) exp ((_ /0 ta(u)du) |

11 suffit alors d’intégrer pour conclure.
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4.1. Applications

Le lemme de Gronwall sert souvent & obtenir des estimations a priori des solutions d’une
équation différentielle. Le théoreme des bouts permet alors de conclure a la globalité des solu-
tions.

(1) Si f est continue et bornée sur I x E et si ¢ = f(t,y), y est une solution globale. En
effet |3/ < M de sorte que [y(8)]| < [ly(to)]| + Mt — to].

(2) Si||f(y)|| < aly| + b les solutions de y' = f(y) sont globales. En effet on peut majorer
ly(t)| par le lemme de Gronwall puis appliquer le théoreme des bouts.

(3) Par contre dans le cas de ¢/ = —y? il n’y a pas de solution globale telle que y(0) # 0
(expliciter les solutions).

4.2. Barriéres

Soit u : J C I — U une fonction de classe C'. On dit que u est une barriére supérieure
pour (3.1) si v/(t) > f(t,u(t)) pour tout ¢ € J. On dit que u est une barriére inférieure pour
(3.1) si u/(t) < f(t,u(t)). Soit u une barriere supérieure. Si y est une solution de (3.1) telle
que y(tyg) < u(tp) alors pour tout ¢t € J on a y(t) < wu(t). Sinon, il existerait t; > to € J tel
que y(t1) > u(ty) et ensemble X = {t € I}ty <t < t1,y(t) < u(t)} est non vide, majoré par
t1 et fermé puisque y et u sont continues : il admet donc une borne supérieure t* € X. On a
y(t1) < wu(ty) et y(t) > u(t) pour t > t*. La continuité de y et de w montre alors que y(t*) = u(t*).
Mais, f étant lipschitzienne par rapport a la seconde variable, il existe to € K = [t*,¢;[ et un
réel C' > 0 tel que pour tout t;nK on ait

|f (& u®) = f (& y(0)] < Clu(t) —y(8)].

On a alors ¥/(t) — ¥/ (t) < C(y(t) —u(t)) ce qui entraine que y — u est négative sur K
(3.9). On obtient donc une contradiction. Pour les barriéres inférieures on fait une démon-
stration anallogue. Si u est une barriére supérieure et v une barriere inférieure sur J alors
A= {(z,y)de] x U;u(r) <y < v(r)} est un entonnoir : soit y une solution de (3.1), si tg € J
et (to, y(to)) € A alors pour tout t € J on a (t,y(t)) € A. La solution est piégée dans I’entonnoir.

Exemple 4.3. — Considérons 'équation différentielle 4’ = y?(1 — 2ty). La fonction f(t,y) =
y?(1—2ty) est de classe C' sur R x R. De plus v(t) = 1 est une barriére supérieure et v(z) = 5-
une barriere inférieure.

Exemple 4.4. — Prenons maintenant I’équation différentielle 3/ = y — 2. La fonction f est
de classe C! on peut donc appliquer le théoréme de Cauchy. On ay/ =y(1 —y). y=0et y =1
sont des solutions globales. De plus, si y(to) €]0, 1] puisque les trajectoires sont disjointes ou
confondues, on a y(t) €]0,1[ pour tout ¢ € J. Le théoréeme des bouts montre donc que y est
une solution globale. Sur R la solution y est croissante de sorte que si y a une limite yg # 1
sa dérivée a aussi une limite ¢ puisque y’ = y — y?. Mais comme y(t) = yo + ftz y'(u)du cette
intégrale a une limite finie en +00. Comme 3y’ — £ cela entraine que ¢ = 0 puis que limy = 1.
De méme y — 0 quand t — —o0. Si y # 0, le changement z = 1/y permet d’intégrer I’équation
étudiée puisque 2’ = 1 — 2. z = 1 est solution et la solution générale est z = 1 — Ce™* de sorte
est de la forme y = 1/(1 — Ce™") sur un intervalle convenable.
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FIGURE 1. Un entonnoir.

Exercice 4.4 Montrer qu'il existe une infinité de solution maximales de ¢’ = y? ayant méme
condition initiale. Expliquer.

Exercice 4.5 Montrer que ¢t +— 0 et ¢ +— t|t| sont solutions de I'’équation différentielle
y' = V/|y| avec la méme condition initiale y(0) = 0. Montrer directement que y +— /|y| n’est
pas lipschitzienne au voisinage de 0 (regarder ce qui se passe sur un intervalle de la former

[OvtO])

Exercice 4.6 On considére I'équation différentielle 2’ = 22 —t et Dy = {(¢,7) ; 22 —t < 0}.
Montrer que toute solution maximale telle que (tg, z(tg) € Dy est définie sur [ty, +00[. Montrer
que la courbe intégrale reste dans Dy et que z(t) ~ —+/t au voisinage de +oc.

S’il existe t > tq tel que x2(t) —t > 0, soit t; = inf{t € [to, 8] ; 22 —t > 0} (la solution
maximale étant définie sur J =]a, B[ avec tq € J). Si x(t1) = /1, en étudiant z(t) — v/t on
reléve une contradiction. On fait de méme si z(t;) = —/t;. On a donc —f < 2’ < 0 sur [to, A :
2’ est intégrable sur cet intervalle ce qui montre que x a une limite finie en 3. Il suffit alors de
prolonger (Cauchy-Lipschitz) pour conclure.
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5. Liste des legcons sur les équations différentielles en 2013

Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients continus (224).
Systemes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants. Exemples (225).

Approximation des solutions d’une équation différentielle (253).

(1)

(2)

(3)

(4) Exemples d’étude et de résolution d’équations différentielles scalaires (428).

(5) Exemples d’étude et de résolution de systemes différentiels linéaires (429).

(6) Exemples d’équations différentielles issues des sciences physiques ou chimiques (430).
(7)

Exemples de systemes différentiels linéaires en dimension 2 ou 3. Allure des trajectoires

(441).

(8) Exemples de résolution exacte et de résolution approchée d’équations différentielles
scalaires (445).
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