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Avant-propos vii

Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux candidats a ’agrégation interne de mathématiques,
qu’ils soient inscrits dans une préparation universitaire, en formation autonome
ou en reprise d’études. Il a pour ambition d’accompagner efficacement la prépara-
tion au concours en proposant un ensemble de problémes soigneusement choisis,
couvrant les principaux domaines du programme, et congus pour refléter 'esprit,
le niveau d’exigence et la diversité des épreuves de I'agrégation. Il sera également
utile aux candidats a I'agrégation externe ainsi qu’aux éleves de classes prépara-
toires scientifiques.

Chaque chapitre débute par un rappel de cours synthétique, centré sur les
notions, résultats fondamentaux et méthodes indispensables & la résolution du
probléme étudié. Ces rappels qui ne peuvent se substituer a un cours complet, sont
destinés a fournir au lecteur un cadre conceptuel clair, mettant en évidence les idées
et les outils essentiels. Ils visent également & favoriser une vision transversale des
mathématiques, indispensable a la réussite au concours. Ces syntheses s’appuient
sur une bibliographie classique, a laquelle le lecteur est invité a se reporter en
vue d’approfondir les notions abordées, replacer les résultats dans un cadre plus
général ou découvrir d’autres points de vue.

Les problémes proposés sont suivis de corrigés détaillés et rigoureux, dans les-
quels une attention particuliere est portée a la rédaction, a la justification des
raisonnements et a la mise en valeur des idées clés. Pour certaines questions, plu-
sieurs méthodes sont présentées en vue d’encourager le lecteur a développer sa
propre autonomie mathématique. L’ensemble de I'ouvrage a été congu dans un
double objectif : consolider les connaissances théoriques et entrainer a une pra-
tique exigeante de la résolution de problemes, condition essentielle pour aborder
l'agrégation avec confiance et discernement.

Chaque probléme débute en partie préliminaire par une série de questions sur
quelques résultats classiques qui seront utilisés dans les autres parties ou 'ont
s’'intéresse au coeur du theme étudié. Cette progression vise a guider le lecteur dans
la construction des outils nécessaires, tout en 'amenant progressivement vers des
résultats plus substantiels.

Enfin, chaque probléme est centré autour d’un théme particulier qui peut don-
ner des idées de développements pour les lecons d’oral. Ces pistes sont mises en
valeur par I’annonce des objectifs de certaines parties, lorsque celles-ci visent a
établir un résultat notable, en lien direct avec les attentes du concours.

Les sujets abordés avec cet ouvrage sont les suivants :

e arithmétique avec le probléme 0 ou l'on s’interesse a la conjecture de J.
BERTRAND démontrée par P. TCHEBYCHEV : pour tout n € N*| il existe des
nombres premiers compris entre n et 2n ;

e théorie des groupes avec le probleme B ou ’on s’intéresse a la notion de sous-
groupe maximal d’un groupe et a l'intersection de tous ses sous-groupes, a
savoir le sous-groupe de FRATTINI d’un groupe;

e groupe linéaire d’un K-espace vectoriel avec le probleme B qui est 'occasion
de revoir quelques résultats généraux sur GL (E) en s’intéressant aux cas
particuliers de R, C et d’un corps fini et avec le probléme B ot I'on s’intéresse
en particulier aux sous-groupes finis de GL,, (C) et de GL,, (Z);
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algebre linéaire avec le probleme B ou ’on propose quelques calculs classiques
de valeurs et vecteurs propres de matrices, le probléeme B ou 'on s’intéresse
aux commutant et bicommutant d’'un endomorphisme et le probleme @ ou
I’on s’intéresse a un théoreme de BURNSIDE qui nous dit que pour K algé-
briquement clos et tout K-espace vectoriel E de dimension n > 2, L (E) est
l'unique sous-algebre irréductible de £ (E) (une sous-algebre A de £ (E) est
dite irréductible 8’il n’y pas de sous-espace strict de E stable par A);

géométrie avec le probléme B ou l'on s’intéresse a la notion de diametre
transfini d’'un ensemble du plan affine euclidien et le probleme B ou l'on
s’intéresse aux convexes compacts de R" ;

suites numériques ou a valeurs dans un espace normé avec le probleme 00
ot I'on s’intéresse aux moyenes de CESARO, d’EULER et de TOEPLITZ et le
probléme I ou 'on s’intéresse aux formules de STIRLING ;

classes de fonctions particulieres avec le probleme [ ou ’on s’intéresse aux
fonctions absolument monotones, le probléeme 3 ot 'on s’intéresse aux fonc-
tions & variations bornées, le probleme ?? ou l'on s’intéresse aux fonctions
continues et nulle part dérivables et le probleme ?? ou l'on s’intéresse aux
fonctions presque périodiques;;

intégration avec le probleme REFF ou l'on s’intéresse ...;



PROBLEME 1

Postulat de BERTRAND

1.1 Rappels de cours

Du théoréme de division euclidienne, on déduit le théoréme de numération dans une base.

Théoréme Soit b > 2 un entier. Pour tout n € N*| il existe un unique entier p et un
unique (p + 1)-uplet (nk)0<k<p € NP1 tels que np # 0, 0 < ng, < b— 1 pour tout

P
ke{0,1,--- ,p} et n= anbk.
k=0

Les théorémes de BEZOUT et de GAUSS sont importants en arithmétique.

Théoréme Des entiers relatifs a1, - - - , ap non tous nuls sont premiers entre eux dans leur
P
ensemble si, et seulement si, il existe des entiers relatifs uy,--- ,up tels que E ugpag = 1.
k=1

Théoréme Soient a, b, ¢ des entiers relatifs non nuls. Si a divise bc et a est premier avec
b, alors a divise c.

Sur les nombres premiers, les principaux résultats sont les suivants.

e L’ensemble P des nombres premiers est infini.

o Tout entier naturel n > 2 se décompose de maniére unique sous la forme n = p‘fl EERY ey
ou2 < p; <p2 <--- < prsont des nombres premiers et les o, sont des entiers naturels
non nuls.

Sur les groupes nous avons besoin des résultats suivants.
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Théoréme Soit E un ensemble fini.Toute permutation o € S (E) \ {Idg} se décompose
en produit de cycles deux & deux disjoints. Cette décomposition est unique a ’ordre pres.
s

™
Sio = H ~r est une telle décomposition, on a alors la partition Supp (o) = U Supp (&)
k=1 k=1
et Pordre de o est 0 (o) = ppem (0 () -
1<k<r

Théoréme Soit G un groupe fini d’ordre m > 2. Pour tout diviseur premier p de m il
existe dans G un élément d’ordre p.

1.2 Enoncé

Le but de ce probleme est de donner une démonstration du résultat suivant
conjecturé par J. BERTRAND, puis démontré par P. TCHEBYCHEV : pour tout
n € N* il existe des nombres premiers compris entre n et 2n.

On donnera quelques applications de ce théoréme.

Pour tout réel z, on note |xz] sa partie entiére.

On note P ’ensemble de tous les nombres premiers.

Pour tout nombre premier p et tout entier n > 2, on note v, (n) 'exposant
de p dans la décomposition de n en facteurs premiers, soit :

vp (n) = max {k € N, p* divise n}

Par convention, on note v, (1) = 0.
Cet entier v, (n) est la valuation p-adigue de n.
On a v, (n) # 0 si, et seulement si, p divise n.
La décomposition en facteurs premiers de n peut donc s’écrire sous la forme
n= H p*» (") ot D,, désigne I’ensemble des diviseurs positifs de n, ce qui peut
peD,NP
aussi s’écrire n = Hp”P("), le produit étant fini puisque v, (n) = 0 si p ne divise

peP
pas n.

— I — Quelques propriétés des valuations p-adiques

1. Montrer que le nombre de zéros qui terminent ’écriture décimale d’un entier
n > 2 est égal & min (15 (n),vs5 (n)).

2. Soient p un nombre premier et n,m deux entiers naturels non nuls. Montrer
que :

(a) vp (nm) = vy (n) 4 vp (M) ;
(b) pour tout k € N*, on a v, (n*) = kv, (n);
(¢) vp(n+m) = min (v, (n),v, (m)), 'égalité étant réalisée si v, (n) # v, (M) .

3. Soient p un nombre premier et n > 2 un entier. Montrer que :
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(a) pour tout k& € N, le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont multiples
n
de p* est égal & {kJ :
p
(b) pour tout k € N, le nombre d’entiers compris entre 1 et n dont la valuation

p-adique vaut k est l'entier {kJ — {J , cet entier étant nul pour
p

pk+1
1
k> k’ﬂ,P — \‘n(mJ ;

In (p)
kn,p
(c) vp(n!) = Z {ZJ (formule de LEGENDRE)?;
k=1
@ vl ~

n——+00 p—]_

4. Préciser pour tout n € N*, le nombre de zéros qui terminent ’écriture décimale
de n!

5. Soient p un nombre premier, n > 2 un entier et Sy, (n) la somme des chiffres
dans I’écriture en base p de n. Montrer que :

_n=50.
(a) vp (”D*ﬁ7
n In (n) no
by =1 (ln(p) +1) S vl < o7
(c) pour tout a € N*, on a v, ((p* — 1)!) = ];:11 —a.

2
— IT — Quelques propriétés des coefficients binomiaux ( n)
n

2n 2n
1. Soient n > 2 un entier, p un diviseur premier de ( > et app =1p << )> .
n n

Montrer que :

(a) 2 <p<2n;
k2n,p
2n n . ln(2n)J )
b) a,, = — | =2 | — ou ko,, = | ——=|, chacun des entiers
(b) ,;1 kaJ kaD o Lln(p)

2
{ZJ -2 {TZJ valant 0 ou 1;
p p

(c) p<p*r < 2n;

(d) pour v2n < p < 2n, ay,, vaut 0 ou 1;

() pour2<n<p<2n,onaay,=1;
)

2n
(f pourn23et?<p§n,onaozn7p:0.

1. Pour n < p, on a {%J = 0 et les sommes considérées sont nulles.
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2n 2n
2. Montre e pour tout n € N*, on a 2 < = a , puis que
ntrer que pour tout n n < < ) ogllcg};n < k) puis qu

n
92n < 9, (2">
n

3. Pour tout entier n > 2, on note P, = H p. Montrer que :
pEP,

P 2m +1
(a) pourtoutmeN*,onaszrl<< + ><22m;
m+1 m

(b) pour tout entier n > 2, on a P, < 22" (inégalité de TCHEBYCHEV).

4. Soit n > 5 un entier. En convenant qu'un produit indexé sur I’ensemble vide
vaut 1, montrer que :

@ (M <e™ T Tk

n pe]v2n,2t]nP  p€n2n[NP

o) () < et 1 v
<

pEln,2n[NP

en)™ I »

pEln,2n[NP
— IIT — Théoréme de TCHEBYCHEV

On se propose de montrer que pour tout entier n > 2, il existe des nombres
premiers strictement compris entre n et 2n (théoréeme de TCHEBYCHEV).

1. Montrer le résultat annoncé pour 2 < n < 4.

1
2. En désignant par f la fonction définie sur [e, +oo[ par f (z) = M, montrer
x
In (2
que pour tout réel z > 2% on a f(r) < né )
3. On suppose qu'il existe un entier n > 5 tel que |n,2n[NP = (.

In(2)

(a) Montrer que f (\/ﬁ) >

(b) Connaissant la suite de nombres premiers :

, puis en déduire que n < 512.

(pk)1<k<9 = (5,7,13,23,43,83,163,317,631)

et remarquant pour tout entier k compris entre 1 et 8, on a px < pr+1 < 2pg,
montrer que pour 5 < n < 512, tout intervalle |n, 2n[ contient I'un de ces
nombres premiers. Conclure.

4. On se propose de montrer que, pour tout entier n > 2, n! n’est pas un carré.

(a) Montrer le résultat pour n =2 et n = 3.
(b) Pour n > 4, justifier existence d’un nombre premier p strictement compris

n 4 . 4 1o , ’
entre 5 et n, vérifier que v, (n!) = 1, puis en déduire le résultat annoncé.
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2
(¢) Que dire de lentier < :) ?

n
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on note H,, = Z% En
k=1 n
désignant pour n > 4 par p un nombre premier p strictement compris entre 5

et n (question ITI.HH), montrer qu’il un entier a,, et un entier b,, premier avec p

a

tels que H,, = — + b—", puis en déduire que pour tout entier n > 2, le nombre
n

rationnel H, n’est pas entier.

6. Pour tout entier n > 2, on désigne par S, le groupe symétrique. En désignant
pour n > 4 par p un nombre premier strictement compris entre — et n (question
II1.AH), montrer qu’il existe dans S, une permutation d’ordre p et que cette
permutation est un p-cycle. On peut admettre le théoréeme de CAUCHY qui nous

dit que pour tout diviseur premier p de 'ordre d’un groupe fini G, il existe un
élément d’ordre p dans G.

7. On note (pn),cn-
nombres premiers.

la suite rangée dans 'ordre strictement croissant de tous les

(a) Montrer que pour tout n € N*, on a p, < ppt1 < 2pn, puis que pour tout
entier n > 2, on a p,, < 2".

n

(b) En notant S,, = Zpk pour tout n € N*, montrer que pour tout entier
n25,0napn+1zg’n—13.

(¢) Pour tout entier n > 5, on désigne par A, 'ensemble de tous les entiers
qui peuvent s’écrire comme somme de nombres premiers distincts pris dans
lensemble {p1,- - ,pn}. Montrer que A,, contient tous les entiers compris
entre 7 et S, — 7. On peut admettre que ce résultat est vrai pour n = 5
(vérification fastidieuse).

(d) Montrer que tout entier n > 7 s’écrit comme somme de nombres premiers
tous distincts.
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PROBLEME 2

Sous-groupes maximaux d’un
groupe

Ce probleme est I'occasion de revoir quelques notions de base sur les groupes.
On s’intéresse a la notion de sous-groupe maximal d’un groupe ainsi qu’a 'inter-
section de tous ses sous-groupes que 1'on appelle le sous-groupe de FRATTINI. En
particulier, on s’intéresse au sous-groupe de FRATTINI d’un p-groupe.

2.1 Rappels de cours
Soit (G, -) un groupe multiplicatif.

Définition Si X est une partie de G, le sous-groupe de G engendré par X est I'intersection
notée (X) de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

»
Ona (X) = {Hz?‘, reN* zp € Xetege{—1,1} pourl <k<r}.Dans le cas ol les
k=1

éléments de X sont en nombre fini et commutent, on a le résultat suivant.

Théoréme Pour tout p € N* et tout p-uplet (gk)lgkgp d’éléments de G qui commutent

2
deux & deux, on a (g1, ,gp) = {ng’“, (O‘k)lgkgp € ZP} et ce groupe est commu-
k=1

tatif.

Définition Le groupe dérivé d’un groupe (G, -) est le sous-groupe D (G) de G engendré
par les commutateurs, c’est-a-dire par les éléments de G' de la forme [a,b] = aba=1b7 1,
ou a, b sont dans G.
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Le groupe dérivé D (G) d’un groupe G est le plus petit sous-groupe distingué H de G tel que
le groupe G/ H soit commutatif.

Définition Si H est un sous-groupe de G, le cardinal de ’ensemble quotient G/H est
noté [G : H] et on I'appelle I'indice de H dans G.

Théoréme Soient G un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe de G. Pour tout
g € G on a card(gH) = card (H) et card (G) = [G : H|card (H), donc l'ordre de H
divise celui de G.

Définition On dit qu’un sous-groupe H de G est distingué, si on a gH = Hg pour tout
g €qG.

Si H est un sous-groupe distingué de G, ’ensemble quotient G/H est alors un groupe.

Définition Le centre Z (G) d’un groupe G est la partie de G formée des éléments de G
qui commutent & tous les autres éléments de G, soit Z (G) = {h € G, Vg € G, gh = hg}.

Z (G) est un sous-groupe distingué et commutatif de G.

Théoréme Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Les sous-groupes du
groupe quotient G/H sont de la forme K/H ou K est un sous-groupe de G contenant H.

Définition On dit que G est monogéne s’il existe un élément g de G tel que G = (g) . Si
de plus G est fini, on dit alors qu’il est cyclique.

Théoréme Un groupe de cardinal premier est cyclique.

Théoréme Un groupe commutatif d’ordre pg, ou p et ¢ sont deux nombres premiers
distincts, est cyclique.

Théoréme Les sous-groupes de G = (a) sont tous cycliques d’ordre divisant n. Réci-
proquement, pour tout diviseur positif d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d
de G. Ce sous-groupe est le groupe cyclique H = <a%> . C’est également ’ensemble de

tous les éléments de G d’ordre divisant d et les générateurs de H sont tous les éléments
d’ordre d de G.

Théoréme (CAUCHY) Soit G un groupe fini d’ordre n > 2. Pour tout diviseur premier
p de n, il existe dans G un élément d’ordre p (donc un sous-groupe d’ordre p).

Théoréme Toute permutation o € S, \{Idg} se décompose en produit de cycles deux &
deux disjoints (le groupe Sy, est engendré par les cycles). Cette décomposition est unique
a ordre pres.
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Théoréme Toute permutation o € S, se décompose en produit de transpositions (le
groupe Sy, est engendré par les transpositions).

Théoréme S,, est engendré par les n — 1 transpositions (k,k+ 1) ot k est compris
entre 1 et n — 1.

Théoréme Pour n > 5, les sous-groupes distingués de S (E) sont {Id}, A(E) et S (E).

2.2 Enoncé

Les groupes considérés dans ce probleme sont a priori multiplicatifs de neutre
noté 1 et ayant au moins deux éléments (4. e. non triviaux). Pour certains exemples,
le groupe sera additif de neutre noté 0.

Le centre d’'un groupe G est la partie de G formée des éléments de G qui com-
mutent & tous les autres éléments de G, soit Z (G) = {h € G, Vg € G, gh = hg}.

Pour toute partie non vide X d’un groupe G, on note (X) le sous-groupe de G
qu’elle engendre, soit 'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

Soient H un sous-groupe d’un groupe G et G/H = {g = gH, g € G} 'ensemble
quotient correspondant :

o lindice de H dans G est [G: H| = card (G/H), dans le cas ou G est fini,
d
card (H) divise card (G) et on a card (G/H) = (:;d((fl)) ;
o H est dit distingué dans G si pour tout g € G, on a gHg~* = H (i. e. H est
stable par automorphismes intérieurs).

Le groupe dérivé d’un groupe G est le sous-groupe D (G) de G engendré par
les commutateurs, c’est-a-dire par les éléments de G de la forme [a, b] = aba=1b~1,
ott (a,b) € G2.

Pour tout nombre premier p > 2, un p-groupe est un groupe d’ordre p™ ou
n € N*.

— I — Résultats préliminaires

1. Soient E, F deux ensembles non vides et 7 : E — F une application surjec-
tive. Montrer que pour toute partie Y de F, on a 7 (7‘('_1 (Y)) =Y. En dé-
duire que Iapplication ¥ qui associe a tout Y € P (F) son image réciproque
71 (Y) € P(E) réalise une injection de P (F) dans P (E).

2. Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G et mpy la surjection
canonique de G sur G/H.

(a) Soit K un sous-groupe de G/H. Montrer que wﬁl (F) est un sous-groupe
de G qui contient H.

(b) Soit K un sous-groupe de G qui contient H. Montrer que ny (K) = K/H
est un sous-groupe de G/H et que 5" (g (K)) = K. Dans le cas ot le
groupe G est fini, montrer que [G/H, gy (K)] =[G : K].
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(¢) Montrer que 7y induit une bijection de 'ensemble des sous-groupes de G
contenant H sur I’ensemble des sous-groupes du groupe quotient G/H.

. Soient H C K deux sous-groupes d’'un groupe G. Montrer que l'on peut définir
une surjection f: G/H — G/K par f(gH) = gK pour tout g € G.

. Montrer que :

(a) le centre Z (G) d’un groupe G est un sous-groupe distingué de G ;

(b) si le groupe quotient G/Z (G) est cyclique, le groupe G est alors commu-
tatif.

. Soient G, G’ deux groupes et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer
que :

(a) si H' est un sous-groupe distingué de G’, alors ¢ ~! (H') est un sous-groupe
distingué de G;

(b) si ¢ est surjectif et H est un sous-groupe distingué de G, alors ¢ (H) est
un sous-groupe distingué de G'.

. Si H et K sont deux-sous-groupes de GG, on leur associe alors I’ensemble :
HK ={hk, he H, k€ K}
(a) Dans le cas ou les deux sous-groupes H et K sont finis, montrer que :

card (H) card (K)
card (H N K)

card (HK) =

(b) Montrer que si 'un des deux sous-groupes H ou K est distingué, l'en-
semble HK est alors un sous-groupe de G. Donner un contre-exemple
pour H et K non distingués.

(¢c) Montrer que si les deux sous-groupes H et K sont distingués, il en est
alors de méme de HK. Dans le cas ot HN K = {1}, montrer que HK est
isomorphe a H x K.

. Soient p > 2 un nombre premier et G un groupe abélien fini tel que gP = 1

pour tout g € G (on dit que G est d’ezposant p). En notant F, le corps fini 7
p

montrer que ’application (E, g) € F, x G — g* € G est bien définie et que
cette loi confere & G une structure de F,-espace vectoriel, puis en déduire que
le groupe G est isomorphe au groupe additif F;) pour un certain entier n > 0.

. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G d’indice m. Montrer que :

(a) pour tout g € G, I'application 7, : @ € G/H —— ga € G/H est bien définie
et bijective, puis que I'application 7 : g — 7, est un morphisme de groupes
de G dans le groupe S (G/H) des permutations de G/H ;

(b) ker (7) est contenu dans H; [G: ker (7)] divise m!; [H : ker (7)] divise
(m—1)!;

(c) tout sous-groupe d’indice 2 dans G est distingué;

(d) si G est un p-groupe, alors tout sous-groupe d’indice p dans G est distingué ;
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(e) si G est fini d’ordre n > 2 et p est le plus petit diviseur premier de n,
alors tout sous-groupe d’indice p dans G est distingué (un théoréme de
FROBENIUS).

— IT — Sous-groupe dérivé d’un groupe

Soient G un groupe et D (G) son groupe dérivé.
1. Montrer que G est commutatif si, et seulement si, D (G) = {1}.
2. Montrer que D (G) est 'ensemble de tous les produits finis de commutateurs.

3. Montrer que le groupe dérivé D (G) d’un groupe G est le plus petit sous-groupe
distingué H de G tel que le groupe G/H soit commutatif.

4. Soit H un sous-groupe distingué de G. Montrer que le groupe quotient G/H
est commutatif si, et seulement si, H contient D (G).

5. Pour n > 5, que valent les groupes dérivés D (S,,) et D (A,)?

6. Montrer que ’ensemble D (G) Z (G) = {gh, g € D (G), h € Z(G)} est un sous-
groupe distingué de G, puis que D (G/Z (G)) = (D (G)Z (G)) ou 7 est la
surjection canonique de G sur G/Z (G).

7. Dans le cas ou G est fini, montrer que :

_card(D(G) Z (G)) card (D (G))
card (D (G/Z (G))) = card (Z (G))  card(D(G)N Z(Q))

8. On se donne un nombre premier p > 2 et on désigne par GP le sous-groupe de G
engendré par les gP ou g décrit G. Montrer que le sous-groupe GP est distingué
dans G et que pour tout g € G, on a g? = 1 dans le groupe quotient G/GP.
Montrer que le groupe quotient G/ (D (G)GP) est commutatif. Dans le cas
ou G est fini, montrer que G/ (D (G) GP) est isomorphe en tant que F,-espace
vectoriel et groupe a F)) pour un entier n > 0.

— IIT — p-groupes

Soit G un p-groupe d’ordre p™ ou p est premier et n € N*.
Le but de cette partie est de montrer les résultats suivants.

Théoréme 2.1.

1l existe alors pour tout entier k compris entre 0 et n, un sous-groupe
distingué Hy, d’ordre pk dans G et on Hy, C Hpyq.

Théoréme 2.2.

Tout sous-groupe strict de G est contenu dans un sous-groupe d’indice p.



12 Sous-groupes maximaux d’un groupe

1. Montrer que si H est un sous-groupe de G tel que HNZ (G) # {1}, il contient
alors un élément d’ordre p. En déduire que le centre Z (G) contient un élément
d’ordre p.

2. Pour n = 2, montrer que G est commutatif.
3. Donner un exemple de groupe d’ordre p® non commutatif.

4. Montrer que le sous-groupe dérivé D (G) est d’ordre p* ot k est un entier
compris entre 0 et n — 1.

5. Montrer que, pour tout k compris entre 0 et n, il existe dans G un sous-groupe
distingué Hy, d’ordre p* et quon Hy C Hipgpour 0<k<n-—1.

6. Soient H un sous-groupe de G tel que HNZ (G) = {1} et a € Z (G) d’ordre p.
Montrer que (H,a) = G si, et seulement si, card (H) = p"~! (i. e. H est
d’indice p).

7. Montrer que tout sous-groupe strict de G est contenu dans un sous-groupe
de G d’indice p (on peut raisonner par récurrence sur l'entier n > 1 tel que

card (G) = p").
— IV — Sous-groupes maximaux

Soit (G, -) un groupe multiplicatif non réduit & {1}.
On dit qu’un sous-groupe M de G est maximal si M # G et pour tout sous-
groupe H de G, on a :

(MCHCG)= (H=MouH=G)

Autrement dit, M est maximal s’il est distinct de G et s’il n’existe aucun
sous-groupe propre de G le contenant strictement.
On note M (G) I'ensemble des sous-groupes maximaux de G.

1. On suppose que le groupe G est fini et on se donne un sous-groupe strict H de G.
Montrer qu’il existe au moins un sous-groupe maximal M de G contenant H.
En déduire que M (G) est non vide.

2. Montrer que si G et G2 sont deux groupes admettant des sous-groupes maxi-
maux, alors tout isomorphisme de groupes f : G; — G5 induit une bijection de
M (G1) sur M (Gs).

3. On suppose que le groupe G est fini. Montrer qu’'une partie X de G engendre G
si, et seulement si, il n’existe pas de sous-groupe maximal de G qui la contient.

4. Déterminer les sous-groupes maximaux des groupes additifs Z et Q.

5. Montrer qu’'un sous-groupe strict M de G est maximal, si et seulement si, pour
tout a € G\ M, ona (M,a) =G.

6. Pour cette question, n > 2 est un entier et G est le groupe symétrique S,, des
permutations de I,, = {1,2,--- ,n}. Montrer que pour tout entier k compris
entre 1 et n le sous-groupe S, (k) formé des permutations de I,, qui laissent k
fixe est un sous-groupe maximal de S,,.

7. Soient H un sous-groupe distingué de G et my la projection canonique de G
sur G/H.
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(a) Montrer qu’'un sous-groupe M de G contenant H est maximal si, et seule-
ment si, 7y (M) est un sous-groupe maximal de G/H.

(b) Montrer que 7y induit une bijection entre ensemble M (G, H) des sous-
groupes maximaux de G contenant H et ’ensemble M (G/H) des sous-
groupes maximaux du groupe quotient G/H.

Z
8. Quels sont, pour n > 2 entier, les sous-groupes maximaux du groupe additif 7
n

9. Montrer qu'un sous-groupe strict de G d’indice p premier est maximal. La
réciproque est-elle vraie ?
10. Montrer que, pour n > 3 entier, le groupe alterné A,, est maximal dans le
groupe symétrique S,,.
11. Donner un exemple de groupe fini qui possede deux sous-groupes maximaux
non isomorphes.

— V — Sous-groupe de Frattini

Si G est un groupe admettant des sous-groupes maximaux, on désigne par
o (G) = m M Tintersection de tous les sous-groupes maximaux de G (groupe
MeM(G)
de FRATTINI de G). Dans le cas oi G n’admet pas de sous-groupe maximal, on
note par convention @ (G) = G.

Z
1. Déterminer @ (Z), ® (Q), ¢ (S,,) et @ (Z) pour n > 2 entier.
n
2. Soient G, Gy deux groupes finis non triviaux et f : G; — G2 un isomorphisme
de groupes.

(a) Montrer que f (®(G1)) = @ (Ga).
(b) En déduire que pour G fini, ® (G) est un sous-groupe distingué de G.
3. On suppose que G est fini, on note 7 la surjection canonique de G sur G/® (G)

et on se donne une partie non vide X de G. Montrer que X engendre G si, et
seulement si, 7 (X) engendre G/® (G).

Z
4. Soient p un nombre premier, IF,, le corps fini 7 et G =F) oun € N*. Montrer
p

que @ (G) = {0} -
5. Soit H un sous-groupe distingué de G. On suppose que le groupe quotient G/H
est isomorphe a F)) ou p est premier et n € N*. Montrer que H = ﬂ M.
MEM(G,H)

— VI — Sous-groupe maximaux d’un p-groupe

Pour cette partie G est un p-groupe d’ordre p™ ou p est premier et n € N* et
on s’intéresse a ses sous-groupes maximaux.

Pour n = 1, G est cyclique d’ordre p avec {1} pour unique sous-groupe maximal
et on a @ (G) = {1}. On suppose donc que n > 2.

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.
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Théoréme 2.3.

Les sous-groupes mazimauz de G sont les sous-groupes d’indice p et ils
sont distingués dans G. Son sous-groupe de FRATTINI est :

®(G) = ([a,b],¢" ; (a,b,g) € G)

1. Montrer que les sous-groupes maximaux de G sont exactement les sous-groupes
d’indice p et qu’ils sont distingués dans G.
2. On note G* = ([a,b], g7 ; (a,b,g9) € G*), ou [a,b] = aba~'b~'.
(a) Montrer que G* est un sous-groupe distingué de G, que G/G* est abélien
d’exposant p.
(b) Soit H un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit abélien d’expo-
sant p. Montrer que G* C H.

3. Soient My, --- , M, tous les sous-groupes maximaux de G. En utilisant ’appli-
™

cation f: g € G+ (M) <p<, € HG/Mk montrer que le groupe G/® (G)
k=1

est abélien d’exposant p.
4. Montrer que ® (G) = G*.




PROBLEME 3

Le groupe linéaire GL (F)

3.1 Rappels de cours

Un sous-groupe H d’un groupe G est dit distingué (ou normal) si on a H = g~ Hg pour
tout g € G.

Le centre (ou commutateur) Z (G) d’un groupe G est la partie de G formée des éléments de
G qui commutent a tous les autres éléments de G, soit Z (G) = {h € G, Vg € G, gh = hg}.

La notion de déterminant et ses principales propriétés sont supposées acquises.

Pour E espace vectoriel de dimension n > 1, le choix d’une base de F permet de réaliser
un isomorphisme d’algebres de £ (E) sur My, (K) et un isomorphisme de groupes de GL (E) sur
GL (K).

L’adjoint de u € L (F) est 'endomorphisme v* € £ (E*) défini par :

Vo € E*, u” (p) = pou

Si E est un espace euclidien de dimension n > 2, une isométrie (ou application orthogonale)
de E est une application v : E — E qui conserve le produit scalaire, c’est-a-dire que :

V(z,y) € EXE, (u(z),u(y)) = (z,y)
Si u un endomorphisme d’un espace normé E, les assertions suivantes sont alors équivalentes :
e u est continue en 0;
e wu est continue sur F;
e wu est bornée sur la spheére [resp. sur la boule] unité de (E, ||-||);
« il existe une constante réelle c telle que ||u (z)]| < c||z| pour tout z € E;
o u est uniformément continue sur E.

En notant £ (F) l'espace des applications linéaires continues de E dans E, on peut alors le
munir de la norme définie par :
u(x
Vue £(8), llull = suwp fu(@)= sup 14 (3.)
€B zep\{o} |zl

x
[lull=1

On a [|Id]] = 1 et pour tous u,v dans £ (E), on a [lucv| < [Jull [[v]l, ce qui se traduit en

disant que £ (E) est une algébre normée.

15
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3.2 Enoncé

K désigne un corps commutatif, E est un K-espace vectoriel de dimension
finie ou infinie, E* = L (E,K) est I'espace dual de E, L (FE) est lalgebre des
endomorphismes de E et GL(E) = (L (E))™ est le groupe des automorphismes
de E.

Pour F de dimension finie, on note SL (E) le sous-ensemble de GL (E) défini
par SL(E) ={u € L(F), det(u) =1}.

Pour tout entier n > 1, M,, (K) désigne ’algeébre des matrices carrées d’ordre n
a coefficients dans K et GL,, (K) le groupe des matrices inversibles dans M, (K).

On note Id [resp. I,,] 'endomorphisme [resp. la matrice] identité.

— I — Transvections et dilatations

Pour 1 <4,5 < n, on note E;; la matrice dont tous les coeflicients sont nuls
sauf celui d’indice (4, j) (ligne i et colonne j) qui vaut 1. On rappelle que la famille
(Eij)1<i j<n €st une base de M,, (K).

Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E.

Une transvection d’hyperplan ker (¢) est un endomorphisme u € £ (E) défini
par :

Vee E,u(x)=x+¢(x)a (3.2)
ou a € ker (p).

Une dilatation d’hyperplan ker () est un automorphisme u € GL (E) défini
par :

VeeE,u(x)=x+¢(x)a (3.3)

oua € E\ ker (p).

On notera 7, , = Id+ ¢ - a une transvection définie par (B2), ot ¢ € E*\ {0}
et a € ker (¢) et 0,4 = Id+ ¢ - a une dilatation définie par (833) ou ¢ € E*\ {0}
et a € E\ ker (p).

1. Montrer que :

(a) une forme linéaire ¢ sur E non identiquement nulle est surjective;
(b) un hyperplan de E est un sous-espace de E supplémentaire d’une droite.

2. Montrer que :

(a) un endomorphisme u € £ (E) est une homothétie si, et seulement, il laisse
stable toute droite de F';

(b) si u € L(E) laisse stable tout hyperplan de E, son adjoint u* € L (E*)
laisse alors stable toute droite de £*;

(¢) un endomorphisme u € £ (E) est une homothétie si, et seulement, il laisse
stable tout hyperplan de F ;

(d) le centre de L (F) est le groupe des homothéties.

3. Pour cette question, le corps K est infini et E est de dimension finie n > 2.

(a) Montrer que pour tout u € L (E), il existe une infinité de scalaires X tels
que u — Ald soit inversible.
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(b) En déduire que pour tous u et v dans L (E), uov et vou ont méme
polynéme caractéristique et méme polynéme minimal.

(a) Montrer que u € L (E) est une transvection si, et seulement si, il existe un
hyperplan H de E tel que ujg = Idy et Im (u — Id) C H.

(b) Montrer qu’une transvection 7, , est un isomorphisme de FE, son inverse
étant la transvection 7, _,, puis que 1 est son unique valeur propre, 'espace
propre associé étant ker (¢) si u # Id.

(¢) Montrer que le conjugué dans le groupe GL (E) d’une transvection est une
transvection.

(d) Montrer que ’ensemble T (H) des transvections d’hyperplan H = ker (¢)
est un sous groupe commutatif de GL (F) isomorphe au groupe additif
(H,+).

(e) Montrer qu’une transvection u admet un polyndéme minimal qui est X —1
siu=1Idou (X —1)° siu#Id.

5. Pour cette question, E est de dimension finie n > 2.

(a) Montrer qu’un isomorphisme v € GL (E) \ {Id} est une transvection si,
et seulement si, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est

I,—2 0 0 11
de la forme T, = 0 1 1 =1I,+E,_1, avec Ty = < >
0 1
0 01
Une transvection est donc dans SL(E) et non diagonalisable si elle est
différente de Id.

(b) Montrer qu’un isomorphisme u € GL (E) \ {Id} est une transvection si,
et seulement si, il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la
formeTij()\)zLL—F)\Eij oul<i#j<net\eK".

(¢) Montrer qu'un isomorphisme v € GL (E) \ {Id} est une transvection si,
et seulement si, rg (u — Id) = 1 et le polynéme caractéristique de u est

(d) Pour K infini, montrer que toute transvection différente de Id s’écrit comme
produit de deux matrices diagonalisables inversibles.

(a) Montrer que u € GL (E) est une dilatation si, et seulement si, il existe un
hyperplan H de E tel que ujy = Idy et u est diagonalisable de valeurs
propres 1 et A € K\ {0,1} (donc E = ker (u — Id) ®ker (u — AId)). On dit
que u est une dilatation de rapport A. Pour K de caractéristique différente
de 2 et A = —1, on dit que u est une réflexion d’hyperplan H = ker ().

(b) Montrer que le conjugué dans le groupe GL (E) d’une dilatation est une
dilatation de méme rapport.

(¢) Montrer qu'une dilatation u de rapport A\ admet un polynéme minimal qui
est (X —1)(X —=A).

(d) Montrer que 'inverse d’une dilatation de rapport A est une dilatation de

1
rapport —.
pPp \
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7. Pour cette question, E est de dimension finie n > 2.

(a) Montrer qu’un isomorphisme v € GL (E) est une dilatation si, et seulement
si, il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :

D, (\) = ( 1"0—1 ?\ ):In+(/\—1)En,n

avec A = det (u) € K\ {0,1}.
(b) Montrer que deux dilatations sont conjuguées dans GL (E) si, et seulement
si, elles ont méme rapport.

— IT — Généralités sur les groupes GL (F) et SL (E)

Sauf précision contraire, F est de dimension finie n > 2.

1. Soit uw € L (E). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) ue GL(E);

(b) ker (u) = {0} (i. e. u injectif) ;

(¢) Im (u) = E (i. e. u surjectif) ;

(d) il existe v € GL (E) tel que uov = Id;
(e) il existe w € GL (E) tel que wou = Id.

2. Le résultat de la question précédente est-il valable en dimension infinie ?
3.

(a) Montrer que SL (E) est un sous-groupe distingué de GL (E).

(b) On suppose que n = 2. Quels sont les éléments d’ordre 2 du groupe
SL (E) 7T

(¢c) Montrer que, pour n > 3, toutes les transvections différentes de Id sont
conjuguées dans SL (F) .

(d) Que se passe-t-il pour n =27

(a) Déterminer le centre de GL (E), pour E de dimension finie ou infinie.
(b) Déterminer le centre de GL (E), pour E de dimension finie.

5. Les groupes GL,, (Q), GL,, (R) et GL,, (C) peuvent-ils étre isomorphes ?

6. En supposant que le corps K est infini, montrer qu’il existe une base de £ (F)
formée d’isomorphismes

7. On suppose que K =T, est un corps fini a ¢ éléments (¢ = p”, ot p > 2 est un
nombre premier).

1. d’apreés Agrégation 2013, mathématiques générales
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(a) Montrer que, pour tout entier n > 1, on a :

n

card (GLy, (Fy)) = [[ (¢" - ") = g H (@ 1)

k=1

n—1 n
card (SL,, (F)) = ¢" ][ (¢" = ¢* ") = P 1 -1
k=1 j=2

n(n—1)

(b) Montrer qu’il existe un sous-groupe de GL,, (F,) de cardinal égal & ¢~ 2

(c) Montrer que si L est un corps tel que les groupes SL,, (F,) et SL,, (L) soient
isomorphes (pour n > 2), alors L est isomorphe & F, (i. e. L est un corps
fini a ¢ éléments.

— ITI — Générateurs de SL (E) et GL (E)

FE est de dimension finie n > 2.

1. On se propose de montrer que, pour F de dimension n > 2, le groupe SL (E)
est engendré par I’ensemble des transvections.

(a) Soient Hy, Hy deux hyperplans distincts de E et a € E'\ (H; U Ha).

i. Montrer que H = Hy N Hy @ Ka est un hyperplan de E.

ii. Montrer que £ = H + Hy = H + Hs.

iii. Montrer qu’il existe une transvection u telle que u (a) = a et u (Hy) =
H, (pour ay € Ho\ H, on justifiera 'existence de a; € Hi\H et b€ H
tels que az = a1 + b, puis on peut considérer la transvection 7,3 ou
© est une équation de H telle que ¢ (a1) = 1).

(b) Montrer que pour tous z,y non nuls dans F, il existe u € SL (E) produit
de une ou deux transvections tel que y = u ().

(¢) Montrer que le groupe SL (E) est engendré par I’ensemble des transvec-

tions.
2.
(a) Montrer que, pour E de dimension n > 2, le groupe GL (E) est engendré
par ’ensemble des dilatations et des transvections.
(b) Montrer que, pour K infini et F de dimension n > 2, le groupe GL (E) est
engendré par I’ensemble des matrices diagonalisables inversibles.
3.

(a) On suppose que E est de dimension finie n > 2 sur un corps fini Fy a
q = p" éléments, ol p > 2 est un nombre premier et on se donne un
morphisme de groupes v de GL (E) dans F}.

(b) Montrer qu’il existe un entier naturel r compris entre 0 et ¢ — 2 tel que
pour toute dilatation u de rapport, on ait A € Fy, v (u) = A".

(¢c) Montrer que, pour toute transvection u, on a v (u) = 1.
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(d) Déduire de ce qui précéde que pour tout u € GL(E), on a v(u) =
(det (u))".

— IV — Sous-groupes de GL (F)

F est de dimension finie n > 1.

1. Montrer que si (G,-) est un groupe tel que tout ses éléments sont d’ordre au
plus égal a 2, G est alors commutatif. Si de plus que G est fini, montrer qu’il
existe alors un entier p > 0 tel que card (G) = 2P.

2. Soit (u;);c; une famille d’endomorphismes de E diagonalisables (I’ensemble I
ayant au moins deux éléments). Montrer qu’il existe une base commune de
diagonalisation dans F pour la famille (u;),; si, et seulement si, ces endomor-
phismes commutent deux a deux.

3. On suppose que le corps K est de caractéristique différente de 2.

(a) Montrer que si G est un sous-groupe multiplicatif fini de GL (E) tel que
tout élément de G soit d’ordre au plus égal a 2, alors tous les éléments de
G sont diagonalisables et G est commutatif de cardinal inférieur ou égal a
2",

(b) En déduire que, si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors les
groupes multiplicatifs GL (E) et GL (F) sont isomorphes si, et seulement
si, dim (F) = dim (E).

4. Soit G un sous-groupe fini de GL (F) de cardinal p > 2.

1
(a) Montrer que v = — > wu est un projecteur.
P uea

(b) Montrer que Y. tr(u) est un entier divisible par p.
ueG

(¢) Ensupposant que K est de caractéristique nulle, montrer que si > tr (u) =
ueG
0, on aalors Y. u=0.
ueG

5. On suppose que le corps K est de caractéristique nulle.

(a) Montrer que si u € £ (E) est nilpotent, 0 est alors 'unique valeur propre
de u et Tr (u) = 0.

(b) Montrer qu'un endomorphisme u € £ (E) est nilpotent si, et seulement si,
Tr (u*) = 0 pour tout k compris entre 1 et n.

(¢) Pour K algébriquement clos, montrer que u est nilpotent si, et seulement
si, 0 est la seule valeur propre de u.

(d) Pour K algébriquement clos, donner une deuxiéme démonstration du fait
que u € L (F) est nilpotent si, et seulement si, Tr (uk) = 0 pour tout k
compris entre 1 et n.

(e) Soient G un sous-groupe de GL (E), F le sous-espace vectoriel de £ (E)
engendré par G, B = (u;),<;<, une base de F extraite de G et 'applica-
tion :

p: G — KP
u = (tr(uwour), - ,tr(uowuy))
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Montrer que si u, v dans G sont tels que ¢ (u) = ¢ (v), on a alors :

Vw € G, tr (uov™!ow) = tr (w)
Vk > 1, tr ((uov_l)k) =n

et en déduire que u o v~! — Id est nilpotent.

En gardant les notations de la question précédente et en supposant que
tous les éléments de GG sont diagonalisables, montrer que ¢ est injective.
Montrer que si G est un sous-groupe de GL (E) tel que tous ses éléments
sont diagonalisables et tr (G) est fini, il est alors fini.

Pour K algébriquement clos, montrer qu'un sous-groupe G de GL (E) est
fini si, et seulement si, il est d’exposant fini (c’est-a-dire qu’il existe m €
N* tel que u™ = Id pour tout u € G). Ce résultat est un théoreme de
BURNSIDE.

6. On suppose que K = R et on note O (E) 'ensemble des isométries de E.

(a)

Montrer qu'une application u : EF — E est une isométrie si, et seulement
si, elle est linéaire et conserve la norme, c’est-a-dire que pour tout = € F,
on a [lu ()] = [z

Montrer que O (E) est un sous-groupe de GL(E). O (FE) est le groupe
orthogonal de FE.

Que se passe-t-il en dimension infinie.

On note O (E) = {u € O (E), det (u) = 1} I'ensemble des isométries po-
sitives (ou rotations vectorielles). Montrer que O (E) est un sous-groupe
distingué de O (F) d’indice 2.

On désigne par S la sphére unité de E. Montrer que l'application (u,z) €
Ot (E) x S+ u-x = u(x) définit une action transitive de O (E) sur S.

— V — Topologie sur GL(E) (K=R ou K =C)

Pour cette partie, K =R ou K = C et (E, ||||) est un K-espace vectoriel normé.

GL (E) désigne le groupe des éléments inversibles de £ (E) (u € GL (E) signifie
que u est linéaire, continue, bijective et d’inverse u~! continu).

Dans le cas ou 'espace E est de dimension finie, toutes les normes équivalentes
et tout endomorphisme est continu.

1. Pour cette question, (E,||-||) est un espace de BANACH et L (E) est I’espace

des applications linéaires continues de F dans E muni de la norme définie par

(a)
(b)

()
(d)

Montrer que £ (E) est un espace de BANACH.
Montrer que, pour tout u € L (E) tel que ||u|| < 1, ’endomorphisme I'd—u

—+o0
est dans GL (F) d’inverse Zuk
k=0

Montrer que GL (E) est ouvert dans £ (F).
Montrer que I'application u — u~! est continue sur GL (E) .
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(e) Pour cette question, F est 'espace C[X] normé par :

n

VP =Y apX* e CIX], [P = |axl
k=0 k=0

i. Montrer que l'application u : P € C[X] — XP € C[X] est linéaire
et continue.

ii. Montrer que B (u, 1) NGL (E) = 0 et en déduire que GL (E) n’est pas
dense dans £ (E) .

On suppose pour les questions qui suivent que E est de dimension finie n > 1.

(a) Montrer, en exploitant la dimension finie, que GL (E) est un ouvert dense
de L (E) et que I'application u + u~! est continue de GL (F) dans GL (E) .

(b) Montrer que GL,, (R) est ouvert dans M,, (R), mais fermé dans GL,, (C).

(c) Montrer, en utilisant la densité de GL (E) dans £ (E), qu’il existe une
base de L (E) formée d’isomorphismes.

(d) Pour tout entier n > 2, toute matrice A = (ai;),; j<,, € My (K) et
tous 4, j compris entre 1 et n, on note A; ; la matrice carrée d’ordre n — 1
déduite de A en supprimant la ligne 7 et la colonne j. Le scalaire det (4; ;)
est le mineur d’indice (i, 7) et le scalaire (—1)""7 det (A; ;) est le cofacteur
d’indice (4, 7). La comatrice de A est la matrice :

C(4) = (-1 det (4:,)) )

Montrer que :
VA € M, (K), det (C (A)) = (det (A))"
(e) Montrer que :
V(A,B) e M, (K) x M, (K), C(AB) =C(A)C (B)

(f) Montrer que si A et B sont semblables dans M,, (K), alors leurs comatrices
le sont aussi.

(a)
(b)
(c)
(d) Montrer que, pour K =R, GL (E) n’est pas connexe, puis que ses compo-
santes connexes sont les ouverts de £ (E) :

Montrer que C* est connexe par arcs.
Montrer que, pour K = C, GL (F) est connexe par arcs.
Montrer que, pour K =R ou K = C, SL (F) est connexe par arcs.

GLT (E) = {u € GL(E), det (u) >0} et GL™ (E) = {u € GL(E), det (u) <0}

Ce résultat permet de définir une orientation sur un espace vectoriel réel
E de dimension n. On dit que deux bases B et B’ de E définissent la méme
orientation si la matrice de passage de B a B’ est dans GL,! (R).
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4. On suppose que K = C.

(a) Montrer que si G est un sous-groupe borné de GL (E), alors toutes les
valeurs propres des éléments de G sont de module égal a 1, puis que tous
ses éléments sont diagonalisables.

(b) Montrer que :

i. si A € C est tel que A # 1 et |A| = 1, il existe alors un entier naturel
p tel que |1 — \P| > v/2;

ii. le seul sous-groupe de GL (E) contenu dans la boule de centre Id et
de de rayon v/2 est {Id}.
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PROBLEME 4

Sous-groupes finis de GL,, (C)
et de GL, (Z)

4.1 Rappels de cours

Soit (G, -) un groupe multiplicatif.

Définition Si X est une partie de G, le sous-groupe de G engendré par X est I'intersection
notée (X) de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

En notant, pour X non vide, X1 = {z_l, T € X}, les éléments de (X) sont de la forme
~~~~~ - ol 7 € N* et les , pour 1 < k < r sont dans X UX L. On a aussi :

”
(X) = {Hmik, reN* zp € Xetege{-1,1} pourlgkgr}
k=1

Dans le cas ot les éléments de X sont en nombre fini et commutent, on a le résultat suivant.

Théoréme Pour tout p € N* et tout p-uplet (gx);¢xg, d’éléments de G qui commutent

p
deux a deux, on a H = <gl, cee ’gp> = {ngk7 (ak)lgkép € ZP} et H est commutatif.
k=1

Définition L’ordre de g € G est 6(g) = card ({(g)) € N* U {+o0}, ou (g) désigne le
sous-groupe de G engendré par g.

Pour g € G et n € N*| les assertions suivantes sont équivalentes :
e g est d’ordre n;

e g" =1cet g® # 1 pour tout k est compris entre 1 et n — 1 (6 (g) est le plus petit entier
naturel non nul tel que ¢ =1);

e pour k € Z, on a gk =1 si, et seulement si, k est multiple de n.
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Définition Si H est un sous-groupe de G, le cardinal de ’ensemble quotient G/H est
noté [G : H] et on l'appelle l'indice de H dans G.

Théoréme (LAGRANGE) Soient G un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe
de G. Pour tout g € G on a card (¢gH) = card (H) et card (G) = [G : H|card (H), donc
I'ordre de H divise celui de G.

Définition On dit qu’'un sous-groupe H de G est distingué, si on a gH = Hg pour tout
g €G.

Si H est un sous-groupe distingué de G, ’ensemble quotient G/H est alors un groupe.

Z
Théoréme Pour tout nombre premier p > 2, on a en notant Fp, = 7 :

card (GL (Fp)) = ﬁ (p" —pk_l) = pn(nzil) ﬁ (pk = 1)

k=1

Un produit scalaire hermitien sur C™ est une application :
p: C"xC* — C
(zy) = ¢l(zy)
telle que pour tout y € C™ lapplication z — ¢ (x,y) est linéaire, ¢ (y,z) = ¢ (z,y) pour tous
x,y dans C™ et ¢ (x,x) > 0 pour tout z € C™ \ {0}.
On note (z,y) — (z,y) un tel produit scalaire et ||z|| = \/(z, x).

Théoréme (Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ) On a |(z,y)| < ||z|| ||y|| pour tous z,y dans
Cn, 1’égalité étant réalisée si, et seulement si, x et y sont liés.

Théoréme (Inégalité de MINKOWSKI) On a ||z + y|| < ||z||+ |ly|| pour tous z,y dans C™,
légalité étant réalisée si, et seulement si, x = Ay avec A > 0 (on dit que = et y sont
positivement liés).

La matrice adjointe d’'une matrice A = (ai;);<; j<, € Mn (C) est A = (aji), o, ;<,, - Elle
est aussi définie par (Az,y) = (z, A*y) pour tous z,y dans C™.

Définition On dit qu’une matrice A € M, (C) est unitaire si A*A = I,,.

On note Uy, (C) 'ensemble des matrices unitaires.

On peut également dire qu'une matrice unitaire est la matrice de passage de la base canonique
de C™ & une base orthonormée ou C" est muni de sa structure hermitienne canonique. U, (C)
est un sous groupe multiplicatif de GLy, (C) et 'application A +— det (A) réalise un morphisme
de groupe de Uy, (C) sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. Les valeurs
propres d’une matrice unitaire sont de module égal & 1.

Définition Une matrice A € M,, (C) est dite normale si A*A = AA*.

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices normales.
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Théoréme Les conditions suivantes sont équivalentes pour A € M,, (C) de valeurs
propres A1, -, Ap :
¢ la matrice A est diagonalisable ;
o le polynéme caractéristique de A est scindé sur C de racines A1, - -, Ap, chaque Ay
étant de multiplicité ay = dim (ker (A — A\pIn));
¢ il existe un polynéme annulateur de A scindé a racines simples dans C;

e le polynéme minimal est scindé a racines simples dans C.

Théoréme Si A € M, (C) est normale, elle se diagonalise alors dans une base ortho-
normée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles
que A = UDU?¥, les coefficients diagonaux de D étant les valeurs propres dans C de la
matrice A.

Théoréme Soit (4;);c; une famille de matrices dans Mo, (C). On suppose que les A;
commutent deux a deux et sont diagonalisables. Il existe alors une base commune de
diagonalisation. Pour les A; normales, une telle base commune de diagonalisation est
orthonormée.

4.2 Enoncé

27

Pour tout entier n > 2, I'espace vectoriel C" est muni de sa structure her-
mitienne canonique, le produit scalaire et la norme associée étant respectivement

notés (-,-) et ||| .

Pour tout entier n > 2, on désigne par :

e M, (C) lalgebre des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans C;
. A= (@)
e GL, (C) le groupe multiplicatif des matrices inversibles de M,, (C);
e SL,(C)={AeM,(C), det(A) =1};

e U, (C) ={AeM,(C), A*A=1,} le sous-groupe de GL,, (C) formé des
matrices unitaires complexes.

\<ij<n 1 matrice adjointe de A = (aij),; ;<,, de My (C);

— I — Résultats préliminaires

1. Déterminer les sous-groupes finis du groupe multiplicatif C*.

. Montrer que si G est un sous-groupe fini de GL,, (C) tel que GNSL,, (C) = {I,,},
il est alors cyclique.

. Soient G' un groupe multiplicatif, a,b dans G et [a,b] = aba=1b~! leur com-
mutateur. Montrer que [a,b]_1 a = bab™!, puis que a commute & [a,b] si, et
seulement si, il commute & bab™!.

. Soit B = (Uk);<p<, une base orthonormée de C™. Montrer que pour toute
n

matrice A € M,, (C), on a Tr(A) = Z (Av;,v;) .

i=1
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5. Pour toutes matrices A, B dans M,, (C), on note (A, B), = Tr (AB").

(a) Montrer que 'application (-, -) . définit un produit scalaire sur M,, (C).

(b) Vérifier que la norme associée A — [|Al|p = \/Tr (AA*) (norme de FRO-
BENIUS) est sous-multiplicative (i. e. [|[AB||z < ||Allz [|B| z pour toutes
matrices A et B dans M, (C)) et invariante par multiplications a gauche
et a droite par une matrice unitaire.

(c) Calculer ||A| g et ||I, — Al pour toute matrice A € U, (C).
(d) Pour A, B unitaires, montrer que |Tr (AB)| < n en précisant le cas d’éga-
lité.
(e) Montrer que pour toute base orthonormée (vj),<;<, de C" et toute ma-
n

trice A € M, (C), ona [|A|7 = [|Avk|*.

k=1

6. Soient A, B dans U,, (C). On se propose de montrer que :
|BA = ABllz < V3|l — Allp | — Bl (4.1)

(a) Montrer (B) pour A € U,, (C) diagonale et B € U, (C).

(b) Montrer (1) pour A, B dans U, (C).

(c) En notant [A,B] = ABA™'B™! le commutateur de A, B dans U, (C),
montrer que |1, — [4, Bl < VZ |l In — Allg |1 — Bl 5

— IT — Un théoréme de BURNSIDE

Un groupe multiplicatif G est dit d’ezposant fini s’il existe un entier m > 1 tel
que g™ =1 pour tout g € G.

Une matrice A € M,, (C) est dite nilpotente s’il existe un entier ¢ > 1 tel que
A9=1 £ 0 et A7 = 0. L'entier ¢ ainsi défini est I'indice de nilpotence de A.

On note respectivement D (0,1) = {z € C, |2| <1}, D (0,1) ={z € C, |2| < 1}
et U= {z €C, |z| =1} le disque unité fermé, le disque unité ouvert et le cercle
unité du plan complexe.

Le but de cette partie est de démontrer le :

Théoréme 4.1. Burnside

Soit G un sous-groupe de GL,, (C). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

e G est fini;
o G est d’exposant fini;

e tous les éléments de G sont diagonalisables et tr (G) est fini.

1. Soit A € M,, (C). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) A est nilpotente;
(b) le polynéme minimal de A est X7 ol ¢ est un entier compris entre 1 et n;



Enoncé 29

(c) le polynoéme caractéristique de A est X ;
(d) 0 est I'unique valeur propre complexe de 4;
(e) pour tout entier k compris entre 1 et n, on a Tr (4%) = 0.

2. Montrer que si A € M,, (C) est telle que tr (A*™) = tr (A*) pour tout k € N,
la matrice A — I,, est alors nilpotente.

3. Soit G un sous-groupe d’exposant fini de GL, (C). Montrer que tous les élé-
ments de G sont diagonalisables de valeurs propres sur le cercle unité U, puis
que Pensemble tr (G) = {tr (4), A € G} est fini.

4. Soient G un sous-groupe de GL,, (C), F le sous-espace vectoriel de M, (C)
engendré par G, B = (Ek)1gkgp une base de F extraite de G et ¢ 'application :

p: G — cr
A — (tr(AEk))1<k<p

(a) Soient A, B dans G telles que ¢ (A) = ¢ (B). Montrer que pour toute
matrice M € G, on a tr ((AB~! — I,) M) = 0, puis en déduire que pour
tout entier £k > 0, on a tr ((AB_l)k) = n et conclure a la nilpotence de
la matrice AB~! — I,, (on peut utiliser la question IL.B).

(b) Dans le cas ou de plus tous les éléments de G sont diagonalisables, montrer
que l'application ¢ est injective.

5. Démontrer le théoreme de BURNSIDE.
— ITII — Sous-groupes finis de GL,, (Z)

Pour tout entier n > 2, on désigne par :
e M, (Z) le sous-anneau de M,, (C) formé des matrices carrées d’ordre n &
coefficients dans 7Z;

e GL, (Z) le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau M,, (Z),
a savoir I’ensemble des matrices A € M,, (Z) qui sont inversibles d’inverse
dans M, (Z) (c’est un sous-groupe de GL,, (C)).

Le but de cette partie est de majorer le cardinal des sous-groupes finis de
GL,, (Z) par une quantité ne dépendant que de n.
1. Montrer que GL,, (Z) = {A € M,, (Z), det (A) = £1}.
2. Soit a = (ai))<;<,, € Z" ot n > 2.
(a) Montrer que si a est 'une des colonnes d’une matrice A € GL,, (Z), les
entiers a; pour 1 < i < n sont alors premiers entre eux dans leur ensemble.
(b) Réciproquement, montrer que si les entiers a; pour 1 < i < n sont premiers

entre eux dans leur ensemble, il existe alors pour tout entier j compris
entre 1 et n, une matrice A € GL,, (Z) dont la colonne numéro j est a.

“ Z ) d’ordre m € N*

dans le groupe multiplicatif GLg (Z) (i. e. A™ = I et A™™ 1 # I).

3. Pour cette question, on se donne une matrice A =
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(a) Montrer que la matrice A est diagonalisable dans Ms (C) de valeurs propres
complexes dans le cercle unité, puis que Tr (4) € {-2,-1,0,1,2}.

(b) Dans le cas ou les deux valeurs propres de A sont réelles, préciser les
valeurs possibles de son ordre m. Donner des exemples de telles matrices
pour chaque valeur de m.

(c) Dans le cas ol les deux valeurs propres de A ne sont pas réelles, préciser les
valeurs possibles de son ordre m. Donner des exemples de telles matrices
pour chaque valeur de m.

. Soit A = (ai;);, j<n Une matrice d’ordre m € N* dans le groupe multiplicatif
GL,, (Z) (pour n > 2). On suppose que les coefficients de la matrice A —I,, sont
tous divisibles par un méme entier p > 3.

1

(a) Montrer que la matrice B = — (A — I,,) est diagonalisable dans M,, (C) de
p

valeurs propres complexes dans le disque unité ouvert D (0,1), puis qu’il

existe un entier k > 1 tel que BfF = 0.
(b) En déduire que A = I,,.

. On se donne un nombre premier p > 3 et on désigne par IF,, le corps fini ~h
p

Pour tout entier relatif a, on note a sa classe d’équivalence modulo p dans F),.

(a) Montrer que pour tout entier n > 2 et toute matrice A = (a;;), ., .., dans
= <ig<n
GLy (Z) , la matrice ¢ (A) = (aj),<; j<,, st dans GLy, (Fy).
(b) Montrer que lapplication ¢ : GL,, (Z) — GL,, (F,) est un morphisme de
groupes et préciser son noyau.
(¢) Soit G un sous-groupe fini de GL,, (Z) . Montrer que la restriction du mor-
phisme ¢ a G est un morphisme de groupes injectif dans GL,, (F,,) (lemme

de SERRE). En déduire que card (G) < H (3m —3~1).
k=1

. Soient p > 3 un entier et P € Z[X]| un polynéme unitaire de degré n >1
dont toutes les racines complexes sont non nulles dans D (0,1) et tel que
P(pX +1)=p"Q(X) ou @ € Z[X]. Montrer que :

(a) Q(0)=P(1)=0;
(b) P(X) = (X —1)" oit ay, € Z*.

. En utilisant le résultat de la question précédente, retrouver celui de la question
ITII.@ & savoir : la matrice I,, est 'unique matrice d’ordre fini dans GL,, (Z) telle
que les coefficients de A — I, sont tous divisibles par un méme entier p > 3.

— IV — Un théoréme de JORDAN-SCHUR

Le but de cette partie est de démontrer le :
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Théoréme 4.2. Jordan-Schur

Tous sous-groupe fini G de GL,, (C) admet un sous-groupe H distingué
’I’L2 TL2
et commutatif tel que |G : H] < (2v/2n + 1)2 - (2v2n - 1)2 .

La question qui suit nous dit qu’il nous suffit de montrer ce théoréeme pour les
sous-groupes finis de U,, (C).

1. Soit G' un sous-groupe fini de GL,, (C) . Montrer que l’application :

1

card (GQ) % (Az, Ay)

(@,y) — (@,y)¢ =

définit un produit scalaire hermitien sur C™, puis que le groupe G est contenu
dans le groupe unitaire relatif a ce produit scalaire.

2. Soient A, B dans U, (C) et [A, B] = ABA™! B~ leur commutateur. On suppose
que A commute & [A, B].

(a) Montrer que A commute & C = BAB™!.

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (vg), <y, de C", une suite
(Ak)1<p<n de nombres complexes dans le cercle unité U et une permuta-
tion o de {1,--- ,n} telles que Avy = A\yvp et Cvp = Ay(x)vk pour tout
entier k compris entre 1 et n.

(¢) On suppose que C' # A. Justifier 'existence d’un indice k compris entre
1 et n tel que A\,(x) # Ar. Montrer que les vecteurs v et By sont ortho-
gonaux et que ||(I, — B) vi|| = ||(In — B) B~'v|| = V2. En déduire que
[ = Bllp = 2.

(d) Dans le cas ou la matrice B est telle que ||I, — B||» < 2, montrer que les
matrices A et B commutent.

3. Soient G un sous-groupe fini de U, (C) et A, B deux matrices dans G telles
que ||I, — A||p < 7 et |1, — B||p < 2. On associe & ces matrices, la suite de
matrices (By), ey définie par By = B et Byy1 = [A, Bi] pour tout k € N.

(a) Montrer que [|I, — Byl < 2 pour tout & € N et que la suite (By),y
converge vers I,.

(b) En déduire que la suite (By),, oy est stationnaire sur I,, a partir d'un certain
rang, puis que A commute & B.

4. L’espace vectoriel M, (C) qui est de dimension n? sur C est aussi un R-espace

vectoriel de dimension 2n?. En identifiant une matrice X € M,, (C) & un vec-

teur de RQ"Q, on désigne pour tout réel R > 0, respectivement par B (X, R),
B (X, R) et S (X, R) la boule ouverte, la boule fermée et la sphére de centre X

et de rayon R dans R2"" euclidien. Le volume d’une boule fermée B (X, R) est
noté V(X,R) etona V(R) = R2"’V,, o V,, est le volume de la boule unité

B (0,1). On se donne un sous-groupe fini G de U,, (C) et on lui associe le sous-
1
groupe H de G engendré par I'ensemble ' = {M €eqG, I, - M| < } .

V2
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(a) Montrer que le sous-groupe H est commutatif et distingué dans G.
(b) En notant Ay, , A, les éléments distincts du groupe quotient G /H, mon-

1
trer que pour 1 < j # k < r, on a ||[Ax — Aj|lp > 7 En déduire que
1 2
les boules ouvertes B <Ak, m) dans R?™" | pour 1 < k < r, sont deux &

deux disjointes.

(c) En déduire que [G : H] < (2v/2n + 1)2n2 — (2v2n — 1)2n2 .




PROBLEME 5

Valeurs propres de matrices
particuliéres

5.1 Rappels de cours

Ce probléme ne nécessite pas beaucoup de connaissances. Les théoréme essentiels sont les

suivants.

Théoréme Une matrice A € M, (C) est diagonalisable si, et seulement si, il existe un
polynéme annulateur de A scindé & racines simples dans C.

Théoréme (Spectral) Une matrice symétrique réelle A a toutes ses valeurs propres
réelles et se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice
orthogonale P € Oy, (R) telle que la matrice ' PAP soit diagonale.

A toute permutation ¢ € Sy, on associe la matrice de passage P, de la base canonique

B= (ej)lgjgn de R™ & la base Bo = (e5(5)) (matrice de permutation associée & o). Pour

1<j<n

tout vecteur z = (z; . onan:(x —1 ) .
( 1)1@@17 o o—1(1) 1<i<n

Théoréme L’application P : 0 — P, est un morphisme de groupes injectif de S, dans
GLj, (R) et pour toute permutation o € Sy, on a det (Py) = ¢ (o) (signature de o).

Une matrice de permutation est diagonalisable dans My, (C) et ses valeurs propres sont des

racines de I'unité.

33
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5.2 Enoncé

L’objet de ce probleme est de calculer les valeurs propres de certaines matrices
réelles tridiagonales en utilisant les théoréemes de GERSCHGORIN-HADAMARD et
de RAYLEIGH-RITZ.

Pour tout entier n > 2, 'espace vectoriel R™ [resp. C"] est muni de sa structure
euclidienne [resp. hermitienne] usuelle, le produit scalaire et la norme associée étant
respectivement notés (-, -) et ||-|| dans les deux cas.

— I — Disques de GERSCHGORIN-HADAMARD

Pour tout nombre complexe zy et tout réel R > 0, on désigne par :
D (20,R) ={z€C, |2 — 2| <R}

le disque fermé de centre zg et de rayon R dans le plan complexe C.

Pour tout entier n > 2 et toute matrice A € M,, (C), on note Sp (A) 'ensemble
de toutes ses valeurs propres complexes.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant et de 'utiliser pour
calculer les valeurs propres de certaines matrices réelles tridiagonales.

Théoréme 5.1.
Soient A = (aij),<; j<,, € Mn (C) et A € C une valeur propre de A. 11
- n
existe un indice i € {1,--- ,n} tel que |\ — a;;| < Z la;;] -
j=1

i

n

L. Soit A = (ai5),; j<, € Mn (C). En notant R; = Z la;;| pour tout entier 4
i=1
J#i

n
compris entre 1 et n, montrer que Sp (A) C Uﬁ (aii, R;) . Les disques fermés
i=1

D (ai;, R;) sont les disques de GERSCHGORIN-HADAMARD.

2. On se donne (a,b,c) € R3 tel que be > 0 et on lui associe la matrice d’ordre
n>2:

a c o --- 0
b a c

Ay (abye)=1 o . - - 0
: b a c
0o --- 0 b a

(a) Montrer que le rang de la matrice A4, (a,b,c) est égal & n — 1 ou n.

(b) En supposant que ¢ = b, montrer que la matrice A, (a,b,b) est diagonali-
sable dans M,, (R), ses valeurs propres étant réelles et simples.



Enoncé 35

(¢) Soit D = diag(A1,---,\,) une matrice diagonale de termes diagonaux
réels strictement positifs, donner une expression de D~'A4,, (a,b,c) D.

(d) Montrer que A, (a, b, c) est semblable a A, <a7 Vbe, \/%) , puis qu’elle est
diagonalisable dans M,, (R) de valeurs propres réelles et simples.

(e) Calculer le déterminant de A, (a,1,1), puis celui de A, (a,b,c).

(f) Montrer que toutes les valeurs propres de la matrice :

0 1 o --- 0
1 0 1
An=A,0,1,1)=1| 0
: . 1 0 1
o --- 0 1 0

sont contenues dans |—2,2[, les calculer et donner une base orthonormée
de vecteurs propres correspondants dans R™.

= k e k
(g) En déduire les valeurs de Z cos (W) et de kl:[l cos (n :1
3. On se donne deux réels a et b £ 0 et on leur associe la matrice d’ordre n > 4 :

Pt n+1

(h) Calculer les valeurs propres de A, (a,b,c).

a b 0 b
b a b
By, (a,b) = | o 0
b a b
b 0 b a

(a) Montrer que A, = a + 2b est une valeur propre simple de B, (a,b) en
précisant I’espace propre associé.

(b) Pour n = 2p pair, montrer que A\, = a — 2b est une valeur propre simple
de By, (a,b) en précisant ’espace propre associé. Pour n impair, montrer
que a — 2b n’est pas valeur propre de B, (a,b) .

(¢) Calculer les valeurs propres de la matrice By, (a,b) en précisant une base
orthonormée de vecteurs propres dans R".

— IT — Matrices de permutation et matrices circulantes

On note O, (R) = {Q € M,, (R), ‘QQ =1,} le groupe multiplicatif des ma-
trices orthogonales de M,, (R) pour n > 2.

On désigne par S,, le groupe symétrique d’indice n > 2, a savoir le groupe des
permutations de 'ensemble I,, = {1,--- ,n} et pour toute permutation o € S,,, on
note ¢ (o) sa signature.
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A tout entier n > 2 et toute permutation o € S,,, on associe la matrice de
passage P, € My (R) de la base canonique By = (ex);¢p<, de R™ & la base
B, = (eﬂ(j))lgjgn' On dit que P, est la matrice de permutation associée a o.

En désignant par T',, la matrice de permutation associée a v, = (1,2,--- ,n),
le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.2.

L’ensemble C[T')] des matrices circulantes est une sous-algébre unitaire
et commutative de M, (C) de dimension n dont tous les éléments se dia-
gonalisent dans une méme base orthonormée de C™.

1. Montrer que I'application P : ¢ — P, réalise un morphisme de groupes injectif
du groupe symétrique S,, dans le groupe orthogonal O, (R), puis que pour
toute permutation o € S,, :

e la trace de P, est égal au nombre de points fixes de o ;
« (P)' =P, = Py
o det(P,) =¢(0).

2. Montrer qu'une matrice de permutation est diagonalisable dans M,, (C), ses

valeurs propres étant des racines de 'unité.

3. Pour tout entier n > 2, on désigne par I', la matrice de permutation associée

au cycle v, = (1,2,--- ,n) € S, & savoir :
0 --- 0 1
1 0 0 01 n—1 1
T, = = )
Do ( In—1 Op-1 >
0 1 0

Montrer que :
(a) Tn=I,; T7=1 =Tl = 'T,,;
Ok, n—k Iy, ]
I Op_pr )’
(c) le polynéme P, (X) = X™ — 1 est le polynéme minimal et le polyndme
caractéristique de 'y, ;
(d) ' est diagonalisable dans M,, (C) de valeurs propres (A\);<p<,, = (whk

(b) pour tout entier k compris entre 1 et n—1,onaal't = (

)1§k§n
ol w, = e n , une base orthonormée de vecteurs propres correspondants

1 .
dans C™ hermitien étant <uk) ou ug = ()\kj) .
1<k<n 1<j<n

vn

4. Avec les notations de la question I.Bdl, en notant vy = Re (ug) et wy = Im (uy)
pour 1 < k < n, montrer que :

n
(a) pour 1 <k < 5 les vecteurs vy et wy sont orthogonaux dans R™ tels que

n
ol = el = 5
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(b) pour n = 2p + 1, la famille de vecteurs Bap+1 = (f1,91, " fp, Gps f2p+1)
- 1 C 2 P

oll = —u e =, /— =,/ ———w}, pour
2p+1 o+ 1 2p+1 k %+ 1 k> Gk 2+ 1 k P

1 < k < p est une base orthonormée de R";

pour n = 2p, la famille de vecteurs Bap = (f1, 91, » fp—1,9p—1, fp, fop) OU

1 1
fr = \/:fk,gk - \/>wk pour 1 <k <p-1,f, =
p p

est une base orthonormée de R"™ ;
(¢c) pour 1 <k<mn,ona:

2 2

Ty, (vk) = cos (W> vy, — sin (7> i
n n
2 2

T, (wg) = sin <7T) Vg, + CoS (W> Wy
n n

(d) pour n =2p+ 1, T, est semblable & la matrice diagonale par blocs :

R, 0 -+ 0

0 .
D2p+1 =

: R, O

O --- 0 1

ou Rk:

R, O 0 O
0
D —
2P R,.1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 1
Ccos (k—“) sin (k—“
ou R, = P P pour 1 <k <p-—1.
—sin (%’T) cos (k—“

P
5. On reprend la matrice d’ordre n > 4 étudiée avec la question 1.8 :

a b 0 - b

b «a b
Bn(a,0) =1 ¢ 0
b a b

1 1
—U eth = ——=U2

pour 1 < k < p et pour n = 2p,
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ou a, b sont deux réels avec b # 0. Montrer que :
By (a,b) = al, +b (T + 'Ty) = al, +b (L, + 17271

puis retrouver le fait que cette matrice est diagonalisable dans M,, (R) en pré-
cisant ses valeurs propres et une une base orthonormée de vecteurs propres
dans R"™.

6. Onnote C,, (C) = C[I'y] 'ensemble des matrices de la forme P (I';,) ou P € C[X].
Montrer que :

(a) C, (C) est une sous-algebre unitaire et commutative de M,, (C) de dimen-
sion égale a n en précisant une base;

(b) C, (C) est 'ensemble des matrices de la forme :

ag Ap—1 -+ Q9 ai
aq . . as as
as = (ai*jm‘)dn)lgi,jgn
Gn—1
Ap—1 s az a1 ao
ol ag,- - ,a,—1 sont des nombres complexes. Les matrices de C, (C) sont

appelées matrices circulantes ;
(c) tous les éléments de C,, (C) se diagonalisent dans une méme base ortho-
normée de C™ que ’on précisera.

7. Retrouver les résultats de la question I.Bd en utilisant la question précédente.
— III — Quotient de RAYLEIGH-RITZ

On se donne une matrice symétrique réelle A € S,, (R) d’ordre n > 2.

La matrice A se diagonalise dans une base orthonormée By = (fx);<p<,, asso-
ciée aux valeurs propres A\; < --- <\, (i. e. Afi, = A\ fx pour 1 <k < n).

Le quotient de RAYLEIGH-RITZ associé & la matrice A est I'application :

Ra: R"\{0} — R
(Azx, x)
[Edls
Le but de cette partie est de montrer que Ay = min R4 (x) et A\, = max Ra (z).
R\ {0} R7\{0}
1. Calculer R4 (z) pour tout vecteur propre non nul de la matrice A.
2. Donner une expression dans la base By de R4 (r) pour tout x € R™ \ {0}.

3. Montrer que Ay = min Ra(z) et A, = max Ry (x), la borne infé-
zeR™\ {0} z€R™\ {0}

rieure A\; [resp. la borne supérieure \,,] étant atteinte si, et seulement si, x est

un vecteur propre non nul associé a cette valeur propre (théoréeme de RAYLEIGH-

RITZ).
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4. Pour cette question, on donne un vecteur y = (yx); <<, € R" \ {0} auquel on
associe la matrice A = y ty. En utilisant le quotient de RAYLEIGH-RITZ.

(a) Montrer que A est de rang égal a 1, puis en déduire ses valeurs propres.
(b) Déduire 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ du théoréme de RAYLEIGH-RITZ.

— IV — Inégalités de WIRTINGER

Le but de cette partie est d’utiliser les quotients de RAYLEIGH-RITZ pour
montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.3.
Si f :]0,1] — R est une fonction de classe C* telle que f (0) = f (1) = 0,
1 1
on a alors / (f)? (t)dt > 7r2/ f2(t)de.
0 0

1. En posant g = 2,41 = 0, montrer que pour tout z = (z1),<,<, € R ol
n>2 ona:

D (@rin —a)? = (Az,2)

k=0
2 -1 0 0
-1 2 -1
on A=A4,(2,—-1,-1) = 0o . . .0 , puis en déduire que :
-1 2 -1
0 0o -1 2

: m 2 S 2 ) nw 2
4sin® [ —— < - <4 —
sin <2 et 1)> lz])* < ];)(xm_l x)” < 4sin (2 nt 1)) Il

en précisant les cas d’égalité (inégalités discretes de WIRTINGER).
2. Soit f :[0,1] — R une fonction de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0. En
1 1
utilisant des sommes de RIEMANN, montrer que / (f)? (t)dt > 7r2/ f2(t)at
0

0
(inégalité faible de WIRTINGER). L’égalité peut-elle étre réalisée ?
En utilisant I’égalité de PARSEVAL dans le cadre des séries de FOURIER, on peut

1 1
en fait montrer que / (f)2 () dt > 47T2/ f2(t)at.
0 0

3. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C* telle que f(0) = f(1) = 0.
Montrer que :

(a) la fonction ¢ définie sur ]0,1[ par ¢ (t) = f(t)cotan (nt) se prolonge en
une fonction continue sur [0, 1];
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1 S
(b) / f (@) f (t)cotan (wt)dt = 5/0 f2(t) (1 + cotan? (mt)) d¢, puis retrou-

ver I'inégalité faible de WIRTINGER.




PROBLEME 6

g N
Commutant d’un

endomorphisme en dimension
finie
o J

6.1 Rappels de cours

K est un corps commutatif, ' est un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et u est un
endomorphisme de E.
On note u® = Id et on définit les puissances successives de u par la relation de récurrence

p
uFtl =y ou® pour tout k € N, ce qui permet de définir, pour tout polynéme P (X) = Zaka
k=0

P
dans K[X], endomorphisme P (u) = Zakuk. On note K[u] = {P(u), P € K[X]} et cet
k=0
ensemble est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau commutatif de £ (E). On définit de
maniére analogue la sous algebre K [A] de M., (K) engendrée par une matrice A € My, (K).
L’idéal annulateur de u est idéal I,, des polynémes qui annulent u et le polynéme minimal
de w est le générateur unitaire de cet idéal. On le note my,.

On définit de maniére analogue ’idéal annulateur et le polynéme minimal d’une matrice

A€ M, (K).

Théoréme Les valeurs propres de u sont les racines de son polynéme minimal.

Théoréme Soient p > 2 un entier, Pi,. .., P, des polynémes non nuls dans K [X] deux &

P P

deux premiers entre eux et P = H Pj.. On a Ker (P (u)) = @ Ker (P, (u)) et pour tout
k=1 k=1

k compris entre 1 et p, le projecteur 7y, : Ker (P (u)) — Ker (Px (u)) est un élément de

41
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p
En notant m, = H P,f’“’ la décomposition du polynéme minimal 7, en facteurs irréductibles
k=1

P
dans K[X], on déduit du théoréme de décomposition des noyaux que E = @ Ker <P£’C (u)) ,
k=1
chaque sous-espace vectoriel Ey = Ker (P,f’c (u)) étant stable par wu.

Théoréme (CAYLEY-HAMILTON) Si x. est le polynéme caractéristique de u, on a alors
Xu (u) = 0.

Le polynéme minimal divise le polyndme caractéristique, donc dim (K [u]) = deg (7)) < n.
Un endomorphisme u € £ (F) est dit nilpotent s’il existe un entier ¢ > 1 tel que u4~1! # 0
et u? =0 (q est I'indice de nilpotence de u), ce qui équivaut & dire que 7, (X) = X9.

Du théoréme de BEZoUT, on déduit le théoréme de décomposition des noyaux.

Théoréme (Décomposition des noyaux) Soient (Pj)1<j<p une famille de p > 2

P
polyndémes deux & deux premiers entre eux dans K[X] \ {0} et P = HPk. On a
k=1

P
ker (P (u)) = @ker (Px (u)) et les projecteurs my : ker (P (u)) — ker (Px (u)) pour
k=1

1 <k < p, sont des léments de K [u] .

6.2 Enoncé

Pour ce probleme, K est un corps commutatif de caractéristique nulle et F, F’
sont deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n > 1 et m > 1.

Pour tout entier n > 1, M,, (K) est l'espace des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans K et GL,, (K) le groupe des éléments de M, (K).

Pour tout endomorphisme v € £ (E), on note K[u] = {P (u), P € K[X]} la
sous-algebre de L (E) engendrée par u et m, le polynéme minimal de w.

On définit de maniére analogue la sous-algebre K [4] de M,, (K) engendrée par
une matrice A € M, (K) et le polynéme minimal 74 de A.

— I — Résultats préliminaires

1. Montrer qu'un polyndme non constant P € K[X] est sans facteurs carrés dans
sa décomposition en facteurs irréductibles si, et seulement si, P et P’ sont
premiers entre eux.

2. Montrer que pour tout u € L (E) , I'espace vectoriel K [u] est de dimension égale
au degré du polynéme minimal 7,. En donner une base.

— IT — Endomorphismes et sous-espaces cycliques

Un endomorphisme u € £ (E) est dit cyclique, il existe un vecteur zg € E\{0}
tel que la famille de vecteurs By = (uk (mo))0<k<n_1 soit une base de E. Un sous-
espace vectoriel F de E stable par u est dit cyclique s'il n’est pas réduit a {0} et
si la restriction de u a F' est cyclique.
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On se donne u € £ (E) et pour tout z € E, on note E,, , = Vect {u” (z), k € N}.

1. Montrer que pour tout € E\{0}, ensemble I,, , = {P € K[X], P (u) (z) = 0}
est un idéal non trivial de 'anneau K [X] (. e. distinct de {0} et de K[X]). On
note 7, , le générateur unitaire de cet idéal.

2. Montrer qu’un endomorphisme nilpotent v € £ (F) est cyclique si, et seulement
si, son indice de nilpotence vaut n.

3. Montrer qu’un sous-espace vectoriel F' de E est cyclique si, et seulement si, il
existe un vecteur zg € E \ {0} tel que F = E,, .

4. Le but de cette question est de montrer par récurrence sur la dimension n > 1
de F le théoréme de réduction de JORDAN suivant : pour tout endomorphisme
nilpotent u € L (F), il existe un entier r > 1 et des sous-espaces cycliques

T

Py, F, tels que E = @F;.
k=1

(a) Etudier le cas ot u = 0.
Pour la suite de cette question, on suppose que u est nilpotent non nul,
donc d’ordre de nilpotence g > 2.
Pour n = 1, un endomorphisme nilpotent est nul et le cas est traité. En
supposant le résultat acquis jusqu’au rang n—1 > 1, on se donne u € L (E)
nilpotent.

(b) Montrer que Im (u) est un sous-espace strict de E.

(c) Justifier I'existence de r > 1 vecteurs non nuls 1, -+ ,z, dans E tels que

Im (u) = @Eu,u(xk)
k=1

(d) Montrer que E = ker (u) + ZEW%'
k=1
(e) En désignant par H un supplémentaire de ker () N Im (u) dans ker (u),

s
montrer que £ = H + ZEu,z;«
k=1

T
(f) Montrer que la somme précédente est directe, soit que £ = H @ @Eu“
k=1
(g) Conclure.
T
5. Soient u € £ (E) un endomorphisme nilpotent et £ = @Fk une décomposition
k=1
en sous-espaces cycliques (question IL.H). Pour tout entier k compris entre 1 et r,
on se donne une base Bj, = (uf (xk))ogjgprl de F} en notant p; < --- < p,
K

les dimensions respectives de Fi,---,F.. On note B = LJB;€ la base de F

k=1
correspondante. Montrer que la matrice de v dans la base B est de la forme
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Ci 0 - 0 00 0
o e = | DT ] et dans M, )
: . .0 (|
0o .- 0 C. 0 - 1 0

pour 1 < k < r (théoréme de réduction de JORDAN pour les endomorphismes
nilpotents).

— IIT — Commutant et bicommutant

Le commutant de u € L(E) est C(u) = {ve L(F), uov=vou} et le com-
mutant d'une partie non vide U de L (E) est

CU)={vel(E),VueU, uov=vou}

On définit de maniére analogue les commutants C (A) et C (A) d’une matrice
A € M, (K) ou d’une partie non vide A de M,, (K).

Le bicommutant d'un endomorphisme u € L (E) [resp. de A € M, (K)] est
I’ensemble CC (u) = C (C (u)) [resp. CC (A) = C (C (4))].
1. Soit w € £ (E) . Montrer que :

(a) C(Ku]) = C(u);
(b) C (u) est une sous-algebre de £ (E) qui contient K [u] ;
(¢) K[u] € CC (u).
2. On se propose de montrer que si u € £ (E) est cyclique, on a alors C (u) = K [u]

E)
et dim (C (u)) = n. On se donne u € L (E) cyclique et z¢ € E tel que la famille
By = (u” (xo))0<k<n71 soit une base de E.

(a) Montrer que pour v € L (F), il existe P € K[X] tel que v (zg) = P (u) (xq) .
(b) En déduire que, pour tout v € C (u), on a v = P (u) et conclure.

3. Soient Fpy, F; deux sous-espaces vectoriels de E non réduits & {0} et tels que
E =Fy® Fy. Pour k =0, 1, on note py le projecteur de F sur Fj parallelement
a Fy_, on se donne uy € L (Fy) et u est 'endomorphisme u = ug o pg + 11 0 py.

(a) Montrer que py € C (u).

(b) Montrer que C (pg) = L (Fo) opo ® L (F1) o p1.

(¢) Montrer que CC (u) C CC (ug) o po ® CC (u1) o p1.

(d) Donner une expression du polyndéme minimal 7, en fonctions des poly-
noémes minimaux my de ug et m; de u;.

(e) En supposant que les polyndmes minimaux 7 et 71 sont premiers entre

eux et que CC (ux) = K[ug] pour k£ = 0,1, montrer que CC (u) = Ku].

4. Soit u € L (F) nilpotent. On se propose de montrer que CC (u) = K [u] en raison-
nant par récurrence sur l'entier r € N* qui intervient dans une décomposition

-

en sous-espaces cycliques £ = @Fk (question IL.@A). On note p; < -+ < p, les
k=1

dimensions respectives de Fi, - -- , F,. et pour tout k compris entre 1 et r, on se

donne une base By, = (u/ (ack))0<j<pk71 de Fy.
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(a) Montrer le résultat pour r = 1.
r—1
(b) On suppose que r > 2 et on note Fy = @Fk, de sorte que F = Fy @ Fi..
k=1
Montrer que "endomorphisme w € £ (E) défini par w (uj (xT)) =ul (x,_1)
pour tout j compris entre 0 et n, — 1 et w () = 0 pour tout = € Fy, est
dans C (u) .

(¢c) Montrer le résultat pour r > 2.

5. Pour cette question, on suppose qu’il existe A\ € K tel que I’endomorphisme
v = u — Al soit nilpotent. Montrer que C (u) = C (v), CC(u) = CC (v) et
CC (u) =KJul.

6. Soit u € L(FE). On suppose que le polyndéme minimal de u est scindé sur K,
I

soit que m, (X) = H (X — M), ot les i, € K sont deux & deux distincts et
k=1
les oy, sont dans N*. Montrer que CC (u) = K [u].

— IV — Décomposition de DUNFORD

On dit quun endomorphisme u € L (E) est semi-simple, si tout sous-espace
vectoriel de F stable par u admet un supplémentaire stable par u.

Une matrice A € M, (K) est dite semi-simple, si ’endomorphisme qu’elle
définit dans la base canonique de K™ est semi-simple.

1. Soit u € L (E) dont le polyndme minimal 7, est irréductible dans K[X].

(a) Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par u et distinct de E. Montrer
que pour tout z € E\ F,ona FNE,, = {0}.
(b) Montrer que u est semi-simple.

2. Montrer qu’un endomorphisme u € £ (F) est semi-simple si, et seulement si,
son polyndme minimal est sans facteur carré dans sa décomposition en facteurs
irréductibles dans K [X].

3. Montrer qu'un endomorphisme u € £ (E) diagonalisable est semi-simple.

4. On suppose que le corps K est algébriquement clos. Montrer que u € L (E) est
semi-simple si, et seulement si, il est diagonalisable.

P
5. Soit u € L (E) un endomorphisme de polynéme minimal 7, = HP]? F et de

k=1
P

polynoéme caractéristique P, = HP,?’“, les Pj, étant irréductibles deux a deux
k=1
distincts dans K[X] et 1 < B < ay pour tout entier k compris entre 1 et p.

P
On note P = HPk.
k=1
T Py
Ty AT, P,AP.

(a) Montrer que P =
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(b) Justifier 'existence de A et B dans K [X] tels que AP + BP' = 1.

(c) Justifier, pour tout polynéme R € K[X], l'existence de S dans K[X,Y]
tel que R(X +Y) = R(X) + YR (X) +Y2S (X,Y).

(d) Soit (ug),ey la suite d’endomorphismes de £ définie par ug = u et :

Vk €N, Uk+1 = Uk — P (uk) B (uk)

Montrer que :

i. il existe une suite (Qx),cy de polynomes telle que pour tout k € N,
on a P (ur) = P (u) Qk (u);
ii. il existe un entier £ € N tel que P (ug) = 0 et uy est semi-simple;
iii. pour tout entier k € N, ’endomorphisme uj; — u est nilpotent.

iv. w s’écrit de maniére unique u = d+v avec d semi-simple qui commute
a v nilpotent.

— V — Produit tensoriel de matrices

Pour n et m entiers naturels non nuls, on note M,, ,,, (K) 'espace vectoriel des

matrices a n lignes, m colonnes a coefficients dans K et B, ., = (Eij) 1<i<n €
1<j<m

est la base canonique (E;; a tous ses coefficients nuls, sauf celui d’indice (4, j) qui
vaut 1).

Pour A = (a;;)1<i<n € Mpm (K) et B = (b; j)1<i<p € Mpq(K) on note

1<5<m 1<j<q

A ® B dans My, nq (K) la matrice définie par blocs comme suit :

allB algB e almB
a1 B axpB - aB

AQ B = . . S an,mq (K)
amB ap2B - apmB

La matrice A® B est le produit tensoriel (ou le produit de KRONECKER) de A
et B.

On admet que l'opérateur ® ainsi défini est associatif et que l'application
(4, B) — A ® B est bilinéaire.

On note M,, ,,, (K)®@M,, ; (K) le sous-espace vectoriel de M,,p, 1nq (K) engendré
par Pensemble des matrices de la forme A ® B, ou A décrit M,, ,,, (K) et B décrit
Mipq (K) .

1. En désignant par (E;;) 1<i<n la base canonique de M,, ,, (K) et (Fj;)1<i<p celle
1<j<m 1<j<q

de My, ; (K) , montrer que (E;; ® Fi ¢)1<i<n, 1<j<m €st une base de M, mq (K)

1<k<p, 1<4<q

et donc que :

Mn,m (K) ® Mp,q K) = an’mq (K)

(
2. Soient A € My, (K), B € M,,(K), P € My, (K) et Q € My, (K).
Montrer que (P ® Q) (A® B) = (PA) ® (@B).



Enoncé 47

10.

. Montrer que pour toutes matrices P € GL,, (K) et Q € GL, (K), la matrice

P ® @ est inversible d’inverse P~! ® Q~! dans M, (K).

. Soient A" € M, , (K) équivalente & A et B € M, 4 (K) équivalente & B.

Montrer que A’ ® B’ est équivalente & A ® B dans My mq (K) .

. Soient A € M,, (K) et B € M, (K). Montrer que A ® B est nilpotente si, et

seulement si, 'une des deux matrices A ou B est nilpotente.

. Soient A € M,, (K) et B € M,, (K) de décompositions de DUNFORD A = D+ N

avec D diagonalisable qui commute & N dans M,, (K) et B = D'+ N’ avec D’
diagonalisable qui commute & N’ dans M, (K) . Quelle est la décomposition de
DUNFORD de A ® B dans M, (K)?

Montrer que pour toutes matrices A € M,, (K) et B € M, (K), on a :
Tr(A® B) =Tr (A) Tr (B)

. Soient A € M, (K) e¢ B € M, (K) deux matrices triangulaires. Calculer

det (A® B).

. Pour K algébriquement clos, calculer det (A ® B) pour toutes matrices A €

M, (K) et B € M, (K). Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que A ® B soit inversible.

Soient A € M,, ,,, (K), B € M, , (K). Pour tout couple (n, m) d’entiers natu-
rels non nuls, on note By, ,, = (E11, -+, Eim, Eo1, -+ Eam, o+, Enty o Enm)
la base canonique de M, ,,, (K) ainsi ordonnée. Une matrice M € M,, ,,, (K) de
lignes Lq,- -, L, dans M ,, (K) est donc identifiée par le choix de cette base
tLl
au vecteur € K™, Montrer que :
th
(a) la matrice de l'application linéaire :

Y Mpq XK — n
M — AM
dans les bases By, q et By 4 est A® Iy;
(b) la matrice de I'application linéaire :

X: Mpq(K)
M

= 1l
B
Sy

B

dans les bases B, 4 et B,, , est ’ R

o

O --- 0 B
(c) la matrice de I'application linéaire :

p: Mpg(K) — My, (K)
M — AM'B

dans les bases By, q et B p est A® B
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(d) les matrices A ® B et B ® A sont équivalentes dans M, g (K) .

11. Montrer que I'application 7, m, : A — (M — Tr (AM)) réalise un isomorphisme
de M, (K) sur (M, , (K))™.
On définit le produit tensoriel de ¢ € (M, m (K))* et 1 € (M, 4 (K))" par :

© R Y = Topmq (A® B) € (Mpp,mg (K))"

ou A e M, ,, (K)et Be M,, (K) sont telles que ¢ = 7y, (A) et Y =7, 4 (B).

12. Avec les notations qui précedent, montrer que la forme linéaire ¢ ® 1) est aussi
définie par ¢ @ Y (U @ V) = ¢ (U) ¢ (V) pour toutes matrices U € M,, ,,, (K)
et Ve M,,(K).




PROBLEME 7

Un théoreme de BURNSIDE

7.1 Rappels de cours

K est un corps commutatif, £ est un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et u est un
endomorphisme de E.

Le dual E* de E est 'espace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E. Il est de di-
mension n, de base B* = (pi)lgignv ou les p; sont les projections relativement a une base
B= (ej)lgjgn donnée de E.

*

Z-)1@.<n est la base duale

On note e = p;, pour i compris entre 1 et n et on dit que B* = (e
de B. Elle est caractérisée par :
lsit=j ..
o) =6, = <i,j<
e =d;={ (3127 a<ii<n
n
et toute forme linéaire £ sur E s’écrit de maniere unique ¢ = ZZ (ej)e
j=1
Réciproquement, si B’ = (£;);¢;,, est une base de £, il existe alors une base B = (fi);¢;<n
de E telle que B’ soit la base duale de B. On dit que B est la base anté-duale de B'.
On dit qu’une forme linéaire ¢ € E* et un vecteur x € E sont orthogonauz si ¢ (x) = 0.
L’orthogonal dans E* d’une partie non vide X de E est ’ensemble :
XLt ={pcE*, Ve € X, ¢p(z)=0}
L’orthogonal dans E d’une partie non vide Y de E* est ’ensemble :
Y°={az € E, Vp €Y, p(z) =0}

*

J

Théoréme Soient A, B des parties non vides de E et U,V des parties non vides de
I’espace dual E*.

e Si AC B, onaalors BL C AL, si U C V, on a alors V° C U°.
« AC (A1)°, légalité n’étant pas réalisée en général.

« UC (UO)J‘ , ’égalité n’étant pas réalisée en général.

o AL = (Vect (A))1, U° = (Vect (U))°.

« {0}t = E*, B+ = {0}, {0}° = E et (E*)° = {0}.
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Théoréme
« Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a dim (F) +dim (F1) = dim (E).
o Pour tout sous-espace vectoriel G de E*, on a dim (G) + dim (G°) = dim (E) .
o Pour tout sous-espace vectoriel ' de E et tout sous-espace vectoriel G de E*, on
aF= (FJ')O et G = (G°)L.
« Pour toute partie X de E, on a (X+)° = Vect (X).

e Pour tous sous-espaces vectoriels Fy et F> de F/, on a :
(Fi+ F)t = FNFs et (FLNF)T = Ff- + F5-
¢ Pour tous sous-espaces vectoriels G; et Go de E*, on a :

(G1 +G2)°=G;NGY et (G1NG2)° =GY +GS

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, La transposée de uw € L (E, F) est application
ty € L(F*, E*) définie par u(¢) = ¢ o u pour tout ¢ € F*.

Théoréme Soient u dans £ (E, F) et v dans £ (F,G). On a :
« L’application de transposition u +— *

L(F*,E*);

e t(wou)= tuo wetpour F=E, ldg = Idg~;

« siu est un isomorphisme de E sur F, alors u est un isomorphisme de F* sur E*
et ( tu)_l =ty 1,

o ker (‘tu) = (Im (w)*;

o wu est surjective si, et seulement si, tu est injective;

o Im ( ‘u) = (ker ()t

o w est injective si, et seulement si, ‘u est surjective;

u est linéaire et injective de £ (FE, F') dans

o si E et F sont de dimension finie, alors u et ‘u ont méme rang;

o si A € Mp,n (K) est la matrice de u € L (E, F) dans les bases B et B/, alors la
matrice de 'u dans les bases B’* et B* est la transposée !A.

7.2 Enoncé

Pour tout corps commutatif K et tout entier n > 1, M,, (K) désigne lalgebre
des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K et GL, (K) le groupe des
matrices inversibles de M,, (K).

Pour tout K-espace vectoriel E de dimension n > 1, on note E* 'espace dual
de E, L (E) l'algébre des endomorphismes de E et GL (E) le groupe des automor-
phismes de F.

On note Id [resp. I,,] Pendomorphisme identité dans £ (E) [resp. la matrice
identité dans M, (K)].

Une sous-algebre de £ (E) [resp. de M,, (K)] est un sous-espace vectoriel de
L (E) [resp. de M,, (K)] qui contient Id [resp. I,,] et qui est stable par composition
[resp. par le produit].

Un sous-espace vectoriel strict de F est un sous-espace vectoriel de dimension
comprise entre 1 et n — 1 (4. e. autre que {0} et E).
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Le sous-espace vectoriel de E engendré par une partie non vide X de E est
Pensemble noté Vect (X) de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de X.
On rappelle que le transposé d’un endomorphisme u de E est ’endomorphisme
ty de E* défini par ‘u () = £ o pour tout £ € E*.
Soit A une partie non vide de £ (E) :
o la sous-algebre engendrée par A est la plus petite (pour l'inclusion) sous-
algébre de £ (E) qui contient A ;

o le commutant de A est I'ensemble C (A) de tous les endomorphismes de E
qui commutent & tous les éléments de A (c’est une sous-algebre de L (E));

e un sous-espace vectoriel F' de FE est dit stable par A, s’il est stable par tous
les éléments de A (i. e. si on a u (F) C F pour tout u € A);

o Aest dite irréductible, si les seuls sous-espaces vectoriels de E qui sont stables
par A sont {0} et E (il n’y pas de sous-espace strict de E stable par A).

Pour n > 2 et tout entier k£ compris entre 1 et n, on désigne par Fj le K-sous-
espace vectoriel de 'espace produit E™ défini par :

Ek:{O}><--~><{O}><E><{O}><--~><{O}:f[E,»,k

Jj=1

ou Ej; = {0} pour j # k et Ej = E. On a alors E" = @Ek SiB= (ei)1§i§n
k=1

est une base de F, elle détermine alors de maniere naturelle une base de chaque Ey,
et une base B, de E™. Tout élément de £ (E™) a pour matrice dans la base B,
une matrice dans M,,> (K) formée de n? blocs tous dans M,, (K). On note p le
morphisme de £ (E) dans £ (E™) qui associe a tout f € £ (E) Papplication linéaire
p(f) € L(E™) définie par p (f) (v) = (f (”k))lgkgn pour v = (Uk)1§k§n € E™

— I — Résultats préliminaires

K est un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel de dimension n > 2.

1. Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Montrer que tout
sous-espace propre de u est stable par v.

2. Soit w € L(F). Montrer que u est de rang 1 si, et seulement si, il existe
y € E\ {0} et £ € E*\ {0} tels que u(z) = £ (x) y pour tout x € E.

3. Soit A une sous-algebre irréductible de £ (F) . En notant A (z) = {u (z), u € A}
pour z € E, que vaut A (z)?

4. Soit u € L (E). Montrer que si L est un sous-espace vectoriel de E* stable par
‘u, son orthogonal L° = {x € E ; V¢ € L, {(x) = 0} est alors stable par .

5. Soit A une partie irréductible de £ (E). Montrer que ‘A = { tu, u € A} est
irréductible dans £ (E*).

6. Soient A une partie irréductible de £ (E) et W un sous-espace vectoriel de E™
stable par p (A) (i. e. par tous les p (f) pour f décrivant A). On se propose de
montrer que W admet un supplémentaire dans E™ qui est stable par p (A).
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(a) Montrer que, pour tout k compris entre 1 et n, on a soit W N E;, = {0},
soit W N Ek = Ek.

(b) Montrer que Wy = W + F; est stable par p(A) et que Wy = W & E; si
WNE; ={0}et Wo=W si WNE; = E;. Que vaut Wo N Ey ?

(c) Construire une suite croissante Wo =W Cc Wo C --- C W,, C Wy,4q1 = E"
de sous-espaces vectoriels de E™ tous stables par p(A), puis en déduire
Pexistence d’un supplémentaire W’ de W dans E™ stable par p (A).

(d) Montrer que la projection p : E™ — E™ sur W parallelement & W' appar-
tient au commutant C de p (A).

7. Soient G un sous groupe de GL (E) et A la sous-algébre de £ (E) engendrée
par G. Montrer que A = Vect (G) et qu’il existe une base de A formée d’éléments
de G.

8. Montrer que ’application :

p: L(E) — (L(E)
u — @ (u):v— Tr(uow)

est un isomorphisme.

9. Soient (ug);<j<,2 une base de L (E) et ({x); <1<, la famille de formes linéaires
sur £ (E) définie par ¢ (v) = Tr (ug ov) pour tout v € L (E). Montrer que
(k)1 <p<n2 est une base de (£ E))" . En déduire qu’il existe une base (Vk)1<<n2

n2

de L (E) telle que, pour tout v € L (F), on ait v = Z’H (ug, o v) vg.
k=1
10. Soient G un groupe et G1, G2 deux sous-groupes distingués de G d’indice fini.
Montrer le sous-groupe G1 N G5 de G est aussi d’indice fini.

11. Soit (£;);<;<, une famille de formes linéaires sur £ de rang r € N*. Montrer

P
que le sous-espace vectoriel F' = ﬂ ker (¢;) de E est de dimension n — r.
i=1

— IT — Un théoréme de BURNSIDE

On suppose que le corps K est algébriquement clos et E est un K-espace vecto-
riel de dimension n > 2, B = (e;);.;,, est une base de E et B,, est la base de E™
qui lui est naturellement associée (voir I'introduction du probléme).

1. Soient A une partie (non vide) irréductible de £ (E) et C = C (p(.A)) le com-
mutant de p (A) dans £ (E™).

(a) Montrer que le commutant C (A) de A est I'ensemble de toutes les ho-
mothéties de E. Montrer que ce résultat n’est pas valable pour K non
algébriquement clos.

(b) Décrire dans la base B,, de E™ la matrice par blocs d’un élément de C.

(¢) Soit f € L(E). Montrer que p (f) commute & tous les éléments de C.

2. On se donne une sous-algebre irréductible A de £ (F) et on se propose de
montrer qu’elle est nécessairement égale a £ (E) (théoreme de BURNSIDE).
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(a) Montrer que W = {p(u) (B) = (u(er))1<pen u € A} est un sous-espace
vectoriel de E™ stable par p (A).

(b) Montrer que, pour tout v € L (F), il existe u € A tel que v (er) = u (ey)
pour tout entier k compris entre 1 et n. Conclure que A = L (E).

3. On se donne une sous-algebre irréductible A de £ (E) et on se propose de donner
une deuxieme démonstration du théoréme de BURNSIDE en utilisant la dualité.

(a) Montrer que, si l’algébre A contient un endomorphisme de rang 1, elle les
contient alors tous. En déduire que, dans ce cas, on a A= L (E).

(b) On suppose que A contient un endomorphisme u de rang r > 2 et on se
propose de montrer qu’il existe v’ € A\ {0} de rang strictement plus petit
que .

i. Montrer qu'il existe x, y dans E \ {0} et v dans A tels que le couple
de vecteurs (u (z),u (y)) soit libre et que 'on ait v ou (x) = y.
ii. Montrer qu’il existe A € K tel que la restriction de I’endomorphisme
wov — Ald a Im (u) ne soit ni injective ni nulle.
iii. Vérifier que ’endomorphisme u’ = uovou—Au est de rang strictement
plus petit que 7 et dans A\ {0} .

(¢c) Montrer finalement que A = L (FE).
— III — Sur les hypothéses du théoréme de BURNSIDE

1. Une matrice de M3 (C) est identifiée & I’endomorphisme de C* qu’elle définit

0 a O
dans la base canonique. Soit A=< A=| b 0 —a |, (a,b) €C?
0 b O

(a) Montrer que tous les éléments de A sont nilpotents.

(b) Montrer que la sous-algebre de M3 (C) engendrée par A contient 1’en-
semble des matrices diagonales.

(c) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de C? stables par A. Que peut-
on en déduire sur les hypothéses du théoréme de BURNSIDE 7

0 0 -1
2. Soit A la sous-algebre de £ (Q3) engendrée par v de matrice A= | 1 0 -1
01 0

dans la base canonique de Q3.

(a) Montrer que le polyndme caractéristique P, de u est irréductible dans Q [X] .
) Donner une base de A en fonction de w.

(¢) Montrer que A est un corps.
)

Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de Q3 stables par tous les élé-
ments de A. Que peut-on en déduire sur les hypotheses du théoreme de
BURNSIDE ?
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— IV — Quelques applications du théoréme de BURNSIDE

Pour cette partie, F est un C-espace vectoriel de dimension n > 1.

1. On suppose que F est hermitien et on note U (F) le groupe unitaire correspon-
dant.

(a) Soient x, y deux vecteurs unitaires dans E. Montrer qu'il existe u € U (F)
tel que y = u (x).
(b) Montrer que Vect (U (E)) = L(E).

2. Soit G un sous-groupe irréductible de GL (E) dont tous les éléments sont de
valeurs propres de module égal a 1. On se propose de montrer que G est borné.

(a) Montrer qu'il existe une base (uy);<j<,2 de £ (E) formée d’éléments de G.

(b) Montrer que, pour tout entier k compris entre 1 et n? et tout automor-
phisme u € G, on a |Tr (ug o u)| < n. En déduire que G est borné.

(a) Soit u € L (FE) nilpotent. Que vaut sa trace ?

(b) Montrer qu'un endomorphisme v € £ (E) admet 1 comme unique valeur

propre si, et seulement si, u — Id est nilpotent. On dit alors dans ce cas,
que u est unipotent.
Pour la suite de cette question, on se donne un sous-groupe G de GL (E)
dont tous les éléments sont unipotents et on se propose de montrer que
tous les éléments de G sont co-trigonalisables, c’est-a-dire trigonalisables
dans une méme base de E (théoréme de KOLCHIN).

(c) On suppose que n > 2 et que la sous-algeébre A de £ (E) engendrée par G
est irréductible. Montrer que pour tous u, v dans G, on a Tr ((u — Id) o v) = 0.
En déduire que u = Id, puis que I'hypothese A irréductible est absurde.

(d) Déduire de ce qui précede que tous les éléments de G sont co-trigonalisables.

4. Soit G un sous-groupe de GL (E) d’exposant fini, c¢’est-a-dire pour lequel il
existe m € N* tel que 4™ = Id pour tout u € G. On se propose de montrer
que G est fini (un autre théoréme de BURNSIDE). On note A la sous-algebre de
L (E) engendrée par G.

(a) Montrer que tous les éléments de G sont diagonalisables et que I’ensemble
tr (G) = {tr (u), u € G} est fini.

(b) Dans le cas ot n > 2 et I'algebre A est irréductible, montrer que G est fini.

(¢) On suppose que n > 2 et que A n’est pas irréductible. Montrer que :

i. il existe un entier p compris entre 1 et n—1 et une base B de FE telle que
la matrice de chaque élément u de G dans cette base est de la forme

Alu) = ( B u) ggzg ) ot B (1) € M, (C) et D (u) € My_, (C).

ii. Gi={ueqG, B(u)=1I,} et Go={ue G, D(u)=1I,_,} sont deux
sous-groupes distingués de G. Préciser G1 N Gs.

(d) Conclure.
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— V — Matrices magiques et matrices de permutation

Pour cette partie, K est un corps commutatif de caractéristique nulle, n > 2
est un entier et B = (e;);«;«, est la base canonique de K".

A toute permutation o de {1,--- ,n}, on associe automorphisme p, de K"
défini par p, (e;) = e,(;) pour tout entier j compris entre 1 et n et P, est la
matrice de p, dans la base B. On dit que p, est un automorphisme de permutation
et que P, est une matrice de permutation.

On appelle matrice magique toute matrice A = (ai;),<; j<, € Mn (K) telle
que la somme des termes de chaque ligne et de chaque colonne est égale a une
méme constante. On note M ’ensemble de ces matrices. On vérifie facilement que
c’est une sous-espace vectoriel de M., (K).

n
On note D la droite de K™ dirigée par le vecteur e = Zek et par H ’hyperplan
k=1

n

de K™ d’équation ka = 0 dans la base B.

k=1

1. Montrer que le sous-espace vectoriel P de M,, (K) engendré par ’ensemble des
matrices de permutations est contenu dans M.

2. Pour tout entier i [resp. j| compris entre 1 et n, on note ¢; [resp. ¢;] la forme
linéaire sur M,, (K) qui associe a toute matrice A = (a;;),; j<,, € Mn (K) la
somme des termes de sa ligne 7 [resp. de sa colonne j]. Montrer que la famille
(b1, Jlp, 1, ,cpn) est liée et que la famille (€1, , €y, 1, ,Cn_1) est
libre.

3. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel My de M formé des matrices
dont la somme des termes de chaque ligne et de chaque colonne est constante
égale a 0. En déduire la dimension de M.

4. Soit u € L (K") de matrice A = (as,5),<; j<,, € Mn (K) dans la base B. Montrer
que A € M si, et seulement si, la droite D et 'hyperplan H sont stables par u.

5. Montrer que les seuls sous-espaces vectoriels stricts de K™ stables par tous les
automorphismes de permutation sont la droite D et 'hyperplan H.

Pour la suite de cette partie, on suppose que K = C.

m
6. Montrer que tout endomorphisme u € L (H) peut s’écrire u = Z)\kpk, ou
k=1

m € N* les Ay sont des nombres complexes et les pi sont les restrictions
d’automorphismes de permutation a 'hyperplan .

7. On désigne par ug 'endomorphisme de C™ dont la matrice dans la base cano-
nique B a tous ses coefficients égaux a 1. Soit u € £ (C™) de matrice A € M dans
la base canonique B. Montrer qu’il existe m € N*, a € C, des nombres com-

m
plexes A1, -+, A\, et des permutations o1, -« , o, tels que u = aug+ Z)\kpgk.
k=1

1
8. Montrer que ug = W Z Ps, puis que P = M, c’est-a-dire les matrices
n—1)!
oES),
magiques dans M, (C) sont les combinaisons linéaires de matrices de permu-

tation.
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PROBLEME &

Diametre transfini d’'une partie
du plan euclidien

8.1 Rappels de cours

Ce probléme ne nécessite pas beaucoup de connaissances. Il est nécessaire de savoir manipuler
de facon efficace les produits et d’avoir une bonne intuition géométrique. Les notions de base sur
bornes supérieures et inférieures ainsi que sur les suites réelles sont supposées acquises. Il en est
de méme pour la géométrie du plan affine euclidien et du plan complexe ainsi que la géométrie
du triangle.

L’inégalité de Jensen pour les fonctions concaves nous sera utile.

Théoréme Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R. Si f est concave,
alors pour tous points a1,...,an de I et tous réels positifs A1,..., A\, de somme égale

al,ona f <Z)\iai> > Z)\if(ai).
i=1 i=1

Il est bon de connaitre une méthode de calcul d’un déterminant de Vandermonde :

1 1 1
a1 () Qn n
= I (@-ai
: : . 1<i<j<n
O{;Lfl 04371 04271

8.2 Enoncé

On note P le plan affine euclidien orienté et la distance d (A, B) entre deux
points A, B de P est notée AB.

A tout sous-ensemble infini £ de P, on associe pour chaque entier n > 2, son
diamétre d’ordre n, noté d,, (E) , défini comme suit : A = (Ay); <4<,, désignant une
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2

nn—1)

suite de n points de E et d,, (A) = 1 A4 la moyenne géométrique
1<i<j<n

de leurs distances mutuelles, d,, (E) € R = [0, +0c] est la borne supérieure des
nombres J,, (4) lorsque les n points Aq,---, A, varient arbitrairement dans F.
Ainsi dy (E) est le diametre au sens usuel.

— I — Généralités et exemples

On se donne un sous-ensemble infini £ de P.

1. Pour tout entier n > 2, montrer que :

(a) pour toute partie F' de P contenant E, on a 0 < d,, (E) < d,, (F);

(b) si E est bornée, d,, (E) est alors fini majoré par ds (E);

(c) si E est non bornée, il existe alors tout réel R > 0, une suite A = (Ax); <<,
de points de E telle que 4;4; > R pour 1 < i < j < n, puis en déduire
que d,, (E) est infini;

(d) dn (E) = dy, (E) ou E désigne I'adhérence de E.

2. Pour cette question, A, B sont deux points distincts de P et E = [A, B] est le
segment d’extrémités A et B de longueur a = AB > 0 muni du repére (4, 1)
1
ol ef = ,ﬁ. Montrer que :
a

d3 (E) = sup (2 —21) (x3 — 21) (23 — 22)
0<z1<z2<w3<a

puis que d3 (E) =0 (A,C,B) = % ol C' est le milieu du segment [A, B].

3. Pour cette question, on se donne un repére orthonormé (2, e_f, e_2>) du plan P,
un réel R > 0 et E est 'arc de cercle de centre €2 et de rayon R défini par
les points A = Q + Rej et B = Q + Rcos (0) ef + Rsin (0) 3 ou 6 € |0, 2x].
Montrer que :

ds (E):8R3 sup sin (92—91>Sin (93—6‘1>Sin<93_92>
0<6;<02<605<6 2 2 D)

puis que :

. 4
2/2R sin <Z) 3/ cos (i) sife ]O, ;]
d3 (E) = A
RV3 sife ] % 27r]
4. Pour cette question, F est un disque fermé de centre 2 € P et de rayon R > 0.
Montrer que dsz (E) = d3 (lo?) =d3 (OF) = RV3.

5. Calculer d3 (F) dans le cas E est la réunion des trois cotés d’un triangle équi-
latéral.
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6. Soit F une partie infinie et bornée du plan P.

(a) Montrer que pour toute suite (Ax); <<, de points de F, on a :

a1 n—1
H H AA; | = H A;A;
k=1 \ (i.5)e{1, n+1\{k} 1<i<j<n+1

1<j

(b) Montrer que la suite (d,, (E)),,~, est décroissante et convergente vers un
réel d (F) positif ou nul. Cette limite est appelée diamétre transfini de E.

— IT — Diameétre transfini d’un cercle

Pour cette partie, on se propose de calculer d,, (E) et d(E) dans le cas ou E
est un cercle de centre ) € P et de rayon égal a 1.

On identifie le plan euclidien P muni d’un repére orthonormé ({2, e, e_2>) au
plan complexe et a tout point M = € + rei + ye_g> € P, on associe son affixe
z=uz+1iy e C.

2ikm . . 3N Lz
1. En notant (2x); <<, = (e n ) la suite des racines n-ieémes de 'unité,
== 1<k<n

n

montrer que pour tout entier A compris entre 1 et n, on a H (zn — zk) = nz}?fl.
k=1
k#h

2. Montrer que pour tout suite (2); <4<, de m > 2 points de |0, 7[, on a :

iln (sin (zg)) < In <sin (;ixk>>
k=1

k=1

Sk

3. On se donne une suite A = (A); <4<, de n > 3 points distincts du cercle E et

pour tout entier k compris entre 1 et n, z = €% est affixe du point Ay ot
0<bt, <---<0, <2m.

(a) Dans le cas ou les Ay, pour 1 < k < n, sont les sommets d’un polygone
régulier convexe & n cotés inscrit dans le cercle E, calculer 4, (A). En
déduire un encadrement de d (E) .

(b) On prolonge la définition des réels §j, et des affixes zj en posant 6, ; = 6;
et zp4j = efnti = z; pour j entier compris entre 1 et n, ce qui permet de

n

définir les produits Qy, (4) = H |zk+n — 2| pour h entier compris entre
k=1

1 et n — 1. Calculer les Qp (A) pour 1 < h < n — 1 dans le cas ol les Ay

sont les sommets d’un polygone régulier convexe a n cotés inscrit dans F.

(¢) Montrer que pour 1 <h<n—1letl<k<n,ona:

ZSin<W> sik+h<n

Zhth — 2| =

2sin<0k+h2_9k+7r> sik+h>n
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h n
puis que pour 1 < h < g onaQp(A) < (2sin (;)) _

P
(d) Montrer que pour n = 2p+1 > 3, on a H AA; = HQh (A) et
1<i<j<2p+1 h=1

p—1
pour n =2p >4, on a H AiAj = ( Qh(A)> VQp (A).
h=1

1<i<j<2p
(e) Déduire de ce qui précede que d,, (E) = nT et d (E)=1.

— IIT — Une méthode de calcul du diamétre transfini

On étudie ici une méthode de détermination du diametre transfini d’une partie
bornée E du plan.

A tout point du plan, on associe son affixe dans un repére orthonormé donné.

P étant un polynoéme unitaire, on désigne par u (P) la borne supérieure de
|P (z)| lorsque le point d’affixe z décrit E.

Pour toute partie bornée E du plan et tout entier n > 1, on note pu, (E) la
borne inférieure des p (P) lorsque P décrit 'ensemble U,, des polyndmes unitaires

de degré n. On pose my, (E) = ¥/ pin (E).
1.

(a) Montrer que, pour tout P € Uy, u (P) est fini et non nul.
(b) Montrer que m,, (F) ne dépend que de E et de n et pas du repére choisi.
(¢) Comparer my (E) et da (E).

2. Pour alléger les notations, on note m,, pour m,, (E). Montrer que :

P 9
(a) pour tout couple (p, q) d’entiers naturels non nuls, on a my, < mj ™ mi* ;

(b) pour tout couple (p, q) d’entiers naturels non nuls, on a mg, < m,;
(c) la suite (my, (E)), ey~ converge vers m (E) = inl\fI my (F).
neN*

3. A toute suite (A;f)lgkgwrl de n+1 points de E d’affixes respectives 21, -+ , 241,
on associe le déterminant :
1 1 1
21 z2 Tt Zn+l
V(Zla"'7zn+1): : :
n—1 n—1 n—1
21 22 T Zptl
n n n
21 22 T Rntl

(a) Démontrer que pour tout P € U,, on a 1’égalité :

1 1 1
Z1 22 Zn+1

V(217"’azn+l): . . . .
n—1 n—1 n—1
21 22 Zn+1

P(z1) P(z2) - Pl(z41)
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(b) En utilisant le développement de ce dernier déterminant et un polynéme P
convenablement choisi en fonction des points, établir I’encadrement suivant
ou dy = dy, (E) et mp = myg (E) :

n(n—1) n(n+1) n(n—1)
n n
dn > my<d,;7 <Mn+1)d, > m

n

4. Déduire de ce qui précede :

(a) linégalité d, 1 (F) > my, (E) pour tout entier n > 1;

(b) une majoration de d,, 11 (F) faisant intervenir my (E),--- ,m, (E) et n;

(c) l'égalité m (E) = d(E) (on rappelle que si une suite (uy,),y. admet la

uy + 2us + - - - + nuy,
n2

u
limite u, la suite ( ) admet alors la limite 5)
neN*

— IV — Diamétre transfini d’un segment

On se propose de calculer le diamétre transfini d’un segment par la méthode

précédente.

E désigne le segment [—1, 1] de 'axe réel (le plan euclidien est identifié au plan

complexe) et = est une variable décrivant E.

1.

cos (n arccos (x
Montrer que pour tout n € N* la fonction 7, : © — ( gn—1 (2)) est la
restriction & E d’un polynéme T, unique de degré n, unitaire et & coeflicients

réels. Quelle est la borne supérieure de son module sur £ ?

. Démontrer, en considérant la différence P — T,,, que si le polyndéme unitaire P

est de degré n et a coeflicients réels, alors la borne supérieure sur £ du module

1
de P ne peut étre strictement inférieure a oot

. Quels sont pour E, les nombres p,, définis dans la partie III? En déduire la

valeur de d(E) et, plus généralement, le diameétre transfini d’un segment de
longueur a.

Démontrer qu’une condition suffisante pour que le diametre transfini d’une par-
tie bornée E du plan soit non nul est que E contienne un arc de courbe continu
non réduit & un point. Donner un exemple d’ensemble infini dénombrable borné
dont le diametre transfini est non nul.

— V — Derniers exemples

E étant une partie infinie bornée du plan complexe et H € U, un polynéme

fixé, unitaire de degré ¢ > 1, on note Ez I'ensemble H~1 (E).

1.

Montrer que d (E) = (d (Eg))?. A Taide de cette formule, retrouver, en suppo-
sant que ces diametres sont non nuls, les diametres transfinis d’un segment et
d’un cercle.

. Calculer les diametres transfinis d’un disque et d’une ovale de CASSINI définie

comme lensemble E = {M € P, MA-MB = R} (figures [XT, I et IX3).
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PROBLEME 9

Formes quadratiques réelles et
ellipsoides de R”

9.1 Rappels de cours

Une conique & centre dans R? euclidien est une courbe algébrique d’équation :
o (x,y) =az? + 2bxy + ey’ +dz+ey+ f=0

telle que la forme quadratique ¢ définie sur R? par q (z,y) = axz? + 2bxy + cy? soit non dégénérée
et son centre est la solution du systeme linéaire :

7]

—Cp(z,y)ZZaerQberd:O

Ox

a—sa(z,y)ZQba:Jchere:O
Y

e (75, 70)|
L’aire du triangle de sommets A, B, C' dans R? euclidien est —
On rappelle que :

« les mineurs principaur d’une matrice A = (aij); «; j<n € Mn (R) sont les déterminants
des matrices carrées extraites Ay = (aij)lgi,jgk ol Pentier k est compris entre 1 et n;

« une forme quadratique ¢ € Q (F), ot E est un espace vectoriel réel de dimension n > 1,
est dite positive [resp. définie positive] si elle est telle que g (x) > 0 [resp. q (z) > 0] pour
tout z € E [resp. z € E\ {0}];

e une matrice symétrique réelle A est dite positive [resp. définie positive] si elle est telle que
tXAX >0 pour tout X = (zi)1<i<n € R™ [resp. tXAX >0 pour tout X € R\ {0}];
¢ une forme quadratique réelle sur un espace vectoriel réel E de dimension n > 1 est dite

positive si g (z) > 0 pour tout z € E ou définie positive si ¢ (z) > 0 pour tout z € E.
1
n n n
On rappelle I'inégalité arithmético-géométrique : <H:cz> < *Zﬂ«”i pour (%) <;<,, dans
. n“ ==
=1 =1

(Rj_)n , Iégalité étant réalisée si, et seulement si, les z; sont tous égaux.
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Théoréme Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle A sont toutes réelles.

Théoréme (Spectral) Une matrice symétrique réelle A a toutes ses valeurs propres
réelles et se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice
orthogonale P € Oy, (R) telle que la matrice *PAP soit diagonale.

Du théoréme spectral, on déduit ’existence d’une racine carrée pour une matrice symétrique

réelle positive.
Théoréme Si A € S; (R), il existe alors une unique B € S;7 (R) telle que A = B2,
On peut déduire 'existence de la décomposition polaire d’une matrice réelle inversible.

Théoréme Toute matrice A € GL,, (R) peut s’écrire de maniére unique A = QS ou Q
est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique définie positive.

Du théoreme spectral, on peut aussi déduire le théoreme de réduction de GAUSS d’une forma

quadratique réelle.

Théoréme Il existe un entier » compris entre 1 et n, des réels non nuls Aq,- -, A\, et
T
des formes linéaires indépendantes £1,--- , £, tels que ¢ = ZA]'Z?.
j=1
1

n Y n
Il est bon de connaitre ’inégalité arithmético-géométrique <H$Z> < EZJ)‘, pour tout
i=1 i=1
(Ti)1<i<n € (Ri)n , égalité étant réalisée si, et seulement si, les z; sont tous égaux.
Une partie C d’un espace vectoriel normé (E,||-||) est conveze, si pour tout couple (a,b)
d’éléments de C, le segment [a,b] = {(1 —t)a + tb, t € [0,1]} est contenu dans C.
On peut utiliser la version suivante du théoréme de FUBINI-TONELLI que I'on admet :
Soient I, J deux intervalles réels non réduits & un point. Si f est une fonction continue de
I x J dans Ry, on a alors I’égalité dans Ry :

/J (/zf(x’y)dx) dy:/I (/Jf(r,y)dy) da

Cette égalité se généralise aux fonctions continues définies sur un pavé I = HI r de R™ et a
k=1
valeurs réelles positives ou les I sont des intervalles réels :

/ /1—1 f(xlv"' ﬂfn)dzl"'dwnfl dxn:/L—l (/ f(l‘lv"‘ 7xn)dwn) dzy---drp—1
I IT Ix IT I In
=1 =1

n

k k
n
Dans le cas ou f = ka, les fj, étant des fonctions continues de I dans R4, on a ’égalité
k=1
dans Ry :
n
[ f@ree wdoncden =] [ s do
IT I k1Y 1k

k=1
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9.2 Enoncé

— I — Ellipse d’aire minimale circonscrite a un triangle équilatéral

Pour cette partie, on se place sur le plan affine euclidien R2.

1. Montrer qu’il existe une unique ellipse de centre O = (0, 0) contenant les points

I=(1,0), = (-é“j’) ot K = <_;_‘f)

2. Soient R un réel strictement positif fixé et @ < [ des réels dans ]0,2x[;
T (o, ) le triangle de sommets A = (R,0), B = (Rcos(«a),Rsin(a)) et
C = (Rcos(B),Rsin(B)); C = C(O,R) le cercle de centre O et de rayon R

circonscrit a ce triangle.

(a) Donner une expression f («, 3) de laire du triangle T («, 3) .

(b) Déterminer le triangle 7T (ag, 8p) d’aire maximale, en précisant la valeur
de cette aire maximale.

3. Soit C =C (2, R) un cercle de centre 2 et de rayon R > 0 circonscrit a un vrai
triangle T = ABC. En notant respectivement m (C) et m (T) laire de C et celle

m (C) < 47

m(T) ~ 3V3

triangle T est équilatéral.

de 7, montrer que , égalité étant réalisée si, et seulement si, le

4. Montrer que parmi les ellipses circonscrites au triangle 7o = IJK, il en existe
une et une seule d’aire minimale.

— IT — Formes quadratiques réelles définies positives

Pour cette partie, E/ est un espace vectoriel réel de dimension n > 1 et on se
donne une base B = (ex); <<, de E.

Etant donnée une norme ||-|| sur E, on note B, = {z € E, ||z|| < 1} la boule
unité correspondante.

On note M,, (R), S, (R), S;F (R), ST (R), Q(E), QT (E) et QT (E) les en-
sembles respectivement formés des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels,
des matrices symétriques réelles d’ordre n, des matrices symétriques réelles posi-
tives d’ordre n, des matrices symétriques réelles définies positives d’ordre n, des
formes quadratiques réelles sur F, des formes quadratiques réelles positives sur E
et des formes quadratiques réelles définies positives sur F.

Pour tous réels Ay, --- , \,, on note :

A 0O - 0

diag (A1, , An) = 0 A2
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On munit M, (R) de la norme N’ définie par N’ (A) = sup |a;;| pour
1<i,j<n
toute matrice A = (ai;),; ;<,, et Q(E) est muni de la norme N définie par

N (q) = sup |q (z)| pour toute forme quadratique g¢.
zeB

On note /GLn (R) le groupe multiplicatif des matrices réelles carrées d’ordre
n > 1 qui sont inversibles.

1. Soient gg € QT (E) une forme quadratique définie positive de forme polaire ¢g.
On se propose de montrer le théoréme de réduction simultanée qui nous dit que :
pour toute forme quadratique g € Q (F), il existe une base de E qui est go-
orthonormée et g-orthogonale. Pour ce faire, on raisonne par récurrence sur la
dimension n > 1 de E. Pour n = 1, le résultat est évident. Supposant le résultat
acquis au rang n — 1 > 2, on se donne une forme quadratique ¢ sur E de forme
polaire .

(a) Justifier Pexistence d’un vecteur f; € S (qo) = {x € E, qo (z) = 1} tel que

q(f1)= sup q(x).
z€S5(q0)

(b) En posant A\; = ¢ (f1), montrer que la forme quadratique ¢1 = A1qo — ¢
est positive et que le vecteur f; est dans le noyau de ¢;.

(¢) En désignant par H; Porthogonal de la droite R f; relativement & g, mon-
trer que £ = R f; & H; et conclure.

2. Soient Ag € ST (R) et A € S,, (R). Montrer qu’il existe une matrice inver-
sible P telle que *PAgP = I, et 'PAP est diagonale (théoréme de réduction
simultanée). Pour Ag = I,, la matrice P est orthogonale et on retrouve le
classique théoreme spectral.

3. Soit ¢ une forme quadratique sur F de matrice A € S, (R) dans la base B.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la forme quadratique ¢ est définie positive;
la matrice A est définie positive ;
toutes les valeurs propres de A sont réelles strictement positives;

il existe une matrice B € GL,, (R) telle que A = ‘BB;

il existe une unique matrice B € S (R) telle que A = B? (la matrice B
est la racine carrée de A notée \/A).

)
)
(d) tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs ;
)
)

4. Soit A = (aij),<; j<, € Sn (R) de valeurs propres (réelles) Ay, - -+, A,. Montrer

n n
que pour toute fonction convexe f : R — R, on a Zf (ay) < Zf (X\i). En
i=1 i=1
n
déduire que pour A € S (R), on a det (A) < Haii. Ce résultat est-il encore

i=1
valable pour 4 € §;F (R)?

5. Montrer que :

(a) ST (R) [resp. Q1T (E)] est un ouvert convexe de 'espace vectoriel normé
(My (R), N') [resp. de (Q (E), N)];
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(b) S (R) [resp. QT (E)] est un fermé convexe de (M, (R),N’) [resp. de
(Q (E),N)] et que son intérieur est S;F+ (R) [resp. est QT (F)].

6. Soient A, B dans S;i* (R).

(a) Montrer que pour tout ¢t € ]0,1[, on a :
det (tA + (1 —t) B) > (det (A))" (det (B))' ™"

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, A = B. Cela se traduit en di-
sant que la fonction det est strictement logarithmiquement concave sur
St (R).

1
(b) En déduire que la fonction — est strictement convexe sur St (R) .
det "

7. Montrer que pour toutes matrices A, B dans S;F " (R), on a :

1
T

(det (A + B))™ > (det (A))™ + (det (B))"

Pégalité étant réalisée si, et seulement si, A et B sont positivement liées (on
peut utiliser 'inégalité arithmético-géométrique). Retrouver la stricte convexité

1
de la fonction — sur S;+ (R).
det

“+oo
8. Connaissant la valeur de lintégrale de GAUSS / e~tdt = /7, calculer
0

2 . \ . .
/ e~ llzl”qg pour tout entier n > 2 ou R™ est muni de sa structure eucli-

Az,2) dz pour toute ma-

n

dienne canonique. Plus généralement, calculer / e ¢
trice A € St (R) ou (-,-) désigne le produit scalaire canonique sur R™. Re-
1
trouver la stricte convexité de la fonction 2o S STt (R).
e

— IIT — Ellipsoides dans R”

Pour cette partie on se donne un entier n > 2 et F est ’espace vectoriel R™
muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, B,, = {z € R", |jz| < 1} est la
boule unité correspondante et B = (€;);,,, est la base canonique de R".

A toute forme quadratique positive ¢ € QT (R™), on associe ’ensemble :
E(q)={zeR", q(z) <1}

Dans le cas ol ¢ est définie positive, on dit que £ (¢) est un ellipsoide (ou plus
précisément l'intérieur d’un ellipsoide).
1. Soit ¢ € QT (R™). Montrer que £ (g) est convexe, compact et symétrique (i. e.
stable par la symétrie x — —z).

2. Montrer qu’'un ellipsoide est 'image de la boule unité B,, par un isomorphisme
et que réciproquement, I'image de la boule unité B,, par un isomorphisme est
un ellipsoide (on peut utiliser le théoréeme de décomposition polaire).
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3. Soient ¢, q deux formes quadratiques définies positives de matrices respectives
A, A’ dans la base canonique B de R™.

(a) Montrer que les valeurs propres de A~! A’ sont strictement positives.

(b) On suppose que ¢’ < ¢q. Montrer que £ (¢) C £ (¢'), les valeurs propres de
A~TA’" sont dans lintervalle 0, 1] et det (A’) < det (A) .

(¢) Montrer que € (¢) = £ (¢') si, et seulement si, ¢ = ¢'.

4. Pour tout entier n > 2, on note V,, le volume de la boule euclidienne B,, de R".
Pourn=0et n=1, onnote V =1et V3 =2.

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tout R € R™*, le volume V,, (R) de la
boule B, (0, R) de centre 0 et de rayon R dans R™ est V,, (R) = R"V,,.

™

2
(b) En désignant par (W), cy = ( / sin” (t) dt) la suite des intégrales
0
neN

de WALLIS, montrer que pour tout entier n > 1, on a V,, =2V,,_1W,.

W, 1
c¢) Montrer que, pour tout entier n > 0, on a nt2 _ B i , puis en déduire
W, +2
n n
2w
que V42 = n+2V" et :
p
ﬂ—' sin=2p
p!
‘/n = 22p+1p!
ErEy

5. Soient ¢ € Q1 (R") de matrice A € S;} " (R) dans la base canonique B de R"
et € (q) Pellipsoide correspondant.

Vi Vi

a) Montrer que le volume de £ est V = Z = , ol
(a) q (q) (q) et (4) Ty
1<i<n
A1, -+, Ap sont les valeurs propres distinctes ou confondues de A.

(b) En utilisant le résultat de la question précédente, retrouver le fait que si
¢ € QT (R™) de matrice A’ € ;7 (R) dans B est telle que ¢’ < ¢, on a
alors det (A”) < det (A).

(¢) En utilisant une expression réduite de ¢ dans une base orthonormée de la

" g2
forme ¢ (z) = ZZ—;, donner une expression de V (q) .
i=1 ¢
_ T2 Va _
(d) Montrer que e 1WAy = ——— et V(g) = —= | e 9@ da.
n det (A) T2 Jgn

(e) Montrer que I'application V : ¢ € QT1 (R™) — V (q) € R™* est continue

et strictement convexe. Retrouver la stricte convexité de et ST S (R).
e
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— I'V— Ellipsoide de C. LOEWNER

Etant donné un compact K d’intérieur non vide dans R™, on désigne par Q (K)

Pensemble des formes quadratiques positives ¢ telles que K C £ (q) .

1. Montrer que Q (K) contient des formes quadratiques définies positives.

2. Montrer que Q (K) est convexe et compact dans I’espace normé (Q (R™), N).

3. Montrer qu’il existe un unique ellipsoide £ (¢g) de volume minimum qui contient KX

(théoréme de LOEWNER).

. Vérifier que ’ensemble K = {(x, y)ER? —1<z<lety= 0} est un compact

de R? d’intérieur vide. Existe-t-il une ellipse d’aire minimale contenant K ?
— V — Jauge d’un convexe compact

Pour cette partie, (E, ||-||) est un espace vectoriel normé réel et on se donne un

convexe compact K dans E qui contient 0 dans son intérieur et pour tout x € E,

1
on note Ix (z) = {/\ € RT*, 32 eKy;.

On dit qu'une partie non vide A de E est symétrique, si elle est stable par la

symétrie x — —zx

1.

Montrer que Ik (0) = R™* et que, pour tout = € E \ {0}, 'ensemble Ik (x)
est un intervalle fermé non majoré de R™*. On peut donc définir la fonction
Jji : B — RT par jg (z) = inf (I (z)) . Cette fonction ji est la jauge de K.

. Expliciter jx dans les cas suivants :

(a) E=R" et K =& (q) est un ellipsoide;
(b) [|-]|" est une norme sur E et K est la boule unité de (E, |-||') ;

(c) E=R? et K est un parallélogramme de centre 0.

. En notant 0K = K\ K la fronti¢re de K, montrer que K = {z € E, jg (z) <1}

et OK = {x e R", jk (x) =1}.

. Montrer que, pour tous z,y dans E et tout A € R*, on a jx (Az) = A\jk (z) et

Jr (@ +y) < ik (x)+ jx (y)-

5. Dans ’hypothese ot K est symétrique, montrer que jx est une norme sur E.

6. Montrer qu'un convexe compact d’intérieur non vide et symétrique dans F

contient 0 en son intérieur, puis que c’est la boule unité de E pour une certaine
norme, sa frontiere étant la sphere unité.

. Pour cette question, (F,(-,-)) est un espace euclidien de dimension n > 2 et

on note K* = {y € E, Vx € K, (x,y) <1}. On rappelle que l'adjoint d’une
application linéaire u € £ (F) est 'application linéaire u* € £ (E) définie par
(u(z),y) = (z,u* (y)) pour tous z,y dans F.

(

a) Montrer que K™* est un convexe compact qui contient 0 dans son intérieur.
(b) Montrer que jg+ (y) = max (x,y) pour tout y € E.
re

)

(¢) Montrer que pour tout u € GL (E), on a (u (K))* = (u*)”" (K*).
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(d) Expliciter K* et jx» pour chacun des cas suivants :
i. K est la boule unité de E = R™ et K = £ (q) est un ellipsoide;
ii. E=R"et K = {(xi)l<i<n € R™, max |z;| < 1};
='= 1<i<n
iii. £ =R?2 et K est un parallélogramme de centre 0.

(e) Dans I’hypotheése ot K est symétrique dans E, montrer que jg+ est une
norme sur E. Que dire des espaces normés (F, jx) et (E,jg+)?

— VI — Ellipsoide de F. JOHN

Pour cette partie on se donne un entier n > 2 et E est ’espace vectoriel R™
muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, B,, = {z € R, |jz| < 1} est la
boule unité correspondante.

On se donne un convexe compact symétrique K d’intérieur non vide dans R™ et
pour tout réel p > 0, on désigne par Q (K, ) 'ensemble des formes quadratiques
définies positives ¢ telles que € (q) C K et V (q) > u, ou V (¢) est le volume de
Pellipsoide & (q) .

1. Montrer que l'ensemble M (K) = {A € M,, (R), A(B,) C K} est un compact
de M,, (R) (on peut utiliser les questions V.H et V.H).

2. Montrer que pour tout réel A > 0, ’ensemble :
MK, N)={AeM,(R), A(B,) C K et det (4) > A}

est un compact de M,, (R).

3. Montrer que pour tout réel pu > 0, 'ensemble Q (K, u) est un compact de
Q++ (Rn) .

4. Déduire de ce qui précede qu’il existe un unique ellipsoide de R™ inclus dans K
et de volume maximum (théoréme de JOHN).




PROBLEME 10

Transformations de CESARO,
d’EULER et de TOEPLITZ

10.1 Rappels de cours

Ce probleme ne nécessite que quelques connaissances de base sur les suites dans un espace
normé et les suites numériques (7. e. & valeurs réelles ou complexes). Il est bon aussi de connaitre
les principaux résultats sur les séries numériques.

Une suite de CAUCHY est bornée. Une suite convergente est de CAUCHY. Pour deux normes
équivalentes, une suite est de CAUCHY pour 'une si, et seulement si, elle I’est pour 'autre.

Une suite périodique converge si, et seulement si, elle est constante.

Une suite numérique est convergente si, et seulement si, elle est de Cauchy.

Connaitre la notion de développement asymptotique est aussi utile.

On désigne par a un élément de R. On appelle échelle de comparaison au voisinage de a une
famille (), c ki de fonctions définies au voisinage de a éventuellement privé de a telles que :

e pour tout k € K et tout voisinage V de a, il existe x dans V \ {a} tel que ¢ (x) # 0;

e pour tous j,k dans K, on a ¢; = o(pg) ou @i = o(@;).

On peut considérer par exemple les familles de fonctions suivantes :
per o (@) = i
o T —a ou ((x—a au voisinage de a € R
(@=aF) o (@-aF) g :
. (a:k)kez au voisinage de 400 ou (|#|%),cg au voisinage de oo ou de 0;

o (z%Inf (z)) » ou (z%efTInY (x))< 3 au voisinage de +oo.

(o, B)ER a,B,7)ER
On dit qu’une fonction f & valeurs réelles (ou complexes) définie sur un intervalle réel I non
réduit & un point admet un développement asymptotique au voisinage d’un point a de I’adhérence

de I relativement & 1’échelle de comparaison (Wk)keK , si au voisinage de a éventuellement privé

n
de a, on a une écriture de la forme f (z) = Zaj wk; (®)+0 (¢, (¥)), o les a; sont des constantes
7=0

réelles (ou complexes) et Prjq =0 (gokj) pour tout j compris entre 0 et n — 1.
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10.2 Enoncé

(E,||-]|) est un espace vectoriel normé réel ou complexe non réduit & {0} .
— I — Un théoréme de CESARO

On dit qu’une suite (u,) d’éléments de E' converge au sens de Cesdaro vers
1n0+n71

t € B, sila suite (vn),cn- = ( Z uk> de ses moyennes arithmétiques
neN*

n>no

n
k:’n.[)

n—1
. 1
converge vers £. Dans la pratique, on aura ng = 0 et v,, = — E up oung =1 et
n
k=0

1 n
Up = — E Ug -
n

k=1

1. On se donne une suite (ay), oy de réels strictement positifs et a toute suite
(Un), ey d’éléments de E, on associe la suite (vy,) de ses moyennes pondérées

neN*
1 n—1 n—1
définie par v, = T E apug ou A, = E aj pour tout n € N*.
" k=0 k=0
+oo

(a) On suppose que Zan = +00. Montrer que si (u, ),y est une suite conver-

n=0
gente d’éléments de E [resp. une suite réelle divergente vers —oco ou +o00],
la suite (vy), oy~ est alors convergente de méme limi\te que (un), oy [resp.
divergente vers —oo ou vers +o0] (théoréme de CESARO).
(b) Réciproquement, montrer que si pour toute suite convergente (uy),cy
d’éléments de E, la suite (vy,), oy« converge vers la méme limite, on a

2. Montrer qu'une suite (uy), cy d’éléments de £ convergente est convergente au
sens de CESARO. La réciproque est-elle vraie ?

3. Soient § € ]0,27[ et (uy),,cy la suite complexe définie par u, = . Etudier la
convergence au sens usuel et au sens de CESARO de cette suite.

4. Soit (un),cy une suite d’éléments de £ périodique de période p € N*. Etudier
la convergence au sens usuel et au sens de CESARO de cette suite.

5. Soit (un),cn- une suite de réels strictement positifs qui converge vers £ € R*.
Montrer que :

n

(a) lasuite (Gp),cn- = ( o 11 uk> des moyennes géométriques converge
k=1
neN*

vers {;

(b) si lim (u”H) =/, onaalors lim ({/u,)="¢;

n—-+oo Up, n—-+oo
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n
neN* T n 1

(c) la suite (Hy,) des moyennes harmoniques converge

k=1 Uk neN*
vers /.

6. Soit f une fonction continue de R™ dans C.

1 xr
Mont i i t)y=1¢ 1 lim = t)dt =/ i
(a) Montrer que si dm @ ,onaalors lim x/o @ (version

continue du théoréme de CESARO). La réciproque est-elle vraie ?
(b) Dans le cas ou la fonction f est dérivable, montrer que si lim [’ (z) = ¢,

T—+00
X
on a alors lim & =/.
r—+oo I

— II — « Réciproques » du théoréme de CESARO

1. Soient (un,), oy une suite réelle monotone. Montrer que :

—1
. 15 X
(a) la suite (vn),cne = (Zuk de ses moyennes de CESARO est mo-
n
k=0 neN*

notone de méme sens de variation que (uy),, ey ;
(b) si (un),cy converge au sens de CESARO vers £ € R, elle converge alors
vers £.

1
2. Soit (un), ey« une suite d’éléments de E telle que u,, — up—1 = 0 () .

n—-+4oo n

—1
15 N
(a) Ennotant (v,), ey = (n Zuk> la suite de ses moyennes de CESARO,
k=0 neN*

1 n
montrer que pour tout n € N*, on a u, — v, = EZk (up — ug—1) -
k=1

(b) Montrer que si (uy,), - converge au sens de CESARO vers /, elle converge
alors vers £ (théoréeme de HARDY faible).

1
3. Soit (un), ey~ une suite d’éléments de E telle que u, —up—1 = O () )

n—-+4oo n

—1
1 S
(a) Ennotant (v,),cn. = ( E uk> la suite de ses moyennes de CESARO,
n
k=0

neN*
montrer que tous pour m > n dans N*, on a :

m—1
n 1
U, — Uy = (Um —vn) + D (tm — )

m—n m—n
k=n

(b) Justifier Vexistence du réel M = sup n ||u, — up—1]|, puis montrer que
neN*
pour tous m > n dans N*, on a :

n m-—n
— M
m—nHUm vnll + n+1

[tm — vl <
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(c) Montrer que si (u), . converge au sens de CESARO vers /, elle converge
alors vers £ (théoréme de HARDY fort).

— IITI — Quelques applications du théoréme de CESARO

(a) Soit (un),cy une suite d’éléments de E telle que ngrfoo (Upt1 — up) = L.

1
Montrer que lim —wu, = /.
n—-+oco n

(b) Soient « un réel strictement positif et (uy) la suite réelle définie par

neN
1 .

up > 0 et up41 = u, + — pour tout n € N. Montrer que lim wu, = 400
u& n—+o00

et lim (uf]—ugt?

n
) = a+1, puis donner un équivalent de u,, a l'infini.
n—-+oo
(¢) Soit (Vn), ey une suite réelle strictement croissante et non majorée avec

Y0 > 0. Montrer que si (uy,),y est une suite d’éléments de E telle que

1 1
lim ( (Upt1 — un)> =/{,onaalors lim (un> = { (théo-
n—=+0 \ Yn+1 — Tn n—+00 \ Y
réme de STOLZ).
n

(d) En notant S, (n) = Zk‘"‘ pour tout réel a > —1 et tout entier n > 1,

k=1
na+1

montrer que S, (n) ol 1
n—+oo

n
1
. N 92172 . . : -
Soit (un),cn- une suite d’éléments de E. Montrer que si nhrf k%lkuk =/ la

suite (un), . converge alors au sens de CESARO vers 0.

. Soient (un),cy et (vn),cn deux suites numériques convergentes respectivement

1 n
vers £ et {'. Montrer que la suite (wy,), oy = (qukvnk‘> converge
n
k=0 neN
vers (0.

. Soit f : [0,1] — [0,1[ une fonction continue admettant au voisinage de 0 un

développement asymptotique de la forme f () = z—az*t1+ o . (mO"H) oua
x—0

et a sont deux réels strictement positifs. On désigne par (z,,) la suite réelle

définie par zg € [0,1] et 241 = f (z,,) pour tout n € N.

neN

(a) Montrer qu'il existe un réel n € ]0, 1] tel que pour tout zg € ]0,7[, la suite
(Tn),en est convergente de limite nulle.

1 1
(b) Montrer que pour tout zo € ]0,n[, on a x,, ~ —
n—-+oo (aa)g na

(¢) On suppose que l'on a le développement asymptotique :

— _ a+1l b 2a+1 2a+1
fx)=2—ax x +I£0+ (z )
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1 c . b a+1
T — ., - ~ —,ouc=-—-+—]/—a,
Tpi1 Ty n—+oo N a 2

puis justifier le développement asymptotique :

RN YOI (mm))

1
nita

ou b € R*. Montrer que

définie par g € R™* et 2,1 = In (1 + z,,) pour tout n € N,

2 2In(n) In (n)
xn_n+3 n? +0( n?

(d) Pour (zn),cy
vérifier que :

et pour (2,,),,cy définie par zq € R*™* et x,41 = sin (x,,) pour tout n € N,

vérifier que :

V3 3v3In(n) (m (n))

xn:ﬁ_ 10 n\/ﬁ+0 ny/n

— IV — Fonctions conservant la convergence au sens de CESARO

On dit qu'une fonction f : R — R conserve la convergence au sens de CESARO,
si pour toute suite réelle (uy,), cn qui converge au sens de Cesaro vers £, la suite
(f (un)),en converge au sens de Cesaro vers f (£).

On dit qu’une fonction f: R — R est mid-conveze [resp. mid-concave] si :

V(z,y) € R?, f(x;y) < f(x);f(y) [reSp_f(x;—y) N f(x);rf(y)]

Une fonction convexe [resp. concave] est mid-convexe [resp. mid-concave].

1. Soit f: R — R une fonction convexe et concave.

(a) Montrer que g = f — f(0) est aussi convexe et concave, puis qu’elle est
impaire.

(b) En notant a = ¢ (1), montrer que, pour tout t € R, on a g(t) = at et
conclure.

2. Soit f: R — R une fonction mid-convexe.

k
(a) En notant, pour tout n € N, X,, = {)‘mk = o 0<k< 2"}, montrer

que pour tout A € ¥,,41, il existe p et v dans ¥, tels que A = a ;r V.

(b) Montrer que pour tout n € N, tout (x,y) € R? et tout A € ¥,,, on a :

A=+ y) <A =A) f(@)+Af(y)

+oo

(c) Montrer que I’ensemble ¥ = U ¥, est dense dans [0,1].
n=0

(d) Montrer que si f est continue, elle est alors convexe.
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3. Montrer qu'une fonction continue f : R — R est concave si, et seulement si,
elle est mid-concave.

4. Montrer que les fonctions continues f : R — R solutions de 1’équation fonc-
tionnelle de JENSEN f <x +y> — f @)+ f(y)

5 5 pour tout (z,y) € R? sont les

fonctions affines.

5. Déterminer les fonctions continues f : R — R qui conservent la convergence au
sens de CESARO.

— V — Convergence au sens d’EULER

On se donne deux réels a et b strictement positif et on associe a toute suite

(tn), ey d’éléments de E, la suite (v,,), oy de ses moyennes d’EULER définie par :

_ 1 ~(n kin—k
VneN, v, = (a+b)nz<k>a b Py,

k=0
1. Montrer que si la suite (uy), oy converge, la suite (vy), oy converge alors vers
la méme limite.

2. Le résultat de la question précédente est-il valable dans le cas ot (uy,), ¢y €st
une suite réelle qui converge vers +oo [resp. vers —oo] ?

3. On suppose que la série Zun est convergente.

(a) En désignant par (S,) la suite des sommes partielles de la série Zun

neN
n—1
définie par Sg = 0 et S, = Zuk pour tout n € N* et par (0n),cy la
k=0
transformée d’EULER correspondante, montrer que, pour tout n € N, on a
a
Onl = On = — n Un-
a+bex
(b) En déduire que la série Zvn converge vers — Zun
n=0
+oo
4. Soit f 1z +— Zanx" une fonction développable en série entiere sur |—R, R|[,
n=0

ou R e R,
s . , R
(a) En utilisant la transformation d’EULER avec a = — pour = € |0, R| et
x

“+oo n n
b= R, montrer que f (z) = an(lxﬁ ou b, = Z(Z)ak.
+x

n=0 k=0
(b) Montrer que pour tout z € ]0,1], on a :

+oo $n+1 +oo 22n$2n+1

ln(l—i—x)zz —— arctan(x)zz

—(n+1)(1+a) —(2n+1) (3" (1 +22)"
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— VI — Transformation de TOEPLITZ

On se donne une suite double (an k), oy g<p<, de réels telle que :

e pourtout k€N,ona lim a,r=0;

n—-+oo

lim E an =1,
n— 0o

n
o il existe un réel C' > 0 tel que Z |an k| < C pour tout n € N.
k=0
Dans le cas ot les a,, , sont tous positifs, la troisieme condition est inutile car
conséquence de la deuxiéme.
On associe a toute suite (u,), oy d’éléments de E, la suite (v,),, o définie par :

n
VneN, v, = Zamkuk

1. Montrer que si la suite (u,),y converge dans F, la suite (vy), oy converge
alors vers la la méme limite (théoréeme de TOEPLITZ).

2. Dans le cas ol la suite (ank),cn g<p<n ©St & valeurs strictement positives,
montrer que le résultat de la question précédente est valable pour une suite réelle
(tn), ey qui converge vers 400 [resp. vers —oo]. Qu’en-est-il sans hypothese de
positivité des a1 ?

3. Retrouver le théoréeme de CESARO de la question I.0A en utilisant celui de
TOEPLITZ.

4. Retrouver le résultat de la question II.0 en utilisant le théoreme de TOEPLITZ.

5. Soit (un), ¢y une suite d’éléments de E convergente vers £ € E. Montrer que :

n

6. Soit (un),cy une suite d’éléments de E convergente vers £ € E. Montrer que,

pour tout réel a > —1, on a lim T Z = 76 Que peut-on dire

n—-+oo N
pour a = —17

7. Soit (bnk),en o<p<yn Une suite double de réels telle que :

e pour tout k € Nyona lim b, =by;
n—-+4oo
n
n_il}_loo kZ—O ’I’L,k

n
o il existe un réel D > 0 tel que Z |bp, k| < D pour tout n € N.
k=0
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On associe & toute suite (uy,),, .y d’éléments de E, la suite (wy,),, .y définie par :

neN neN

n
vn eN, w, = mekuk
k=0

(a) Montrer que la série E by, est convergente. On notera S sa somme.
(b) Dans le cas out S # B, montrer que si la suite (uy), oy converge dans F
vers £, la suite (wy,), oy est alors convergente vers une limite & préciser.

(c) Dans le cas ou S = B, montrer que si la suite (u,),y converge dans
vers /, la suite (wn)neN est alors convergente vers une limite a préciser.




PROBLEME 11

Autour de la formule de
STIRLING

11.1 Rappels de cours

Définition Deux suites réelles (un), ey et (vn),cy sont adjacentes si la suite (un), oy

est croissante, la suite (vn), oy est décroissante et la suite (vn — un), oy est convergente
vers 0.

Théoréme Deux suites réelles adjacentes (un), ey €t (vn), ey convergent vers la méme
limite £, avec uy < £ < v, pour tous n, m dans N.

Définition Soient (un), cy et (vn), ey deux suites numériques. On dit que :

o (un),cy est dominée par (vy), oy 8'il existe un entier ng > 0 et une suite bornée
(‘Pn)n>n0 tels que un, = ppvy pour tout n > np;

o (un), ey est négligeable devant (vn), cy , 8'il existe un entier ng > 0 et une suite
(8n)n>n0 convergente vers 0 tels que u,, = e,v, pour tout n > ng ;

e (un),cn est équivalente & (vn),cy, 8'il existe un entier ng > 0 et une suite
(‘F’n)n>n0 convergente vers 1 tels que u, = @nvy pour tout n > ng.

Si (un)pen €t (vn),cy sont deux suites numériques équivalentes, elles sont alors de méme
nature. En cas de convergence, on a lim wu, = lim wvg,.
n—-+oo n—-+oo
Dans le cas ou les deux suites sont a valeurs réelles strictement positive ’équivalence revient

adire que lim (In(vp) —In(un)) =0.
n—-+oo

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fr), cy une suite de fonctions continues
par morceaux de [a,b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par
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morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux & valeurs réelles positives

b b
telle | frn| < ¢ pour tout n € N, on a alors lim / fn(z)dz = / f (z) dz.
n—+oo J, a

On peut utiliser la version suivante du théoréme de FUBINI-TONELLI que l'on admet :
Soient I, J deux intervalles réels non réduits & un point. Si f est une fonction continue de
I x J dans R4, on a alors I’égalité dans R :

/J(/Ifu,y)dw)dy:/I(/Jf(z,y)dy)da:

)\k
Pour tout réel A > 0, on définit une unique probabilité sur (N, P (N)) avec P ({k}) = e~ *— o
pour tout k € N. C’est la loi de PoISSON de parameétre A. On note X — P (X) et ses moments

sont E(X)=Xet V(X) =AM

Si X1,---, X, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de POISSON de
n
parameétres respectifs A1, --- , Ay, alors ZXk suit une loi de POISSON de parameétre Z)\k,
k=1 k=1

Le théoréme de la limite centrale nous dit que la plupart des phénomenes probabilistes suivent

approximativement une loi normale.

Théoréme Soit (Xn), oy« une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi X d’espérance p et d’écart type o. En notant, pour tout n € N* :

la suite de variables aléatoires (Y ), ey« converge en loi vers une variable aléatoire Y’
qui suit la loi normale centrée réduite N (0,1), c’est-a-dire que, pour tout réel z, on a

hm P(Y, <z)= r/ 77dt

11.2 Enoncé

— I — Quelques résultats préliminaires

1. Soient (un), ey €t (vn),cy deux suites de réels tous strictement positifs. Mon-
trer que si la suite (uy), oy est croissante, la suite (v,), oy est décroissante et

lim 2 = 1, alors les suites (un),cy €t (Un),cy convergent vers un méme
n—+00 Uy, n n

réel £ strictement positif.
1
2. Soit ¢ la fonction définie sur R™* par ¢ () = (22 + 1) In (1 + ) .
x

1

Mont , pour tout € R™, ona 0 < () -2 < o
(a) Montrer que, pour tout x on a v (2) 6z (z + 1)

b) Montrer que, pour tout z € RT* on a :
( que, p :

1
In — =2
< > Z (2k + 1) (22 + 1)

pour tout R**.

et retrouver 'encadrement 0 < ¢ (z) — 2 <

1
6x (x4 1)
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3. Montrer pour tout ¢t € |—1,1[, on a In (1 +¢) —¢t < — (1 —In2)¢? et que pour
tout ¢ > 1, onaln(1+1¢) <In(2)t.

4.
NG

—+o0
(a) Montrer que / e tdt = 5 (intégrale de GAUSS).
0
+o0 R
(b) Montrer que la fonction F définie sur RT par F (z) = / et dt est

—+oo
intégrable sur R™ et calculer / F (z)dz.
0

5. On rappelle que la fonction ¢ de RIEMANN est définie sur lintervalle |1, +o0|
“+o0

par ¢ (a) = Zn—a Pour tout réel o > 1 et tout entier naturel n, on note

n=1

+o0 too

1 1
R, (o) = ———— le reste d’ordre n de la série —_—.
@ =2 5+ R0 Doy

j=n
(a) En utilisant la fonction ¢ de RIEMANN, donner pour tout réel o > 1, une
+o00
1
expression de Ry (o) = » ———5.
(b) Montrer que pour tout réel a > 1, on a :

1 1 1
R,(a)= —+——
(@) (a —1)2¢ no—l + n— oo (na1>

R, (2k
(¢) Montrer que pour tout n € N* la série E n (2k) est convergente, puis
2k +1
keN*
—+oo
. R, (2k) 1
que pour tout p € N ,onakg %+ 1 _n—>0+oc 3 )

=p

— IT — Intégrales de WALLIS

z
On note (W), = (/ cos™ (t) dt) la suite des intégrales de WALLIS.
0

neN

z
1. Montrer que, pour tout n € N, on a W,, = / sin™ (t) dt.
0

2. Calculer Wy et Wj.

3. Montrer que la suite (W},), oy converge en décroissant vers 0.

n+1 . P
4. Montrer que pour tout n € N, on a W, 1o = ?Wn, puis en déduire que
n
1
Wht1 = gm Il suffit donc de calculer W,, pour n pair ou pour n

impair.
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5. Montrer que pour tout n € N et tout t € R, on a :

n

foos )" = 5 3 () cos (2~ )

k=0

<2n) - 2271

n

puis en déduire que Wy, =

/ 2 22n [2
6. Montrer que ngrfoo Van + 1Wy, = g, soit que <:) i \/—27& —

Vn 2\"
7. Pour tout n € N*, on note I,, = / <1 — > dt.
0 n

(a) Montrer que pour tout n € N*, on a I, = v/nWa, 11, puis en déduire que

N3

lim I, =-"—.
n—-+oo 2
+o0 5
(b) Montrer que l'on a aussi lim I, = / e~V dt et retrouver ainsi la
n—-+oo 0

valeur de 'intégrale de GAUSS.

— IIT — Formule de STIRLING

Soient (un), ey« €t (Vn),cn- les suites réelles définies par u,, =
1
Up = UpeT2n.
1. Montrer que les suites (un),cy €t (Un),cy convergent vers un méme réel £
vn

n n
strictement positif, puis que n!  «~ *— (7) .
n—too { e

2. Montrer que pour tout entier p > 3 et tout réel x € [0,1], on a e < (1 +z).

n n 1
3. Montrer que pour tout n € N*, on a % (E) <n!< % (Q) (1 + ) .
e e n

1
4. En utilisant la suite (W), oy des intégrales de WALLIS, montrer que £ = —=.
ous
On a donc n! 2 2mn (ﬁ> (formule de STIRLING) et 'encadrement :
n——+o0o e
n n 1
2mn (2) <n!<+V2mn (E> <1 + >
e e n

pour tout n € N*.
— IV — Une démonstration probabiliste de la formule de STIRLING

1. Soient X, -+, X,, une suite de n > 2 variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de POISSON de parametres respectifs A1, -« -, A,,. Montrer que la variable

n n
aléatoire S,, = ZX’“ suit une loi de POISSON de parametre Z)\k.
k=1 k=1
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2. Soit (X,,),cn- une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
une méme loi de POISSON de parametre 1. On lui associe les suites (S,),,cy- €t

S, —n

NG

n
(T) ey~ de variables aléatoires définies par S, = ZX’“ et T, =
k=1
(a) Justifier pour tout réel z, 'égalité :
lim P (T, L7 54
i < = — 7
n—1>I-&r-loo (n_.%') \/ﬂ/_ooe t

ko1

n
n
(b) En exploitant la question précédente, montrer que ngrfoo e*"l;)H =3
(¢) Montrer que, pour tout n € N* on a :

+oo _\/ﬁ n\"
/0 P(T, > t)dt = (7)

n! \e

+oo 1 +oo “+o0 2
d) Montrer que lim P(T, >t)dt = —/ / e‘édt) dz et
(@ ae i [r@ 00— [ (

en déduire la formule de STIRLING.
— V — Fonction I' et formule de STIRLING

On rappelle que la fonction gamma est définie sur R’} par :

I'(z)= /Jrooetﬂldt
0

1. Justifier la définition de I' (z) pour tout x € R™*, puis montrer que l'on a
['(z +1) = 2T (z) pour tout z € RT*. Que vaut I' (n + 1) pour n € N?

(a) Montrer, que pour tout x € R™* on a :

D(z+1)= (‘Z)I\/E/zeﬁe <1+ \;)E)de

+oo

9 x
b) Mont li Ve (14— ) dd=0.
(b) Montrer que Jm . e ( + \/E)

VT 0 x
(¢) Montrer que lim e~ Vb (1 + ) do = /2r.
T ——+00 -z \/E

x x
(d) Déduire de ce qui précede que T'(z + 1) 2 V2 (f) (formule de
r—+00 e
STIRLING). En se restreignant aux entiers, on retrouve la formule de STIR-
n n
LING sur les entiers : n!l  «  +/27mn (7)
e

n—-+00
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— VI — Un raffinement de la formule de STIRLING

On reprend la suite (uy,),,cy- définie en partie ITT par u,, = - (7) . On sait
n! \e

1
V2T

et on se propose d’en donner un développement

que cette suite converge vers

1
asymptotique en —.
n

+oo
1
1. On se fixe un entier n > 2 et pour tout k € N*, on note R, (2k) = 27%
—(2j+1)
j=n
400 1
le reste d’ordre n de la série ZW (notations de la question I.H).
j=0

(a) Montrer que :

QOR(CHECHRIE % =

j=1 k=1 k=1
(b) Mont +§OOR1(%) 141 ( L ) is en déduire qu'on a égalité
ontrer que = n| —— |, puls en dedulire qu on a l'egalite
q 2 2%+ 1 o p q g
+oo
1 R, (2k)
In(u,) =In( —=) = :
n (tn) n(\/ﬂ) =2k +1

(c) Soit p € N*. Montrer que si chaque suite (R, (2k)),cy- pour 1 <k < p,

admet un développement limité en — a l'ordre 2p, la suite (In (uy)),cn- en

1 " R, (2k
possede alors un égal a celui de la suite <ln (m> — Z 22(4_ 1)> . .
nelN*

k=1
1
(d) Montrer que la suite (In (uy)), oy Posseéde un développement limité en —
n

a l'ordre 2. En déduire celui de la suite (uy),cy- & cet ordre, puis que :

n! = 271-,”(2)” 1+i+;+0 i
T e 12n  288n2 n?

1
(e) Pour les courageux®, donner le développement limité en — de u,, a I'ordre 3.
n

— VII — Polynémes de BERNOULLI et formule d’EULER-MACLAURIN

On rappelle la formule d’intégration par parties itérée :

n—1

/ "0 @) g ) = | 3 (-1)F fO1R g0

k=0

B
(-1 / £ (@) g™ (2) da

B
[eY

1. On peut ignorer cette question, dans un premier temps.
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pour n € N* et f, g deux fonctions de classe C™ sur un segment [, /3]

n /m\n
définie en partie III par u, = \/—: (—) .
n! \e

1. Montrer que toute fonction continue f : [0,1] — R admet une unique primi-

1
tive F' telle que / F(z)dz =0.
0

On reprend la suite (u,),,cy-

On peut donc définir la suite (B,,)
et la relation de récurrence :

nen des polyndomes de BERNOULLI par By = 1

1
Vn>1, B, =nB,_1 et / B, (r)dx =0 (11.1)
0

On vérifie facilement que chaque B, est un polyndme unitaire de degré n. A
cette suite de polynomes, on associe la suite (by,),,cy = (Bn (0)),,cry des nombres
de BERNOULLI.

2. Calculer les B, et b, pour n € {0,1,2}.
3. Montrer que l'on a :
(a) Bo(1—) = (-1)" B, (z) et (-=1)"B¥ (1—2) = (=1)" BY¥ (z) pour
tousn € Net 0 <k <n;
(b) B, (1) = B, (0) pour tout n € N\ {1};
(¢) bap+1 = 0 pour tout p € N*;

|
(d) By(lk) _ : n.k)'Bnik pour tous n € N et 0 < k < n, avec en particulier,
n—k)!
B,(ln) =nl;

|
(e) BV (1) =-B"Y(0) = % pour tout n € N*;

n!
(n—k)!
4. Soient p € N* et f:[0,1] — R une fonction de classe C*?. Montrer que :

' fO)+7M)

P bQ —1 —1 1ng(t) P
> o (70 () = @0 o) + [ 2 e

(f) B (0) = B (1) = bp—k pour tousn >2et 0 <k <n-—2.

5. Soient n,p deux entiers naturels non nuls et f : [0,n] — R une fonction de
classe CP. Montrer que :

[ f ()~ £ 0)
> s = [ rmars S

3 o (1 ) - 10 ) - [ R o 1) a

ou E’gvp est la fonction 1-périodique qui coincide avec By, sur [0,1] (on a
By, (1) = By, (0)). Cest la formule d’EULER-MACLAURIN.
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6. Pour cette question, f est la fonction définie sur R* par f (x) =1In (1 + x).

n—1
Calculer les dérivées f*) pour k € N* et / f(t)dt pour n > 2.
0

Montrer que pour tout entier n > 2 et tout p € N*, il existe une constante
réelle A\, telle que :

b 1 1 "' By (t)

e B T P vl e

+o° Boy (t
Montrer que / L(Q)dt est absolument convergente et que :
o (1487

T By, (t 1
[T ()
n—1 (L+1¢) n—too \ NP

1
Montrer que pour tout p > 2, on a le développement asymptotique en —
n

a lordre 2p — 2 :

1 p—1 bos 1 1
1 1 R 27 : -
o =0 (=) = 3 e * i ()

Préciser ces développements asymptotiques pour p = 2 et p = 3, en ad-

mettant que by = ~30°




PROBLEME 12

Fonctions absolument
monotones

12.1 Rappels de cours

Pour f, g fonctions de I dans R ou C et n fois dérivables en v € I, on la formule de LEIBNIZ :

n

()™ (@) =32(1)F® (@) g™ ().

k=
Du théoréme de ROLLE on déduit la formule de TAYLOR-LAGRANGE qui est une généralisation

du théoréme des accroissements finis.

Théoréme Si f est une fonction & valeurs réelles définie sur un intervalle compact [a, b]
non réduit & un point, de classe C™ sur cet intervalle et n+ 1 fois dérivable sur I'intervalle
ouvert ]a, b[, alors il existe un point ¢ € |a, b[ tel que :

@ ke, IOV
FO= 3 T emat R 6 a)

La formule de TAYLOR avec reste intégral permet d’obtenir des résultats plus fins que celle for-
mule de TAYLOR-LAGRANGE. Cette formule nécessite une hypotheése supplémentaire de continuité
de la derniére dérivée.

Théoréme Soit n € N. Si f est une fonction & valeurs réelles (ou dans un espace de
BANACH) définie et de classe C*T1 sur un intervalle compact [a, b] non réduit & un point,
on a alors :

k! n!

N k) (g b p(nt1)
so=> @ e-ar s [0 gra
k=0 @

87
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Définition On dit qu’une fonction f définie sur un disque ouvert D (a, R) de centre a et

de rayon R > 0 du plan complexe est développable en série entiére s’il existe une suite
+oo

de nombres complexes (an),, ¢y telle que f (z) = Zan (# —a)"™ pour tout z € D (a, R) .

n=0
On se place sur un intervalle réel [a,b[ ol —co < a < b < +00.

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fn),cy une suite de fonctions continues
par morceaux de [a, b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par
morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux a valeurs réelles positives
telle | frn| < ¢ pour tout n € N, on a alors :

lim /abfn(m)dx:/:)f(m)dx

n——+oo

Théoréme Soit f : X X [a,b] — C une fonction telle que :

e pour tout z € X, la fonction ¢t — f(z,t) est localement RIEMANN-intégrable
sur [a, b[;

o pour tout t € [a, b, la fonction x — f (z,t) est continue sur X ;

o il existe une fonction ¢ localement RIEMANN-intégrable sur [a, b[ & valeurs réelles
b

positives telle I'intégrale / ¢ (z) dz soit convergente et |f (z,t)| < ¢ (t) pour tout
a
(z,t) € X X [a,b].

b
Dans ces conditions, la fonction F' : x — / f (z,t) dt est bien définie et continue sur X.
a

12.2 Enoncé

— I — Fonctions absolument monotones

On se donne —oo < a < b < 400 dans R.

On dit qu'une fonction f : |a,b] — R est absolument monotone sur |a,b[, si
elle est de classe C> sur |a, b[ et telle que f() (z) > 0 pour tout n € N et tout
x € Ja,b[. Dans le cas ou a est fini, on dit que f est absolument monotone sur
[a, b], si elle est absolument monotone sur Ja, b[ et continue & droite en a. On définit
de fagon analogue une fonction absolument monotone sur ]a, b] pour b fini et une
fonction absolument monotone sur [a,b] pour a et b finis.

On note pour tout intervalle réel I non réduit & un point, A (I) Uensemble des
fonctions absolument monotones sur I.

1. Soient I un intervalle réel ouvert non vide et f une fonction de I dans R.
Montrer que f est absolument monotone sur I si, et seulement si, elle est a
valeurs positives et dérivable de dérivée absolument monotone sur I.

2. Sur quels intervalles réels les fonctions de la variable réelle x prenant respecti-

1 .
vement les valeurs e, ——, —In(—x), arcsin (x) sont-elles absolument mono-
x

tones ?



Enoncé 89

(a) Montrer que la somme et le produit de deux fonctions absolument mono-
tones sur un méme intervalle réel I sont absolument monotones sur I.

(b) Montrer que si une fonction f est absolument monotone sur un intervalle
ouvert [ et si g est une fonction absolument monotone sur un intervalle ou-
vert J qui contient f (I), la composée go f est alors absolument monotone
sur I.

— IT — Prolongement de fonctions absolument monotones

Pour cette partie, a < b sont finis.
1. Soit f € A(]a,b]).
(a) Montrer que f peut étre prolongée sur [a,b] en une fonction absolument
monotone sur [a, b|.
(b) Montrer que cette derniére fonction est indéfiniment dérivable en a.

(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante peut-on prolonger f en une fonc-
tion absolument monotone sur [a,b] ? La fonction obtenue est-elle néces-
sairement dérivable en b7

2. On se donne une fonction f € A([a,b]) et on lui associe la suite de fonctions
(Rp), ey définie sur [a,b] par :

z—a)"

k) (g
Row)= F (o)~ Y T
k=0

(a) Montrer que pour tous n € N et « € [a,b[, on a :

R (z) = /f(H)(t) (z — 1) dt (12.1)

n!

Ry, (2)
(x—a)"
(b) Montrer que f peut étre prolongée en une fonction F' développable en série

entiére sur le disque complexe ouvert D (a,b —a) = {2z € C, |z —a| < b—a}
(théoréme de BERNSTEIN).
(c) Soit xo € ]a,b[. Montrer que pour tout k € N et tout = € [zg,b[, on a
F®) (o k
Fa) > T2 g
(d) Montrer que la fonction f est identiquement nulle si, et seulement si, elle

s’annule en un point zy € Ja,b[. Que peut-on dire s’il existe z¢ € ]a, b tel
que f( (z0) = 0 pour un entier n > 17

puis que la fonction x — est croissante sur Ja, b[.

3. Pour cette question, I = [07 g [ et f=tan.

n

(a) Montrer que pour tout entier n > 1, on a f(**t1 = Z(Z) fR) fn—Fk)
k=0
puis en déduire que f € A ({O, g D )
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+oo
(b) En déduire que pour tout z € D (0, g) ,on a tan(z) = Zanz%“ ol
n=0

-1
1 n
apg=1let a, = —— a0, — pour tout n € N*.

4. Soit (fn), ey une suite de fonctions absolument monotones sur [a, b[ telle que

la série de fonctions Z fn converge simplement sur [a,b[ vers une fonction f.
Montrer que :

(a) la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur tout segment
[a, 8] ot 3 € Ja, b;
(b) pour tout k € N*, la série de fonctions Z fék) est uniformément conver-

gente sur tout segment [a, 5] ou 3 € ]a, b[;
—+oo
(c) la fonction f = Z fn est absolument monotone sur [a, b.

n=0

— IIT — Fonction absolument monotones sur R*

Pour cette partie, f est une fonction absolument monotone et non constante
sur R* .
1. Montrer que pour tout n € N et tout € R*, on a f(™ (z) > 0.
2.

(a) Montrer que la fonction f admet une limite £ € Ry en —oo.
(b) Montrer que pour tout n € N* et tout € R* , on a :

n(n+1)

0< f (z) < 2 |x|2" (f (2%) _ (2f_1)) (12.2)

(c) En déduire que pour tout n € N*, on a lim "™ (z) = 0 et que pour
r—r—00

tout x € R* ;on a :
flz)=10+ i'/ (x—t)" D (1) de (12.3)
n' J_

3. Dans le cas ou la fonction f est de plus majorée, montrer qu’elle se prolonge

par continuité en 0 et que pour tout n € N*, on a lim " f(™ (z) = 0. En
r—0—

déduire que pour tout n € N, la formule (I2Z3) est encore valable pour z = 0,
c’est-a-dire que l'on a :

F(0)=10+ <_n1,)n / ’ D (1) de (12.4)
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4. On se donne un réel a < 0 et on définit les fonctions f; et fo sur R* par
fi(x) = (1 — E) f(x) et fo(x)= <1 — E) f1 (). Montrer que pour tout réel
x € [a,0] et to?lt réel t on a f (z) + 2tvf1a(a:) +t2f5 () > 0 (on pourra utiliser
le développement de f (z) en série de TAYLOR suivant les puissances de x — a).
5. Montrer que pour tout réel < 0 et tout réel t on a f (z)+2tf' (z)+t2f" (x) > 0.

En déduire que 6 = f - f — (f’)2 > 0 sur R* | puis que la fonction In (f) est
convexe sur R* .

6. On se donne une suite (ay,)

a
nen de réels strictement positifs telle la suite ( ntl )
neN

Qn
soit croissante et on lui associe la suite (by,),,y définie par :

n n
bn — Z<k> (akan—k-‘r? — ak+1an—k+1)

k=0
(a) Montrer que les réels by et by sont positifs.
(b) Montrer que pour tout entier n > 2, on a :

mear 2 (1) G5)e

ol Ck = GpGp—k+2 — Ak4+10n—k+1 pour 0 < k < 5 puis en déduire que les

réels b, sont tous positifs.

(n+1)

70
(b) Montrer que la fonction § = f- f” — (f’)? est absolument monotone sur R* .
(¢) Quelle forme a la fonction f si § s’annule en un point de R* ?

(a) Montrer que la suite de fonctions ( ) est croissante sur R* .
neN

8. On suppose que la fonction f admet une limite £y > 0 quand x tend vers 0~ et
que la fonction f’ admet une limite ¢; > 0 quand x tend vers 0~. Montrer que

£
pour tout x € R* ,on a f(z) > loeT™”.
— IV — Un théoréme de BERNSTEIN- WIDDER

Pour cette partie, on pourra utiliser le résultat suivant : Soit (uy),,cp-
suite de fonctions a valeurs réelles définies sur R et croissantes sur cet intervalle.
S’il existe une constante réelle M telle que 0 < w, (t) < M pour tous n € N* et
t € Ry, on peut alors extraire de la suite (uy),cy- une suite qui converge sur R
vers une fonction croissante.

une

1. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive, croissante et majorée.

(a) Justifier la définition de £ = . ligrn ¢ (t) et pour tout n € N, de la fonction
—+0o0o
+oo
D, xR — / t"e™p () dt, puis vérifier que pour tous n € N et
0

|
xeR*_,onaOS‘I)n(x)gflrﬁ.
x
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(b) Montrer que, pour tout réel a < 0, la fonction ®q est uniformément conti-
nue sur |—oo, al .

(¢) Montrer que la fonction @ est de classe C* sur R* telle que cIJ(()") =,
pour tout n € N.

+oo
(d) Montrer que la fonction f : z — —x / ety (t) dt est majorée et absolu-
0
ment monotone sur R* .

2. Soient K un compact d’un espace normé (ou métrique) F, (f,),cy une suite
croissante de fonctions continues de K dans R (i. e. pour tout = € K, la suite
réelle (fn (z)),cn est croissante) qui converge simplement vers une fonction
continue f : K — R. Montrer que :

(a) la suite réelle (|[f — fullo), ey €st décroissante et minorée;
(b) la suite de fonctions (fy), oy converge uniformément vers la fonction f sur
K (théoréeme de DinI).

3. Montrer que la suite de fonctions (¢n), oy~ définie sur I'intervalle Ry par

x n
on () = (1 - E) 1j0,n (%) est croissante et converge uniformément sur R

vers la fonction ¢ : x +— e™ 7.

4. Soit f une fonction non constante, majorée et absolument monotone sur R* .
Une telle fonction se prolonge par continuité en 0 d’apres la question ITL.B et
L= . lim f(¢) est finie d’aprés la question ITI.EA.

——00

(a) Justifier pour tout n € N la définition de la fonction :
—+oo
Yn it €RY |—>/ u" fHD (—u) du

puis vérifier que cette fonction est de classe C>° sur R , croissante, qu’elle
se prolonge par continuité en 0 et que :

“+oo
lim 4, () = / a fOH) (—y) du = ! (f (0) — £)

t——+oo 0

(b) Montrer que pour tout n € N* et tout x € R* , on a :

1 [T

fla)=t+— [ pnl=at) v (b)dt
-Jo

ol , est la fonction considérée a la question IV.B.
(¢c) Montrer que pour tout z € R* , on a :

—+oo /
lim (e™ — pp (—au)) ¢"T(!u)du =0

n—-+o0o 0

puis en déduire que :

f(z)=—z lim +Ooe"”“ <¢n () + f) du
0

n— 400 n!
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(d) Montrer qu’il existe une fonction ® croissante sur R, positive et majorée

—+oo
telle que pour tout z € R* ;on a f (z) = —x/ et ® (t) dt.
0
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PROBLEME 13

Fonctions a variation bornée

13.1 Rappels de cours

Définition Si D est une partie non vide d’un espace métrique et E est un espace mé-
trique, une fonction f : D — FE est dite lipschitzienne s’il existe un réel A > 0 tel que
d (f (z), f(y)) < Ad(z,y) pour tous z,y dans D. Une telle fonction est uniformément
continue sur D.

On dispose de la version suivante de ’inégalité des accroissements finis.

Théoréme Soient f définie sur [a,b], & valeurs dans un espace vectoriel normé (E, ||-||)
et g définie sur [a, b] & valeurs dans R, ces fonctions étant continues sur [a, b] et dérivables
sur Ja, B[ S1 | (2)]] < g (z) pour tout € Ja, b], on a alors ||f () — £ (a)]] < g (B)—g (a).

Dans le cas ol f’ est majorée par M sur |a, b[, en prenant g (z) = Mz, on retrouve I'inégalité

classique des accroissements finis.

Théoréme Si f est une fonction monotone de l'intervalle ouvert I dans R, elle admet
alors une limite a gauche et droite en tout point. Dans le cas ou f est croissante, on
af(z7) = sup f@) < f(z) < fat) = 1nf f t) pour tout z € I. De plus pour

z<ydans[,onaf( ) <fly).

Théoréme Si f : [a,b[ — R [resp. f : ]a,b] — R] est une fonction croissante [resp.
décroissante] et majorée [resp. minorée|, elle admet alors une limite finie en b [resp.
en a]. Cette limite est la borne supérieure [resp. inférieure] de f sur [a, b] [resp. sur |a, b]|
soit limbf (z) = sup f(z) [resp. llm f(z)= einfb] I (z)].

Tr—r

z€[a,b[ z€]a,
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Théoréme L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone f: I — R
est dénombrable.

13.2 Enoncé

Pour ce probléme, I est un intervalle réel non vide, non réduit & un point.
— I — Fonctions a variation bornée

Soient a@ < b dans I et f une fonction de I dans un espace métrique (F,d) .

Une subdivision du segment [a, b] est une suite réelle finie strictement croissante
o = (ok)o<k<p OU p € N* et 09 = a, 0, = b. On note 3, I'ensemble de toutes les
subdivisions du segment [a, b] .

Pour toute subdivision o de [a,b], on appelle variation totale de f sur o le

réel :
p

Ve, f) =Y _d(f(on). f (ok-1))

k=1

On dit que la fonction f est d variation bornée sur le segment [a,b] sl existe
un réel M tel que pour toute subdivision o de [a,b], on ait V (o, f) < M et dans
ce cas, on définit la variation totale de f sur [a,b] par :

VI(f)= sup V(o,f)

[ SDIPNY

On pose également Vi (f) = —V.2 (f) et V2 (f) =0.
1. Montrer qu'une fonction A-lipschitzienne sur I est a variation bornée sur tout
segment [a,b] C I et telle que VP (f) < A (b—a).

2. Soient f : I — E une fonction A-lipschitzienne, a < 3 deux réels et une fonction
g : [a, B] = [a,b] & variation bornée. Montrer que la fonction fog est & variation
bornée sur [a, 8] .

3. On suppose que (E, ||||) est un R-espace vectoriel normé. Montrer que :

(a) une fonction f : I — E & variation bornée sur [a, b] C I est bornée sur [a, b] ;

(b) une fonction f : I — E de classe C* est & variation bornée sur tout segment
de I;

(c) si f et g sont deux fonctions & variation bornée sur [a,b] C I, il en est alors
de méme de f+g et Af pour tout réel Aet ona V> (f +g) < VP ()+V? (9)
et Vo (Af) = NV ()5

(d) si f:I— Eety:I— Rsont deux fonctions & variation bornée sur un
segment [a,b] C I, la fonction ¢f est alors & variation bornée sur [a, b] et

on a V7 (ef) < el Vi (F) + /1l Vi () 5 0t [lolloe = sup o (2)] et
[flloe = sup [If ()l

z€la,b]
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4. On se donne ¢ € Ja,b| et on suppose que la fonction f est a variation bornée
sur les segments [a, c] et [c,b].

a) On se donne une subdivision o = (o})o<k<p de [a,b], on désigne par
<k<p gne par ¢
I'unique entier compris entre 0 et p — 1 tel que o, < ¢ < 0441 et on lui as-

socie la subdivision ¢’ = (07,)o<k<q+1 = (@, 01, -+ ,04, ¢) de [a, c] et la sub-
division ¢” de [c,b] définie par ¢” = (0} )o<k<p—q = (¢, 0¢41,** ,0p—1,D)
: " " s

si ¢ < ogq1 ou 0" = (0})o<k<p—q—1 = (¢,0q42, + ,0p—1,b) si ¢ = og41.

Montrer que V (o, f) <V (¢/, f) + V (6", f).
(b) Montrer que la fonction f est & variation bornée sur [a,b] et que I'on a
Ve () SVE()+ V2.
5. On se donne ¢ € ]a, b[ et on suppose que f est & variation bornée sur [a,b].

(a) Soient ¢’ une subdivision de [a, c] et ¢” une subdivision de [c, b] . Montrer
qu’il existe une subdivision o de [a,b] telle que V (o, f) = V (¢, f) +
V", f).
(b) Montrer que f est & variation bornée sur les segments [a, ] et [c,b], puis
que Pon a V7 (f) > Ve (f) + V2 (f)-
6. On suppose que f est a variation bornée sur tout segment de I et pour tout a

fixé dans I, on note V, la fonction définie sur I par V, (z) = V¥ (f). Montrer
que :

(a) pour tous réels a, 3,7 dans I, on a V2 (f) + V5 (f) =V (f) (relation de
CHASLES) ;

(b) pour = < y dans I, on a d(f (), f (v)) < Va (4) — Va (&)

(c) la fonction V, est croissante sur I ;

(d) la fonction f est continue & gauche [resp. a droite] en z¢ € I si, et seulement
si, V, est continue & gauche [resp. & droite] en zy (pour la continuité a
gauche [resp. & droite], on suppose que xg n’est pas la borne inférieure
[resp. supérieure] de I).

7. Pour cette question, on suppose que I = [a, 8] avec a < § < 400, que l'espace
métrique (F,d) est complet et que f est & variation bornée sur tout segment
de 1.

(a) Justifier la définition de L = lir% Vo (z) dans Rt = Rt U {+o0}.
T—r

(b) Montrer que si cette limite L est finie, la fonction f admet alors une limite
¢ € E en B. La réciproque est-elle vraie ?

(c) On suppose maintenant que f est fini, que f est définie en S et que la
limite L de V, en f est finie. Montrer que :

i. pourtout z € I, ona d(f(8),f(z) <d(f(B),0)+L—V,(x);
ii. f est a variation bornée sur [a, 3] avec V.2 (f) < d (f(B),£) + L;
iii. pour tout réel € > 0, il existe b € ]a, 5[ tel que :

d(f(B),0)+L—e<d(f(B),f(b)+Va(d)

iv. pour tout réel € > 0, il existe une subdivision, o de [a, {] telle que
d(f(B),6) +L—2e<V (o, f);
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—_

4

7

v VI =d(f(8),0+L.

(d) Dans le cas ol 3 est fini, montrer que la fonction f est & variation bornée
sur [a, (] si, et seulement si, la limite L est finie.

— IT — Cas des fonctions a valeurs réelles

Pour cette partie, f est une fonction de I dans R et on se donne a < b dans I.

. Montrer que f est monotone sur [a,b] si, et seulement si, elle est & variation
bornée sur [a,b] avec V.? (f) = |f (b) — f (a)|.

. Montrer que si f est a variation bornée sur [a,b] et telle que ir[lfb] |f (z)| >0,
xre|a,

la fonction

est alors & variation bornée sur [a, b] .
I[a,b]

. Montrer que f est a variation bornée sur tout segment de I si, et seulement
si, il existe deux fonctions croissantes g,h de I dans R telles que f = g — h
(théoréme de JORDAN).

. Montrer que si f est a variation bornée sur tout segment de I, elle admet alors
une limite a droite en tout point de I distinct de sa borne supérieure et une
limite a gauche en tout point de I distinct de sa borne inférieure.

. On suppose que f est & variation bornée sur [a,b]. Montrer que la fonction ¢
1 x

définie sur [a,b] par ¢ (a) = f(a) et p(z) = 7/ f(t)dt est a variation
x—al,

bornée sur [a, b] .
. Pour cette question, on suppose que f est de classe C! sur I. Montrer que f est

b
A variation bornée sur tout segment [a,b] C I et qu'on a V)’ (f) = / [f/(t)|dt.
a

T
. Soient f et g les fonctions définies sur R* par g (z) = /z, f (z) = 22 sin? <7>
x
pour z > 0 et f(0) = 0. Montrer que ces deux fonctions sont & variation bornée
sur [0, 1] et que la composée h = g o f ne l'est pas.

. Pour tous réels a, 8 avec B > 0, on désigne par f, g la fonction définie sur
e

I =R" par fo 3(0) =0et fo(x)=2%sin (—B) pour x > 0. Montrer que :
x
(a) pour a > B+ 1, la fonction f, g est a variation bornée sur tout segment
de I;
(b) pour o < 33, la fonction f, g n'est pas a variation bornée sur [0,1];
(c) la fonction f, g est & variation bornée sur [0, 1] si, et seulement si, on a
a > p.

— IIT — Cas des fonctions a valeurs dans R"”

Pour cette partie, n € N*, ’espace vectoriel R est muni de la norme euclidienne
1

2
n
= (%))1cjcn 2l = me , [ est une fonction de I dans R™ et on se
Jj=1

donne a < b dans I. Pour tout « € I, on note f(z) = (f; (¢)),<;<,- On note
B = (€j),<j<, la base canonique de R".
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1. Montrer que f est & variation bornée sur [a, ] si, et seulement, chaque fonction
fj est & variation bornée sur [a, b] .

2. Soit R un automorphisme orthogonal de R™. Montrer que si f est a variation
bornée sur [a,b], alors Ro f I'est aussi sur [a,b] et on a V. (Ro f) = VP (f).

3. Pour cette question, on suppose que f est de classe C! sur I et pour a € I fixé,
on note toujours V, la fonction définie sur I par V, (z) = V* (f). On se fixe
xo € I. Montrer que :

(a) il existe un automorphisme orthogonal R tel que R (f' (x0)) = ||f’ (zo)] €1 ;

(b) la fonction g = Ro f est de classe C! sur I telle que ¢’ (zo) = || f' (z0)]| €1;

(¢) la fonction g = Ro f est a variation bornée sur tout segment de I, puis en
notant g = (gj)1§jgn’ que pour tout h € R* tel que xg+h € I, on a :

1
zo+h T +h T +h
LV (gy) < 3 VS Zyo
(d) la fonction V, est dérivable en z¢ avec V, (zg) = || f' (z0)|| (cela est valable

pour f & valeurs dans un espace de BANACH) ;

(e) pour tout x € I, ona V, (z) = / |l f/(¢)]| dt. En particulier, / Ilf' ()| dt

est la longueur de l'arc paramétré ¢ € [a,b] — f ().

4. Pour cette question, on suppose que I = [a, 5] et que f est de classe C! sur [a, A].
Montrer que la fonction f est a variation bornée sur [a, 5] si, et seulement si,

I'intégrale / 1’ (t) dt est absolument convergente et dans ce cas, on a :

B
wﬂﬁ=WNm—w+/|wama

ou /= lim f(z).

z—0
— IV — Cas des fonctions périodiques sur R

Pour cette partie, I = R et les fonctions considérées sont a valeurs réelles.
Pour tout réel x, on note |x| sa partie entiere.
Si f: R — R est une fonction 2m-périodique et RIEMANN-intégrable sur tout

1 27 Cint
— f () et de de ses co-
27 nez

efficients de FOURIER exponentiels. On désigne par (S,),cy la suite des sommes

partielles de la série de FOURIER de f et par (F),) la suite des moyennes de
FEJER de f respectivement définies par :

segment, on lui associe la suite (¢,),c; = (

neN
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1. Soit f une fonction T-périodique de R dans R avec T' € R”, telle que sa restric-
tion fijo,7) a [0, 7] est a variation bornée. Dans ce cas, il existe deux fonctions
croissantes g, h de [0,7] dans R telles que f = g — h. On peut de plus imposer

que ¢ (0) = 0. On définit alors la fonction ¢ sur R par ¢ (z) = g (Jc — L%J T) .

(a) Justifier la définition de la fonction ¢, puis montrer que pour tout réel z,
onal<g(x)<g(T).
Y

(b) Montrer que pour tous réels x < y, ona ¢ (z)—¢ (y) < ( LTJ - L%J ) g(T).

(c) Montrer que f est a variation bornée sur tout segment de R.

2. Soit f une fonction 27-périodique de R dans R telle que fjjg,2) est & variation

1
bornée. Montrer que ¢, = O ( ) .
In|—+4o00 \ N

3. Montrer que pour tout entier p > 1, la fonction ¢, définie sur R \ Zr par
sin (px
p(x) = (pz) se prolonge en une fonction continue et 2w-périodique sur R.

sin ()

4. Montrer que pour tout n € N et tout § € R, on a :

n 0 S
Z e*? = pon i1 <2> et Zs02k+1 (0) = @51 (6)
k=0

k=—n

5. Soit f : R — R une fonction 2m-périodique et RIEMANN-intégrable sur tout
segment. Montrer que pour tout n € N et tout x € R, on a :

S0 =50 [ (=04 F @t 0)pan (5) at

et :

B0 = g | U0+ F e (5) a

T on (n+1
6. Montrer que pour tout n € N et tout x € R, on a :

1 [™ t 1 ” t
- n —)Jdt=1et — 2 —|Jdt=1
w/o vl (2) ¢ w<n+1>/o Pnl (2)

7. Soit f : R — R une fonction 27-périodique et RIEMANN-intégrable sur tout
segment.

(a) Montrer qu’en tout réel z ou f admet une limite & gauche f(x7) et une
f@)+ f=h)

limite & droit + lim F, (z) =
imite & droite f (x ),onanﬂnfoo (2) 5

(théoréme de
FEJER).
b) Dans le cas ou f est continue, montrer que la suite (F}, converge
’ q neN g
uniformément vers f sur R.

8. Pour cette question (E,|-||) est un espace normé et on se donne une suite
(tn),cn d’éléments de E. On dit que cette suite converge au sens de CESARO

1 n
vers £ € E, si la suite (v,),cny = ( n 12“’“) converge vers /.
n
k=0

neN
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a) Montrer que si la suite (u, est convergente, elle I’est alors au sens de

Mont i la suite (uy,), oy oSt gente, elle l'est al d
CESARO vers la méme limite.

(b) Montrer que pour tous m > n dans N, on a :

m+1 1 -
n — Un — m — Un) — —— —J 1 - —
u m—n(v Un) p— j:EnJ,»l (m—j+1)(u; —uj-1)

1
(¢) On suppose que u,, —up—1 = O () . Montrer que :

n— 400 n
i. il existe un réel M > 0 tel que pour tous m >n > 1 dans N, on a :

m+1
-n

m
ltn = vall € 22— ffv = vn]l + M 1n (=)

ii. pour tout réel A > 1, on a pour tout n € N* :

A+2
_ <22
[, U"”—)\,l

1
lvpaje1 — vnl| + M (n + hl()\))
iii. si (un),cy converge vers £ € E au sens de CESARO, elle est alors
convergente vers ¢ (théoréme de HARDY).

9. Soit f une fonction 27-périodique de R dans R telle que fjj9,2) est & variation
bornée. Montrer que la série de FOURIER de la fonction f converge simplement
fla)+ @)
3 .
10. Soit f une fonction 27-périodique de R dans R et continue telle que fjo,2x) est
a variation bornée. Montrer que la série de FOURIER de la fonction f converge
uniformément sur R vers la fonction f.

sur R vers la fonction z —
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PROBLEME 14

Fonctions de WEIERSTRASS

e dérivabilité des fonctions d’une variable réelle ;

e espaces vectoriels normés, espaces de Banach ;

o intégrales généralisées;

e séries de fonctions, convergences simple, uniforme, normale ;
 interversion somme et intégration;

« transformation de Fourier;

e théoréme de convergence dominée.

14.1 Enoncé

Ce probleme est consacré a ’étude de certaines fonctions continues et nulle
part dérivables.

Soit « un réel strictement positif. On dit qu'une fonction f : R — C est
holderienne d’ordre a (ou qu’elle est a-holderienne) §'il existe un réel A > 0 tel
que |f (y) — f ()] < Xy — z|* pour tous réels x,y. Pour a = 1, on dit que f est
lipschitzienne.

On note CY (R, C) la C-algebre des fonctions continues de R dans C et CY (R, C)
la C-algebre des fonctions continues et bornées de R dans C que 'on munit de la
norme :

= [fllse = sup [f (z)]
z€R
C’est une algebre de Banach.
— I — Généralités

1. Montrer qu’une fonction holderienne d’ordre o« > 1 est constante.

103
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+o00
. Montrer que la fonction g :  — / e
0

Pour cette raison, on s’intéresse uniquement aux fonctions holderiennes d’ordre
a€]0,1].

On note H,, 'espace vectoriel des fonctions f : R — C holderiennes d’ordre o €
10,1] et Ho, per le sous-espace vectoriel de H,, formé des fonctions 1-périodiques
et a-holderiennes.

. A toute fonction f € H,, on associe les réels :

Xa (f) =inf {A € RT, V(z,y) €R?, [f(y) - f(x)| < Ay —2|”}

et No (f) = £ (0)] + Aa (f) -

(a) Justifier la définition de lapplication N, sur H,, puis montrer qu’elle
définit une norme sur cet espace.

(b) Montrer que pour toute fonction f € Hq per, 00 a ||f|lo < Na (f).
(c) Montrer que (Ha,per; Vo) est un espace de Banach.

. Montrer que si f : R — C est une fonction dérivable en x € R, alors pour toutes

suites réelles (2n,),cy €t (Yn), ey telles que x, # y, et ¥, < 2 <y, pour tout

neNet lim z,= lim y,=2,ona lim M:f’(x).

n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o yn — T

400 2. 2 400 -

sin” (¢ sin (¢

Montrer que / t2( )dt = / %dt en justifiant la convergence de
0 0

ces intégrales.

in (¢
_“&()dt est définie et continue sur
R*. Calculer g (z) pour tout réel x > 0, puis en déduire la valeur de 'intégrale

+00 s
de Dirichlet / @dt.
0

— II — Fonctions de Weierstrass

Pour cette partie, on se donne une fonction lipschitzienne non constante ¢ :

R — C périodique de période 1 et deux réels b > a > 1.

1.

e (b )

Montrer que la série de fonctions Z
a

est convergente sur R, puis que la

“+o0
bz
fonction f définie sur R par f (z) = E Ln) est continue et bornée sur R.
a
n=0
Dans le cas ol b est un entier naturel, montrer que la fonction f est 1-périodique.

. Montrer que f est I'unique fonction continue et bornée de R dans C solution

de I’équation fonctionnelle f (bx) = a (f () — ¢ (x)) pour tout réel .

1
. Dans le cas ou b est un entier naturel, calculer / f (z)dz.
0

n
On suppose que b > a et on écrit a = b* avec « € 0,1 (o = est bien
n

dans 10, 1] pour 1 < a < b).
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(a) Montrer que pour tous réels z,y tels que |y — x| > 1, on a :

If (W) = f @] <2 fllly — 2

(b) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que pour tout n € N* et tous réels
Z,y,0ona:

If(y)—f(w)|§< A b”ly—x|+2<ﬁ|m> (b1n)“

b 1
a1 1—3

(¢) En déduire que f est holderienne d’exposant .

5. Pour cette question, on suppose que la fonction 1-périodique ¢ est définie par
1 1
¢ (x) = x pour tout z € |:O,2|:et ¢ (x) =1—z pour tout x € {2,1{6‘5 que b
est un entier pair tel que b > 2a, ou @ > 1 est réel. On se propose de montrer
que la fonction f est continue et nulle part dérivable.
(a) Montrer que pour tout réel z, on a ¢ (z) =d(z,2) = ]icng | — k|, puis que
€
© est lipschitzienne.
(b) Soit p € Z. Donner une expression de ¢ (z) pour tout = € [p,p + 1[.

1 —1)?

(¢) Montrer que pour tout p € Z, on a ¢ (p;) —p (g) = %
(d) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Pour la suite de cette question, on se donne un réel = € |0, 1].

(e) Justifier pour tout n € N Dexistence et 1'unicité d’un entier naturel k,, tel

k k 1
que% < bz < nt

, puis montrer que les suites réelles (z,,),y et

, . kn n
(Un) pen définies par z,, = 2 et y, = T
(f) Soit n € N*. Calculer ¢ (b*y,,) — ¢ (b*z,) pour tout entier k > n. Pour k

entier compris entre 0 et n — 1, montrer qu’il existe un entier naturel p tel

convergent vers x.

1
que b*xz, et b*y, soient tous les deux dans I'un des intervalle [p,p + 2}

1 1
= 1 i dédui bey,) — o (Wrz,)| = ——.
ou {p+2,p+ },pulsen edulre que ’gp( y) gp( x )| Spn—F
(g) Montrer que f n’est pas dérivable en x et donc qu’elle n’est nulle part

dérivable.

6. Pour cette question, on suppose que la fonction ¢ est définie par ¢ (z) =

T
cos (2mx) et que b est un entier pair non nul tel que — > 3 + 1 toujours avec
a

+oo
2bn
a > 1 réel. La fonction f est donc définie sur R par f (z) = ZM ot
a’ﬂ
n=0

elle est continue, 1-périodique et paire.

(a) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.
Pour la suite de cette question, on se donne un réel x > 0.
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(b) Justifier pour tout n € N Dexistence et 1'unicité d’un entier naturel k,, tel
kn

2bn

ki _ B
opn =S
(yn)nGN convergent vers .

(c) Calculer cos (2bFmy,) — cos (2b%7z,,) pour tout n € N* et tout k € N.
(d) Montrer que la fonction f n’est pas dérivable en x.

que x, = , puis montrer que les suites (2,,), oy et

7. Montrer que ’ensemble des fonctions continues f : [0,1] — R qui ne sont
dérivables en aucun point de [0,1] est dense dans (C° ([0,1],R), [/|..) -

— IIT — Formules sommatoire de Poisson et d’inversion de Fourier

On note £! (R, C) le sous-espace vectoriel de C° (R, C) constitué des fonctions
continues de R dans C dont 'intégrale sur R est absolument convergente. On munit

“+oo
l'espace £! (R,C) de la norme f — || ]|, = / |f ()] dt.

1. Soit f € £L! (R,C). Montrer que I'on peut définir la fonction fsur R par :

+oo

f(x) = f(t)e™tat

—00

puis que cette fonction est continue et bornée et que 'application F : f +— Z
est lindaire continue de (£ (R, C), ||-[|;) dans (Cj (R,C), |||..) - La fonction f
est la transformée de Fourier de f.

2. Calculer pour tout réel a > 0, la transformée de Fourier de la fonction ¢, : t +—
e—a|t\ )

Pour la suite de cette partie, on se donne f € C°(R,C) telle que f(z) =

1

3. Montrer que la fonction f est dans £! (R, C) et uniformément continue sur R.
4. On se donne un réel T' > 0 et on lui associe la suite de fonctions (u,),, .y définie
sur R par ug (z) = f (2) et uy, () = f (x —nT) + f (x + nT) pour tout n € N*.
(a) Montrer que la série de fonctions Z“" est convergente sur R et que sa

somme notée fr est continue sur R et T-périodique.
(b) Montrer que pour tout réel z, on a lim fr(z) = f(x).
T—+oco

(c) Montrer que pour tout n € Z, les coefficients de Fourier ¢, (fr) = / fr(t e T dt

2
de la fonction fr sont donnés par ¢, (fr) = —f < wn)

(d) En supposant que [ (z) = ) , montrer que la série de Fourier

O |2
|z| =400 \ T
de la fonction T-périodique fr converge uniformément vers fr sur R, ce
qui se traduit par la formule sommatoire de Poisson :

Vo e R, Z fx+nT) = Zf (27”1) s

n=—oo nEZ
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(a) Montrer que pour tout réel h > 0, on a :
+oo

0

oo 1
f(t)dt:h;)/of((nﬂ)h)dt

+oo 1
b) Mont lim h t)h)dt — h)|] =0 i :
(b) Montrer quelim, nz_o(/ofunﬂ )t = (un) ) =0, puis e

400 +o0
f(t)dt= Tim, h;) f (nh)

“+oo
(¢) Montrer que f@)dt= lim hfy(0).
h—0+

—00

~

6. Montrer que si f € C°(R,C) est telle que f(z) = O (12) et f(x) =
|z|—+o0 \ T
1 =2
) ,on aalors f(x) = —f (—x) (formule d’inversion de Fourier).

|z]—+o0 ([L’Q 2w

— IV — Transformée de Fourier des fonctions a décroissance rapide

On dit qu’'une fonction f : R — C est a décroissance rapide, si elle est de classe

C® et si pour tout couple (n,m) d’entiers naturels on a ‘ llim " fm) (z) =
xr|—+o0
0. On note S (R, C) le sous-espace vectoriel de C* (R, C) formé des fonctions &

décroissance rapide.

1. Montrer qu'une fonction f € C* (R, C) est a décroissance rapide si, et seulement
si, pour tout couple (n,m) d’entiers naturels, la fonction z — zf(™) (z) est
bornée.

2. Montrer que S (R, C) est une sous-algebre de C* (R, C), puis que pour toute
fonction f € S (R, C) et tout couple (n,m) d’entiers naturels, la fonction = +—
2" ) (2) est dans L' (R, C).

3. Montrer que la transformation de Fourier F : f — f réalise un isomorphisme
de § (R, C) sur lui méme.

4. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢ (z) = 0 pour z < 0 et ¢ (z) = e~ = pour
z > 0.

(a) Montrer que ¢ € C* (R, C).

(b) Soient a < b deux réels. Justifier 'existence d’une fonction ¢, € S (R, C)
telle que ¥, (x) > 0 pour tout = € |a,b[ et 1, () = 0 pour tout = €
R\ Ja,b[.

(¢) Soit b > 1 un réel. Justifier l'existence d’une fonction ¢, € S (R,C)

o~ 1
telle que l'on ait @p (1) = 1, pp(x) = 0 pour tout = € R\}b,b{ et

/ T o (1) di = / T oy (8 dE = 0.

—0oQ — 00
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— V — Une condition nécessaire de dérivabilité d’une série
trigonométrique

Pour cette partie, on se donne une série complexe E a, absolument conver-

gente, une suite (\,) de nombres réels strictement positifs pour laquelle il existe

neN
/\n+1

un réel b > 1 tel que > b pour tout n € N.

n

1. Montrer que la série de fonctions Zan cos (A\px) est convergente sur R, puis
+oo
que la fonction f définie sur R par f(x) = Zan cos (A,x) est continue et

n=0
bornée sur R.

2. On suppose que la fonction f est dérivable en un point o € R.

(a) Justifier I'existence d’une fonction € : R — C continue, bornée et de limite
nulle en 0 telle que f (o +z) = f () + f' (&) x + ze (z) pour tout réel z.

(b) Soit ¢, € S(R,C) une fonction vérifiant les propriétés de la question
IVv.dd. Montrer que pour tout n € N, on a

+oo t +oo t t anei>\¢La
/_oo f ( * A) o (1) dt = /_Oo e (x) e (B)dt = =5

puis en déduire que lim A,a, = 0. Il en résulte que que si la suite
n—-+00

(An@n),cy ne converge pas vers 0, la fonction f n’est alors dérivable nulle
part.

3. Montrer que pour tous réels b > a > 1, la fonction f définie sur R par :

+oo

fla) = ZCOS (20" )

an

n=0

est continue et nulle part dérivable.




PROBLEME 15

Fonctions presque périodiques

15.1 Rappels de cours

Une C-algebre (associative et unitaire) est un espace vectoriel muni d’une structure d’anneau
telle que l'opération interne de multiplication de ’anneau soit bilinéaire. Une algébre de BANACH
est une algébre A munie d’une norme ||-|| telle que ||1|| = 1, ||ab|| < ||a|| ||b]] pour tous a,b dans A
et (A, ||-|]) est complet.

Une partie K d’un espace normé E est compacte, si de toute suite de points de K, on peut
extraire une sous-suite qui converge dans K.

Une partie K de E est précompacte, si pour tout réel » > 0, elle peut étre recouverte par un

nombre fini de boules ouvertes de rayon r.

Théoréme Soit K une partie non vide d’un espace de BANACH. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

e K est compact;
¢ de tout recouvrement ouvert de K, on peut extraire un sous-recouvrement fini;

e K est précompact et complet.

Définition Un produit scalaire hermiien sur un C-espace vectoriel E est une application
(-,-) : E2 = C telle que :
e pour tout y € E, 'application = — (z,y) est une forme linéaire;

e pour tous z,y dans F, on a (y,x) = (z,y) ;

e pour tout x € E, on a (z,z) € Ry, ’égalité étant réalisée si, et seulement si, z = 0.

L’application y — (x, y) est dite semi-linéaire et application (-, -) est une forme sesquilinéaire

hermitienne définie positive.

109
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15.2 Enoncé

On note CY (R, C) la C-algebre des fonctions continues et bornées de R dans C
que 'on munit de la norme f — || f| . = sup|f (z)|. C’est une algebre de BANACH.
z€R

Pour toute fonction f : R — C et tout réel a, on note 7, f la fonction définie
sur R par 7,f () = f(z +a).

Si f est une fonction de R dans C, on dit que T" € R est une période de f
s’il est tel que 7pf = f, ce qui signifie que f(z+7T) = f(x) pour tout = € R.
L’ensemble P (f) de toutes les périodes de f est un sous-groupe de (R, +). Une
fonction f : R — C est dite périodique si P (f) n’est pas réduit & {0}.

— I — Résultats préliminaires

1. Montrer que pour toutes fonctions f,g de R dans C et tous réels a,b on a :

1Taflle = I fllcc» 17af = Taglloe = I = 9lloc
ITaf = flloe = I7-af = Flloc s IM—af = flloo = 1S = Tafll
1Tat6f = flloo < ITaf = flloo + I76f = fllo

2. Soit (E,||-||) un espace de BANACH. On dit qu’'une suite double (’U,kwg)(k e
d’éléments de E est sommable s’il existe un réel positif M tel que :

vn € N, Z [, el| < M
0<k,t<n

(a) Soit (uk,g)(k ¢yene une suite double sommable d’éléments de E. Montrer

que la suite (Uy,), oy définie par U, = E ug,e pour tout n € N est
0<k,t<n
convergente. On note E Up.m = lim g Uk ¢+
’ n—-+oo ’
(n,m)€eN? 0<k,l<n

(b) Soit (ug,¢) (k,0yenz une suite double de nombres réels positifs. Montrer que
cette suite est sommable si, et seulement si, elle est telle que :

+oo
e pour tout k € N, la série Zuk,g est convergente ;
£=0
—+oo —+o0
o la série Z (Z“kl> est convergente.
k=0 \¢=0
+oo
Dans ce cas, montrer que pour tout ¢ € N, la série Zuk,g est convergente,
k=0
+oo —+oo
la série Z (Zuk75> est convergente et on a les égalités :
£=0 \k=0
+oo 400 +oo+o0

S =3 e =30

(k,£)EN? k=0£=0 £=0k=0
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(c) Soit (Uk)g)(k ¢yen: une suite double d’éléments de E. Montrer que cette
suite est sommable si, et seulement si, elle est telle que :

—+o0
e pour tout k € N, la série Z ||uk.¢|| est convergente ;
£=0
—+oo —+oo
o la série Z (Z ||uk4|> est convergente.
k=0 \¢=0
+oo
Dans ce cas, montrer que pour tout k € N, la série Zuk,g est convergente,
£=0
+oo —+oo +oo
pour tout ¢ € N, la série Zuk,g est convergente, les séries Z (ZUW>
k=0 £=0 \k=0
+oo +oo
et Z (Zuk,g> sont convergentes et on a les égalités :
£=0 \k=0
+oo+o00 +oo+oo
S ur =3 =30
(k,£)EN2 k=0£=0 £=0k=0

(théoréme de FUBINI pour les séries doubles).

3. Soient (E, ||, (£, []l") , (G, ||-||") trois espaces vectoriels normés, D un sous-
ensemble non vide de F' et (f,), oy suite de fonctions de D dans E qui converge
uniformément vers une fonction f sur D.

(a) Montrer que pour toute fonction uniformément continue g : E — G, la
suite de fonctions (g o fy,),cy converge uniformément vers la fonction go f
sur D.

(b) Montrer que si toutes les fonctions f,, sont uniformément continues sur D,
la limite f est alors uniformément continue sur D.

— IT — Polyn6mes trigonométriques généralisés

Pour tout A € R, on note ey la fonction définie sur R par ey () = €** et
on désigne par P le sous-espace vectoriel de C° (R, C) engendré par la famille de
fonctions By = (ex)ycg - Les éléments de P sont les polynémes trigonométriques
généralisés.

1. Soient (A, ) € R* x R. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
le polynéme trigonométrique généralisé f = ey + e, soit périodique.
2. Montrer que By = (ex),cp est une base de P.

Pour toute fonction f € P et tout réel A, on note ¢y (f) la coordonnée de f

suivant ey dans la base By. En notant J (f) ’ensemble des coefficients ¢y (f) non

nuls, on a J (f) = 0 pour f identiquement nulle et pour f # 0, la fonction f

s’écrit de maniére unique sous la forme f = Z ex (f) ex, Pensemble J (f)

AEJT(f)
étant fini non vide dans R.
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10.

. Soient (Dy),, oy €t (Fn)

. Montrer que ’ensemble P des polyndmes trigonométriques généralisés est une

sous-algebre de CJ (R, C) et pour toute fonction f € P, les fonctions f, &)
pour k € N* 7, f et puof : x — f (ax) pour a réel sont dans P. Pour f € P, a, A
réels et g € {f, f®) . f, paf} , préciser les ensembles J (g) et les coefficients
¢y (g) correspondants.

. Montrer que pour toute fonction f € P et tout réel A, on a :

Jim [ pw e =)

puis que I'application cy est une forme linéaire continue sur (P, [-|| ) en pré-

cisant la valeur de sa norme d’opérateur N (cy) = sup lea (f )|
remvior 1flls

. Soient f, g deux fonctions dans P, la fonction g étant a valeurs réelles positives.

Montrer que pour tout réel A, on a |ex (fg)] < ||f]lo co (9)-

. Montrer que I'application (f,g) — (f,g) = co (fg) définit un produit scalaire

hermitien sur P.

. Montrer que pour tout p € N*, la fonction 6, définie sur Vouvert R \ Zm par

si'n (pz)

Op () = @) se prolonge en une fonction continue et 2w-périodique sur R.
sin (x

les suites de polynomes trigonométriques généralisés
1
n+1

neN
n

définies par D, = Z e, et F, =

k=—n

n

ZDk (noyaux de DIRICHLET et
k=0

FEJER).

(a) Montrer que pour tout n € N et tout z € R, on a :

Dy (z) = O2n+1 (g) et Fy () = %4_19’21“ (g)

n
||
b) Mont tout n € N, Fo=Y (1- .
(b) Montrer que pour tout n on a ( el

k=—n

. Montrer qu’il existe une suite numérique (o), oy convergente vers 0 telle que :

g n k
-1 -1
VneN*,/Oan(x)dxz%—I—QE ( 2:2 + oy,
k=1

—+o0 2
1 s
i dédui E _ =—
puis en déduire que n:1”2 5

Soient 7 € N*, (Ar); <<, une suite de réels et f = che,\k € P\ {0} avec
k=1
ci = pre'¥* on py € R et 0y € [0,27[ pour 1 < k < r. On associe a f la suite
T
définie sur R par G,, (z) = HF” Nz +6;).
j=1

de fonctions (G),,cn



Enoncé 113

(a) Montrer que pour tout n € N, la fonction G,, est dans P de la forme

T
G, = Z cxexy ol Jp = ij)\j, (ki)1<j<r € {10, ,n}"
AET Jj=1
(b) Dans le cas ou les réels Ay, -, A, sont linéairement indépendants sur
le corps Q, montrer que ¢y (GR) = 1, puis que pour tout n € N, on a

1 T T
co (fGp) = (1 - n—|—1> kzz:lpk. En déduire que ||f||., = kz::l lck] -

n
11. Montrer que pour toute fonction f € P, la suite de fonction (1127% f)
nt k=0 neN
converge uniformément sur R vers la fonction g = Z caey, cette somme
AeJ(f)n2nZ
étant nulle dans le cas ot ensemble J (f) N 27Z est vide.
12. Montrer qu’'une fonction f € P\ {0} est périodique de période T > 0 si, et

seulement si, elle est telle que J (f) C %Z.

— IIT — Fonctions périodiques

1. On dit qu'une partie non vide A de R est discréte, si pour tout a € A, il existe
un réel € > 0 tel que ANja—e,a+¢] = {a}, ce qui se traduit en disant que
tous les éléments de A sont isolés.

(a) Montrer qu'un sous-groupe additif G de R est discret si, et seulement si, 0
est isolé dans G.

(b) Montrer que les sous-groupes additifs de R discrets sont les sous-groupes
de la forme Za = {pa, p € Z} ou « est un réel.

(¢) Montrer qu’un sous-groupe additif de R est dense ou discret.
2. Soient f une fonction de R dans C et P (f) son groupe des périodes.

(a) Montrer que f est constante si, et seulement si, on a P (f) = R.

(b) Dans le cas ou f est continue non constante, montrer que P (f) est fermé
dans R et que f est périodique si, et seulement si, P (f) est discret non
réduit & {0}.

(¢) Montrer que si f est continue et périodique de période T' > 0, elle est alors
bornée et uniformément continue.

(d) Montrer que si f est périodique et dérivable, sa dérivée est alors périodique
de méme groupe de périodes que f.

(e) Dans le cas ou f est périodique de période T' > 0, montrer qu’elle est loca-
lement RIEMANN-intégrable (i. e. RIEMANN-intégrable sur tout segment)
si, et seulement si, elle est intégrable sur [0,7], puis que pour une telle

a+T T
fonction et tout réel a, on a / f@®)dt= / f () dt.
a 0
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3. Soit f : R — C une fonction continue et 2m-périodique. Pour tout n € N et

1 H\"
tout réel ¢ € [O, T [, on note I, (§) = / <+COS()) dt et on définit
2 s<t|<n 2
la suite de fonctions (P, (f)),,cy sur R par :

B0 =1 ] (1+C08(t))nf(xt)dt

2

Montrer que :

(a) dans le cas ou la fonction f est paire, les fonctions P, (f) pour n € N sont
également paires;
(b) les P, (f), pour n € N, sont des polynémes trigonométriques généralisés ;

4
(¢) pour tout n € N,on a I, (0) > ——;

“n+l
I, (6
(d) pour tout réel § € }O, g [, on a nEToo I EO; =0;

(e) la suite de fonctions (P, (f)),cyn converge uniformément vers f sur R.

4. Montrer que toute fonction f : R — C continue et périodique est limite uni-
forme sur R d’une suite de polyndmes trigonométriques généralisés (théoréme
de WEIERSTRASS trigonométrique).

5. Soit f : R — C une fonction localement RIEMANN-intégrable et périodique de
1" I
période T' > 0. Montrer que 'on a lim f/ f@)dt= —/ f (t) dt, puis que

pour réel A\, on a :

! /Tf (t)yedt si\e QWZ
1 2 =
hr—P z o r 27
xr—r+00
. 0 siAER\ 2

/ " F () e-Mar =
0

6. Montrer que pour tout n € N, la fonction T,, définie sur le segment [—1, 1] par
T, (x) = cos (narccos (z)) est polynomiale de degré n (polynoémes de TCHEBY-
CHEV).

7. Soient a < b deux réels. Déduire du théoreme de WEIERSTRASS trigonométrique
que toute fonction continue f : [a,b] — C est limite uniforme sur [a,b] d’une
suite de fonctions polynomiales (théoréme de WEIERSTRASS polynomial).

— IV — Fonctions presque périodiques

On dit qu’une fonction f : R — C est presque périodique si elle est limite
uniforme sur R d’une suite de polynémes trigonométriques généralisés. On note P
I’ensemble de toutes les fonctions presque périodiques de R dans C, c’est 'adhé-
rence de P dans (C) (R,C),[|[|.) -

On note CJ., (R, C) le sous-ensemble de Cy (R, C) formé des fonctions continues

et périodiques de R dans C et Vect (C,, (R, C)) le sous-espace vectoriel de Cj (R, C)
0

engendré par Cp,, (R,C).
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. Montrer que pour toute fonction f : R — C presque périodique, la fonction f

et pour tout réel a la fonction 7, f sont presque périodiques.

. Soit (an),cy- une suite de réels strictement positifs telle que Zan < +00.

400
Montrer que la fonction f = Zane; est presque périodique et non périodique,

n=1
puis qu’elle est développable en série entiere sur R.

. Montrer qu'une fonction presque périodique est bornée et uniformément conti-

nue sur R.

La fonction z > sin (x2) est-elle presque périodique 7

5. Montrer que P est une sous-algébre fermée de (Cf (R,C), |-||.,) qui contient

10.

11.

12.

. (R,C).

per

. Montrer que P = Vect (CY,, (R, C)), c’est-a-dire quune fonction f : R — C est

presque périodique si, et sl,aglrllement si, elle est limite uniforme sur R d’une suite
d’éléments de Vect ()., (R,C)) .

Soit f : R — C une fonction presque périodique dérivable. Montrer que la fonc-
tion dérivée f’ est presque périodique si, et seulement si, elle est uniformément

continue sur R.

. Soit f € P une fonction presque périodique. Montrer que pour tout réel \, la
x

fonction ¢y 1 € RY — — [ f(t)e *Mdt admet une limite quand = tend
T Jo

vers +00. On note ¢y (f) cette limite.

. Montrer que pour tout A € R, 'application c) est une forme linéaire continue

sur P en précisant la valeur de sa norme d’opérateur N (cy) = sup [ex ()] .
s Tl

Soient f une fonction presque périodique, J (f) = {X € R, ex (f) # 0} et (Pn),, oy
une suite de polynomes trigonométriques généralisés qui converge uniformément
vers f sur R. Montrer que :

(a) pour tout réel A, on a ¢y (f) = liI_P ex (P
n—-+00

(b) J(f) C U J (Pp) ou J (P) pour P € P est défini en I.B;
neN
(¢) J(f) est dénombrable.

Soit f : R — C une fonction presque périodique. Montrer que cy (?) =c_x(f)
et cx (Tof) = ey (f) pour tout réels A et a. Dans le cas ol f est dérivable
de dérivée f’ uniformément continue sur R, montrer que pour tout réel A, on a

ax (f) = (@A) ea(f).
Soient (ay,),cy une suite de nombres complexes non nuls telle que la série de

fonctions Zan soit absolument convergente et (\,), oy une suite de nombres

réels. Montrer que la série de fonctions E aney, est convergente et que sa

somme f est une fonction presque périodique. Préciser 'ensemble J (f) et la
valeur de cy (f) pour tout réel A € J (f).
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13.

14.

On dit qu'une fonction f € C? (R, C) est normale, si pour toute suite réelle
(@n),cy ON peut extraire une sous-suite (acp(n))n N telle que la suite de fonctions
(T% wd )neN soit uniformément convergente sur R. On note N le sous-ensemble
de CY (R, C) constitué des fonctions normales.

(a) Soit f une fonction normale. Montrer que, pour toute fonction ¢ : C — C
uniformément continue, la fonction ¢ o f est normale.

(b) Montrer qu’une fonction f € Cf (R,C) est normale si, et seulement si,
Iensemble T'(f) = {74f, a € R} est précompact dans (Cj (R,C), /) -

(c) Montrer que A est une sous-algebre de (Cj (R, C), ||-||,) stable par conju-
gaison complexe et qu’elle contient l’espace P des polyndémes trigonomé-
triques généralisés.

(d) Montrer que 'algébre A est fermée dans (Cf (R, C), [|-|| ) et qu’elle contient
I'algebre P des fonctions presque périodiques.

Pour toute fonction f: R — C et tout réel € > 0, on note :
E(fe)={a€eR, |Iraf = fllo <&}

ot [7af = flloo = sup|f (@ +a) = f (@)] € Ry U{+oc}.

On dit qu'une fonction f € C° (R, C) est presque périodique au sens de BOHR, si
pour tout réel € > 0, il existe un réel £, > 0 tel que pour tout réel o, I'intersection
[a, 0 + L [NE (f,€) est non vide. On note B 'ensemble des fonctions de R dans C
presque périodiques au sens de BOHR.

(a) Montrer que pour tous réels € et &’ strictement positifs, on a :
((l € E(f,&)) A (—CL € E(f75))

(bfaeE(fvg))<:>(H7—bf77_afH <5)
(a€ E(f,e) etbe E(f,e")=(a+be E(f,e+¢€))

(b) Montrer quune fonction f : R — C continue et périodique est presque
périodique au sens de BOHR.

(c) Soit f une fonction presque périodique au sens de BOHR. Montrer que
les fonctions f, |f| et pour tous réels b, c la fonction g définie sur R par
g () = f(b+ cx) sont presque périodiques au sens de Bohr.

(d) Soient f € B, e € R} et £. € R tel que [, a+ L[N E(f,e) # ) pour
tout réel . Montrer que pour tout réel z, il existe y € [0, 4] tel que
”Tyf - Tmeoc <e.

(e) Montrer qu’une fonction presque périodique au sens de BOHR est bornée
et uniformément continue sur R.

(f) Montrer que 'ensemble B des fonctions de R dans C presque périodiques au
sens de BOHR est fermé dans (CJ (R, C), [|-|| ) et en conséquence, complet.

(g) Montrer que pour toute fonction f € B et tout réel € > 0, il existe un réel
n > 0 tel que [-n,n] C E(f,¢).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(h) Montrer qu'une fonction f € CY (R, C) est presque périodique au sens de
BOHR si, et seulement si, elle est normale. C’est donc une sous-algebre
fermée de (CJ (R,C), ||| ,) stable par conjugaison complexe.

L’ensemble B des fonctions presque périodiques au sens de BOHR est donc une

algébre de BANACH égale & N et elle contient I'espace des fonctions presque

périodiques.

Soient f : R — C une fonction presque périodique au sens de BOHR et ¢ la
1 [* N

fonction définie sur R* par ¢ (z) = f/ f () dt. A tout réel € > 0, on associe
LJo

un réel £, > 0 tel que [a,a + €[N E (f,€) # ) pour tout réel a.

(a) Montrer que pour tout réel « et tout réel x > 0, on a :

x a+tx
[rwa- [ f(t)dt| <ot 2| fl b
0 o

14
et que pour tout n € N*, on a |p (z) — ¢ (nz)| < e+ 2| f[l ;6

x
(b) Soient x > T deux réels strictement positifs et n la partie entiere de T

2
Montrer que |¢ () — ¢ (nT)| < — || fllo -

(¢) Montrer que pour tout réel e > 0, il existe un entier ng > 1 et unréel T > 0
tels que pour tous réels @ > noT et y > neT, on a |p (y) — ¢ (z)| <e.

(d) En déduire que la fonction ¢ admet une limite quand z tend vers +oo. En
notant ¢y (f) cette limite, montrer que pour tout réel € > 0 et tout réel

14
2> 0, 0na lp (@) = o (N < = +2 ] fll0 =

Soit f € B une fonction presque périodique au sens de BOHR. Montrer que pour
1 /” )

tout réel A, la fonction ¢y : x 7/ f (t) e~"*dt admet une limite quand z
TJo

tend vers +00. En notant ¢y (f) cette limite, montrer que application ¢y est une
forme linéaire continue sur (B, ||-||,) et préciser sa norme d’opérateur N (cy) .

1 [ )
Pour toute fonction f € B, les coefficients ¢y (f) = lim f/ f(t) e dt
0

r—+oo I
pour A réel sont les coefficients de FOURIER généralisés de f.

Soit f € B. Montrer que 'on a ¢y (f) = c_x (f) et cx (7af) = e?cy (f) pour
tout réels A et a.

Montrer que si f € B est une fonction presque périodique au sens de BOHR a
valeurs réelles positives telle que f(0) > 0, on a alors ¢ (f) > 0.

Montrer qu’une fonction f € B presque périodique au sens de BOHR a valeurs
réelles positives est nulle si, et seulement si, on a ¢g (f) = 0.

Montrer que 'application (f,g) — (f,g) = co (fg) définit un produit scalaire
sur B.

On note || f|| = 4/co (|f|2), la norme associée a ce produit scalaire sur B.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Soient n € N, (Ai)g<p<, une suite de nombres réels et P, le sous-espace vecto-
riel de P engendré par la famille (e, )y<j<,, - Montrer que pour toute fonction

feB ona inf |f- PIP = I£1* =D lex. (NI et 117 =Y lene (NI
" k=0 k=0
Montrer que pour tout f € B\{0}, I'ensemble Jy (f) = {A € R, |ea (f)| > 1} et
1 1
les ensembles J,, (f) = ¢ A € R, T <lex(f)] < n} pour n € N* sont finis.

Montrer que pour f € B\ {0}, Pensemble J (f) = {A € R, ¢x (f) # 0} est dé-
nombrable (fini ou infini) et on a Z lex (DI < IIfI1? (inégalité de BESSEL).
AeJ(f)

Montrer que Papplication ¢ : (f,g) — Z ex (f)ex (g) définit une forme
AEJ(f)NJI(g)

hermitienne positive sur B et que 'application N : f — Z lex (f) |2 définit
AeJ(f)
une semi-norme sur B, puis que pour tout f € B,ona N (f) <||f|| < |Ifll -

Montrer que pour f € P, on a Z lex (A2 = 11117 (égalité de PARSEVAL).
XeJ(f)

Soient f, g deux fonctions de P. Montrer que f = g si, et seulement si, on a

ex (f) = ex (g) pour tout réel .

Soit f € P une fonction presque périodique.

(a) Que dire de f dans le cas ou J (f) est fini?

(b) On suppose que J (f) est infini dénombrable et on note (A,),, oy la suite
de ses éléments.

i. Montrer que si la série numérique g ¢, (f) est absolument conver-
—+o0
gente, on a alors f = E ¢y, (f)en,, la convergence étant uniforme

n=0
sur R.

ii. On suppose que f est dérivable de dérivée uniformément continue
N - - 1
sur R. Dans le cas ou 0 ¢ J(f) et la série numérique Z)\—z est
n
—+o0
convergente, montrer que 'on a f = Zc,\n (f)ex,, la convergence

n=0
étant uniforme sur R.




PROBLEME 16

Intégrales de WALLIS

16.1 Rappels de cours

La fonction gamma d’EULER est la fonction définie sur le demi-plan Ho = {z € C, Re (z) > 0}

“+oo
par I' (z) = / t*~le~tdt. Elle est continue sur Ho, vérifie sur Ho I’équation fonctionnelle
0

1
- —. Il en résulte que pour tout n € N* onal (n+ 1) =n!
zEH, 2—0 z

1 2n)! 1
et T (n + 7> (2n) /7. En particulier, on a T’ (5) = /.

2) ~ 22np

x
On a la formule de STIRLING T'(z +1) « 27z (£> qui permet de retrouver la clas-
Tr—+00 e

T'(z+1)=2I"(z)etonal (z)

n n
sique formule n! 27mn <7> .
n—-+oo e

NG

= 5221

1
On a également la formule de LEGENDRET (z) T" (z + 5) ' (22) sur Ho et la formule

des compléments I' (2) ' (1 — 2) = pour 0 < Re(z) <1

™

sin (7z)
1

La fonction béta est définie sur H2 par B (u,v) = / te=1(1—¢)v~tae
0

Le critére d’Abel pour les séries trigonométriques nous sera utile.

Théoréme Si (an), cy est une suite de réels positifs qui tend vers 0 en décroissant, la

série Zaneme est alors convergente pour tout 6 € R\ 27Z.

La version suivante du théoréme de convergence dominée nous sera suffisante.

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fn),cn une suite de fonctions continues
par morceaux de [a, b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par
morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux a valeurs réelles positives

b b
telle |fn| < ¢ pour tout n € N, on a alors lim / fn (z)dz = / f (z) d=.
n—+oo [, @

119
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16.2 Enoncé

— I — Intégrales de WALLIS généralisées

Pour tout réel «, on note H, = {z € C, Re(z) > a}.

B
1. Montrer que pour tout (a,b) € H2,, l'intégrale / sin® (0) cos® (6) df est ab-
0

™

2
solument convergente. Les intégrales W, ;, = / sin” (6) cos® (8) d0 pour (a,b)

0
dans H2 ,, sont les intégrales de WALLIS généralisées. Dans le cas ot b = 0, on
note W, = Wy 0.

2. Montrer que pour tout (a,b) € H?,, on a :
L (5T (%) 2P (5+1)T(5+1)

e =W S ey T TR T

Wa Wb

3. Préciser les valeurs de Way,, Wap 41, Way, 2, pour n, m entiers naturels.

7r : o 1 3\ _ -
1= ﬁ, puis en déduire que T’ (4) r (4) = /2. Préciser

1
et W% en fonction de I <4> .

4. Montrer que W%

les valeurs de W.

1
2
5. Avec cette question, on donne des expressions des intégrales de WALLIS générali-

sées faisant intervenir des intégrations de fonctions puissances ou hyperboliques.
Montrer que pour tout (a,b) € H2,, on a :

E] 1oga (1 42)° +oo b
0 o o

(1 +t2)a+b+1 - Cha—‘rb-‘rl (SU)
+o0 b 1 a b +oo a b
t t t t t
:/ ———m—m:/——imfm:/ e AV
0o (1+4¢2)z 0 (14¢2) 2 T 1 (1422 T

1 “ “+o00 dt
6. Calculer / (1 — t2) dt pour a € H_1 et / (
0 0

th)a pour a € H%

7. Montrer que pour tout a € H_1, on a :

a+1 T
Wate = a+2Wa et (a+1)WWyyq = 5
s s T 1
8. Montrer que pour tout a € R% on a m <W2< % et W, et 5%

(formule de WALLIS).

n

2j “r2j— 1 1
9. Montrer que lim \/HH N vr et lim \/ﬁH J = . En

n—-+o0 i 27+1 2 n—-+oo i 27 e
= yn? T
déduire la formule de WALLIS Em =3
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10. Soit b € Hy fixé. Montrer que pour tout a € H_q, on a :

Wa+2,b =

a+1 21 L /b+1\ T(a+1)
—W, Wea oW, =
a+bt2 0 TebTethb T 2 )T(a+b+1)

(pour la deuxiéme relation, on peut utiliser la formule de LEGENDRE).

11. Soit m € N*. Montrer que pour tout a € H_1, on a :

1
(a+1) - (atm) (a+m+ 1) WanWaprm =2""'T? (m;>

puis que pour a € R}, on a :

m—1
2 1
o 20 (15

— IT — La série génératrice g Wpz"

1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Zan" est égal a 1.
Préciser le comportement sur le bord du disque de convergence.
+oo
2. Montrer que la fonction f définie sur |—1, 1] par f (x ZW " est solution
n=0
de I’équation différentielle (1 — x2) 1/ (x)—=af (x) = 1, puis en déduire que pour
tout ¢ € [-1,1[, on a :

+oo : T
arcsin (z) + Z

3. Montrer que pour tout x € [-1,1], on a :

“+o0
W7l .
g+a:—nz::2n_ 13:” = (arcs1n(x)+ g) V1-—2z?

4. Montrer que pour tout « € |—1,1[, on a :

—+o0

ony1 _ Arcsin (x)
) E W2n+1$ = =

Wapa?
Z 2t 2\/ o0/ — a2 V1—22

et que pour tout z € [—1,1], on a :

+oo

Y =TT ZW%H 221 = arcsin (2) v/ — 22
n

:1271

T
2
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5. Montrer que pour tout z € |—1,1[, on a :

= ERT 2 /1
Zan” = / = arctan St
oy o 1—acos(0) 1 — 22 11—z

Ce développement en série entiere est en fait valable sur le disque unité complexe
ouvert (voir la question I.B du probléme IX).

6. Soit Zan une série de nombres complexes absolument convergente et g la

+oo
fonction définie sur le disque fermé D (0,1) par g (z) = Zanz". Montrer que
n=0

s s 400

/2 g (sin(9))dé = /2 g (cos(0))do = Zaan. Préciser les résultats obtenus

0 0 n=0

. . . Wn—l
pour les fonctions g = sin, et g = cos et pour la suite (a,),, oy = .
n neN*

™

2
— ITII — Les m-intégrales de WALLIS / t™ cos™ (t) dt pour (m,n) € N?
0

A tout m € N on associe les suites réelles (Inn) pen €6 (Jmon), ey définies par :

™

2 I
Imn:/ t" cos™ (1) dt et Jp, g = —22
o= (Ot et I = T

1. Montrer que pour tous m € N* et n € N, on a :

/gtm sin™ (t) dt = (g)m W, + f: (—1)* (g)mﬁk .

0 k=1

2. Montrer que pour tout m € N, la suite (I, n), oy est strictement décroissante
de limite nulle.

3. Montrer que pour tout m € N*,;ona lim J,, =0,s0it I, = o (W,).
n—+4o0o 0 n—+4oo

4. Pour cette question, on s’intéresse au cas ot m = 1. On note I, pour I ,, et J,
pour Ji .

(a) Montrer que pour tout n € N, on a :

n+1 1 2 Wit
Inyo = I, — et Jpyo=J, — —
n+2 n+2 n (n+2)2 n+2 n Tn+2
(b) Déduire de la question précédente I'existence d'une suite (ay,),, de nombres

rationnels strictement positifs et d’une suite (b,,),, .y de nombres rationnels
positifs telle que by = 0 et b, > 0 pour n > 1 telles que Is,, = aonm2 — bop,
et Iopt1 = Aop4+17m — bapy1 pour tout n € N en précisant les coefficients a,,
+oo 2
3
et b,, pour tout n € N. En déduire également que LB
D g q Z;”+1 <
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(¢) Montrer que pour tout n € N, on a :

™

B B
/ tsin® (t) dt = agnm? + ban, / tsin®™ ! (#) dt = bapyy
0 0

21In (1 —sin (¢))

(d) Montrer que l'intégrale / dt est convergente en précisant

0 Sin (t)
sa valeur.
21 1
(e) Montrer que J, et nn et I, ety

(f) Montrer que pour tous n € Net t € R, on a :

(cos (1)*" = 1 (25) . 212_;@) cos ((2(n — K)) 1)

(cos (£))2"+1 = 21n2<2n]:— 1) cos (2(n — k) +1)1)
k=0

puis retrouver I'existence de deux suites (an),,cy €t (bn), oy de rationnels
positifs telles que Io, = a2, T2 — by €t Iopy1 = Gopi1T™ — bopyi.

5. Pour cette question, on s’intéresse au cas ou m > 2.

(a) Montrer que pour tout n € N, on a :

1 Im—on
Im,n+2 = nt m,n — MM (m - 1) = +22
n+2 (n+2)
et :
Jm727n+2

Impt2 = Imn —m(m—1
n+2 ( )(n+2)2

(b) Montrer que pour tout n € N*on a :

1 T\ m " 2.2k
Imon = pee (5) —m(m — U,;W

et pour tout n € Non a :

n

m J. )
naner = (3) —mln -0 TR

En déduire que :

+oo

Zlm72,n+1W_ m+2 (E)mﬂ
n+1 " om(m2—1)\2

n=0



124 Intégrales de WALLIS

6. Montrer que :

2 2Mm)! 2™Mm!

J2m+1,n ~ - 1 IQerl,n
n—+o00 T pmts

J 2m)! 1 I T (2m)! 1
2m,n n—;:-oo omom| nim’ 2m,n n—:&-oo 5 omom| ’er+%

~ -
n—-+oo nm+1

et :




PROBLEME 17

Intégrales de DIRICHLET
généralisées

17.1 Rappels de cours

En désignant pour toute fonction f : R — C continue par morceaux et 2w-périodique par

(an (f))pen et (bn (f)),en+ les suites de ses coefficients de FOURIER trigonométriques définis
27 dt 27 dt
par an (f) = / f(t)cos(nt) —, bn (f) = J (t)sin (nt) — et par (cn (f)),cz la suite de
0 ™ 0 ™
27

. dt
ses coefficients de FOURIER exponentiels définis par cn (f) = @ e‘th—, on a le résultat
0 us
suivant.

Théoréme (DIRICHLET) Si f : R — C est une fonction 27-périodique de classe C! par
morceaux sur R, on a alors pour tout réel x :

== ; a (f) & =
Z cn (f)emx:T-l—Zan (f)cos(n:v)—‘ern (f) sin (nx)
n=-—oo n=1 n=1

)+ )
2

Théoréme Une série de fonctions E fn est normalement convergente sur un ensemble D

si, et seulement si, il existe une suite (a")nEN de réels positifs telle que la série Zan

soit convergente et || fn|| ., < an pour tout n € N.

Théoréme Soit (fn),cy une suite de fonctions dérivables de [a, b] dans un espace de
BANACH E telle que la suite (f},),, ¢y converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g.

125
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S’il existe o € [a,b] tel que la suite (fn (%0)),cy SOit convergente, la suite (fn),cy
converge alors uniformément sur [a, b] vers une fonction dérivable f telle que f/ = g.

Dans le cas ot les f,, sont toutes de classe C! sur [a,b], il en est de méme de f.

Théoréme Soit (fn),cyn une suite de fonctions dérivables de [a,b] dans un espace de
BANACH E telle que la série de fonctions Z £}, soit uniformément convergente sur [a, ] .
S’il existe g € [a,b] tel que la série an (zo) soit convergente, la série de fonctions

Z fn converge alors uniformément sur [a, b] vers une fonction f dérivable et pour tout

+oo
T € [ava onaf’(x): Zf'r/z(w)
n=0

La version suivante du théoréme de convergence dominée nous sera suffisante.

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fn),cn une suite de fonctions continues
par morceaux de [a, b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par
morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux a valeurs réelles positives

b b
telle |fn| < ¢ pour tout n € N, on a alors lim / fn (z)dz = / f (z) d=.
n—+oo [, ®

Théoréme Soient I un intervalle réel non réduit & un point et f : I X [a,b] — E une

9]
fonction continue telle que la dérivée partielle a—f (z,t) existe en tout point de I X [a, b],
x

1?)
la fonction a—f étant continue sur I X [a, b] . Dans ces conditions, la fonction ¢ définie sur

I
b b9
I par ¢ () = / f (z,t) dt est de classe C! de dérivée définie par ¢’ (z) = / 8—f (z,t) dt.
a a OT

Pour (a,b,c) € R3 avec a # 0, on appelle systéme fondamental de solutions de I’équation
différentielle linéaire ay’’+by’+cy = 0 toute base de solutions sur R. La connaissance d’un systéme
fondamental (u,v) de solutions permet de trouver des solutions particuliéres de I’équation avec
second membre ay”’ + by’ + cy = f, ot f € CO(I,R) en utilisant la méthode de variation des
constantes. Pour ce faire, on cherche une solution particuliére de la forme y = Au + pv, ou A,
dans C? (I,R) sont telles que N u + p'v = 0, ce qui implique que pour tout = € I, (X (), 1’ (x))
est solution du systéme linéaire :

u(@) N (@) +v (@) i (2) = 0

W (@) N (&) + ' () () = L2

a

Le déterminant de ce systéme est le wronskien w (z) = u (z) v’ (z) — v’ (z) v (z) qui ne s’annule

jamais sur I, donc pour tout x € I, on a X (z) = —L{()m), u(z) = %{()x) et une
aw (z aw (z

solution particuliere de ay’”’ + by’ + cy = f est donnée par :

yo () :/I u(t)v(z) —v(t)u(x)

aw (t)

f(t)dt

0

ou xg est un point fixé dans I.
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17.2 Enoncé

— I — Résultats préliminaires
1. Montrer que :

(a) pour tous p e N* et z € C*, on a:

()= G0 ()

(b) pour tous p e N* et t € R, on a :

2 1 /2p 1 P 2p
cos (t)=27p » —|—22p71]; i cos (2kt)

p—
. 1 (2p 1 < 2p
sin?? (t) = 22p<p> + 2o=1 ; (—1)" <p - k) cos (2kt)

(¢) pour tout p € N, on a :

s

2 L ™ 2p
Wop = /0 cos?” (t)dt = /0 sin (t)dt = TS ( )

p

(intégrales de WALLIS d’indices pairs).
2. Montrer que :

(a) pour tous p € Net z € C*, on a :

NPT 2 +1\ (g 1
_ +1
<Z+z> _Z<p—k><z +22’““>
k=0
(b) pour tousp e Nett € R, ona:
1 <& /2p+1
cog2rt1 (t) = 2Tp Z < > cos ((2](1 + 1) t)

k=0 p—k

sin2P+ (1) = 2% i (—1)* (2” * 1) sin ((2k + 1)¢)

k=0 p—k
3. On propose une démonstration du lemme de RIEMANN-LEBESGUE pour une
b

fonction continue f : [a, b] — C. Pour tout réel A > 0, on note Ry = / f () eMtdt
a
T ™
et on se fixe un réel A\g > 0 tel quea + — <b— —.

Ao Ao

(a) Montrer que pour tout réel A > Ag, on a :

s

/b_kf (t) eMdt = /b f (t - g) et

at+%
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(b) En déduire que :
at+% ) b - ) b )
2Ry — / F(8) eMdts / (r -1 (1-T))ears / £ (6 et
a at+% b—%
et conclure.

(¢) Montrer que | hm /f cos (At)dt = lim /f sin (At) d

A—+oo

g t 1
4. Montrer que pour tout n € N*, on a / t (2 - 1) cos (nt) dt = —;, puis que :
0 ™ n

1 2 Tt (L —1) t

= = _2m /g 2 1) = | dt
Zk:2 6 Jr/o 2sin (%) sm<( nt )2>
et conclure.

5. Soient f : R — C une fonction continue périodique de période T > 0 et F sa
primitive nulle en T.

) Montrer que la fonction F est bornée sur [T, +oo| si, et seulement si,

/ £ (t)dt = 0.

ef ()
(b) Soit a € ]0,1]. Montrer que l'intégrale / T
T

dt est convergente si, et

v}

T
seulement si, / f () dt = 0. Que dire de / ——dt pour a > 17
0

T t

(c) Supposant la fonction f non identiquement nulle telle que / f@®)dt =0,

0

. e @)

montrer que pour tout réel a € |0, 1], lintégrale NTH
T

dt est semi-

convergente.
— IT — Une formule de LOBATCHEVSKY

1. On se donne un réel a € ]0,1[ et on lui associe la fonction 27-périodique
fa : R = R telle que f, (x) = cos (ax) pour tout x € [—m, 7] .

(a) Montrer que la fonction f, est développable en série de FOURIER.
(b) En déduire que pour tout t € ]0,7[, on a :

cotan f—2tz T2
n27?2 —

puis que pour tout ¢ € [0, 7[, on a :

1
=1+
sin? (t) Z(nw—t (n7r+t)2>

la convergence étant uniforme sur tout segment [0,b] C [0, 7.
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t 1
(¢) Montrer que pour tout ¢t € |0, 7[, on a cotan (t) = cotan <2) - ,7@), puis
sin
ue pour tout ¢t € |0, 7|, on a — =1-2¢2 —
duep [0, sin (t) z::ln%r — 12’

étant uniforme sur tout segment [0, b] C [0, 7[.

la convergence

2. Soient f : R — C une fonction continue paire et m-périodique. Montrer que :

sin (t)

“+oo
(a) Dintégrale / f(t) dt est convergente;
0

(b) pour tout k € N, on a :

(07 gin (1) LN -n* (=t
/,W ¢ f(t)dt*/o f(t)sm(t)<kw+t(k+1)7r—t dt

T gin o0 gin? 3
A “U@a:A wf@&:Af@&

t 12
(formule de LOBATCHEVSKI).

3. Montrer que pour tout n € N, on a :

+o0 .+ 2n+1 +o0 .+ 2(n+1) 9
/ sin (t) gt — / sin (t) P n
0 t 0 12 22n+1\ p

+o0 L1..2n
Que dire de / m " ®) dt pour n € N*?
0
T sin (¢ +oo in (¢ +o0 aret in (t
4. Calculer/ sin (1) |sin (t)|dt,/ %dt et/ wdt
0 t 0 t(l +COS2 (t)) 0 t

pour tout réel z.

) cos™ (t)
ta

+0o0 11
4
— III — Les intégrales impropres / sin” ( dt
0

pour (n,m,a) € N* x R%

Pour (n, mﬁ) € N2 x R?* , on désigne par f, m,q la fonction définie sur R% par
sin™ (t) cos™ (¢t
Frma (8) = ST () cos™ ()

m . Ces fonctions sont continues sur R et on s’intéresse

400
aux intégrales impropres / frn.m.,a (£)dt qui seront notées D, o en cas de
0

convergence.
2m
1. Calculer I, ,,, = / sin™ (t) cos™ (t) dt pour tout (n,m) € N2,
0

2. En désignant par (fn),cn- €t (9n) les suites de fonctions définies sur R*,

neN*
sin" (¢ 1 — cos™ (t
par f, (t) = mtn( ) et gn (t) = TU, montrer que :
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(a) pour tout n € N* les fonctions f, et g, se prolongent par continuité sur Ry ;
+oo
(b) pour tout entier n > 2, lintégrale impropre D, = fn (t)dt est

0
absolument convergente et pour tout entier n > 1, l'intégrale impropre
+oo
A, = / gn (t) dt est absolument convergente ;
0

(¢) pour tout n € N*; on a D,, > 0;
(d) lim D, =0;

n—-+oo

+o0 3

Sin (¢

(e) lintégrale impropre / sin (¢)
0

dt est semi-convergente et D1 = A = Ds.

3. Montrer que :

+oo
(a) pour (n,m) € N? et a > n+1, 'intégrale fr,m,a () dt est divergente;
0
+oo
(b) pour (n,m) € N* xNet 1< a<n+1, intégrale from.a (1) dt est
0
absolument convergente ;
“+o0

(c) pour (n,m) € N* x Net 0 < a < 1, lintégrale frm,a (t)dt est
0

divergente pour n et m pairs ou semi-convergente pour n et m impairs ou
de parités différentes.

— IV — Quelques propriétés de la transformation de LAPLACE

1. Soit f : Ry — C une fonction continue et bornée.
(a) Justifier la définition sur R de la transformée de LAPLACE :

L(f):zr— +Dof(t)e_xtdt
0

(b) Montrer que xgr-ll-looﬁ (f)(x)=0.

(c) Montrer que la fonction £ (f) est de classe C*> de dérivées définies sur R
pour tout k € N* par :

+oo
L (N™ (@) = (1" /0 £ (£) e~"tdt

2. Montrer que si f : R. — C continue et bornée est telle que . ligrn f@)=1¢ on
—-+too

14
aalors lim =L (f) (z) = ¢. Dans le cas ou £ est non nul, on a L (f) (z) «~ —
x—07+ z—0t T

et la fonction £ (f) ne peut pas se prolonger par continuité en 0.
3. Montrer que si f : Ry — C continue et bornée est telle que I'intégrale impropre
+oo
f (t) dt soit convergente, la fonction £ (f) se prolonge alors en une fonction
0
continue sur R;. On a donc en particulier :
+oo +oo
f()dt = lim f(t)e *tdt

0 z—01 0
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t
4. Soit ¢ : Ry — C une fonction continue et bornée telle que lim+ # =/
t—0
o . 0t .
I'intégrale impropre / Tdt soit convergente. Montrer que :
0

o (t)
'

et

(a) la fonction f :t € RY se prolonge en une fonction continue et

bornée sur Ry ;

(b) la transformée de LAPLACE de la fonction f est définie et continue sur R
+oo

telle que L (f) (z) = L (v) (t)dt pour tout x € R.

x

En particulier, on a :

/m@(t)dt [T L) @) e
0 t 0

5. Soit ¢ : Ry — C une fonction de classe C"~! sur R* o1 n > 2. On suppose que
 est bornée ainsi que toutes ses dérivées d’ordre 1 a n— 1, que pour tout entier

(k)
. oeW(t) v .
k compris entre 0 et n — 1, on a t1_1>1(§1+ sy i 0 et que l'intégrale impropre

+oo
4
/ A )dt est convergente.
o "

(a) Montrer que pour tout entier k compris entre 1 et n—1, 'intégrale impropre

/ d Ec)dt est convergente et :
0 tn

[Ty et e,
0 0

tn (n—1)! tn—k

(n=1) (¢
(b) Dans le cas ou lim g
t—0t+

/O+°° <ptit) dt = @ i 1)!/0+Oo£ (sD(nfl)) () da

= {, montrer que :

— V — Transformée de LAPLACE de sin"

1. Donner pour tout A € R , une expression sur R* des transformées de LAPLACE
des fonctions sy et ¢y définies sur Ry par sy (t) = sin (A\t) et ¢y (¢) = cos (At).

2. On note ¢, = sin” pour tout n € N.

(a) Montrer que pour tout n € N, les transformée de LAPLACE L (¢,,) sont
définies et de classe C*° sur R , puis que :

n oo
L(pnt1) (x) = i 1/0 sin™ () cos (t) e~ **dt

T
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En déduire que pour tous n € N* et z € R}, on a :

nn+1
Llom) @ = —FD _r(o @)
(n+1)° + z2
puis que £ (¢,) (z) > 0 pour tous n € N et z € RY.
(b) Montrer que pour tous n € Net z € R, on a :

L) @) £lgn) (1) = H(” e
1<k<n+1

(c) Montrer que pour tous p € Net z € RY, on a :

L (p2p) (x) = ém et L (pop41) () =

3. En utilisant les questions I.0H, I.2H et V.Ed, montrer que pour tous p € N et
reR%, ona:

1 z”: 1) 2p @ (2p)! 1 (2
221 £ p—k) 4k? + 22 (4k2 +22) 222\ p
- 1<k<p
et :
ii(q)’“ (2p+1) 2k+1 (2p +1)!
o PR/ k41 22 1 (@k+1) +a2)
0<k<p

4. Déduire de ce qui précede que :

>0 () =5 e w0 - mone

k k=0
5. Déduire de ce qui précede, pour tout p € N, la valeur des intégrales de WALLIS

2
d’indices impairs W, = / sin? 1 (t) dt.
0

3 T sin (1)
— VI — Quelques méthodes de calcul de D; = ; dt
0
1. Calcul de D1 en utilisant le lemme de RIEMANN-LEBESGUE.
Zsin((2n+1)t) ™

a) Montrer que pour tout n € N, on a - dt = —.
(&) qaue’p /0 sin (t) 2

2 sin((2n + 1)t
(b) Montrer que D; = lim Fsin(@n+ 1)t

n—+oo [ t

dt.
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(c) En utilisant le lemme de RIEMANN-LEBESGUE (question I.Bd), déduire de
by
ce qui précede que 'on a Dy = 5"
2. Calcul de D1 en wutilisant les développements en série entiére des fonctions

sin (t) " it
e .

—xTe
t

(a) Montrer que pour tout réel > 0, on a :

/x sin (t) U — +ZO° (—l)n p2n+l
o t @2n+1)!2n+1

n=0

(b) Montrer que pour tout réel > 0, on a :

/ge—““dt =Z_ zio (=D"az" e —1

0 2 n! n
n=1

puis en déduire que :

Bl Tsin (¢
/ e cos (zsint) dt = ~ —/ sin ( )dt
0 0

2

et que Dy = T

2
. , sin (t)
3. Calcul de Dy en utilisant la transformée de LAPLACE de fy : t — —
sin (t)

est

Montrer que la transformée de LAPLACE de la fonction f; : ¢ +— ;

définie et continue sur R, puis en déduire que Dy = 5"
1

4. Calcul de Dy en utilisant léquation différentielle y" +y = — sur R .
x

(a) Montrer que les solutions sur R* de Iéquation différentielle y” +y = —
x

sont les fonctions définies par :

+t%gin
y(x) = acos(x) + Bsin(z) + / ®) dt

ou «a, 8 sont deux constantes réelles.
sin (¢)
T+t

+o00
(b) Montrer que la fonction ¢ : 2 — /0 dt est 'unique solution sur R*

de I’équation différentielle y"' +y = — de limite nulle en +o0, cette fonction
x

se prolongeant par continuité en 0.

(c) Mont tout = € R /+oosm ®) 44 /Ho b, pui
C ontrer que pour tout ,ona = P —— , puis
auep * 0wt o 1ye2P

en déduire que Dy = 5
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—+o00 Sln2n+1 ( )
5. Connaissant la valeur de D1, retrouver la valeur de / ———2dt trouvée
0

en question IL.B pour tout n € N*.

+oo1 400 :..n
~ VII - Calculs de A, = / 1%S()dt et D, / Smtn(t) dt
0 0

(a) Montrer que pour tous n € N* on a :

tooq n +o0 in (t
/ Lzcos™ (8) 4, n/ cosn—1 (1) S0 gy
0 0

2 t

z
(b) En désignant par (W), cy = ( / sin™ (t) dt) la suite des intégrales
0

neN
de WALLIS, déduire de la question précédente que pour tout p € N, on a
(2p+1)7 (2p .
Agpi1 = T\ = (2p+ 1) Wy, et que pour tout p € N*, on a

s 2p
Agp = 22p1p<p> = dpWyp.

2. Montrer que pour tous p € N, on a aussi :

o1 — cos?P T (1) T e 2p+ 1
/O = dt22p+12(2k+1)<p_k>
k=0

et que pour tous p € N*, on a aussi :

ool — cos? (t) 7 2p
/O 2 dt = 92p— 12 < > 92p—1 p<p>
k=0
On en déduit ainsi les égalités :
P P
2 1 2
Z(2k+1)<p+> (2p +1< )etZk( ) (p)
k=0 p—k k=0 p
3. Montrer que pour tout n € N*  on a :
+o0 1 o0 _
/ sin” (¢ )dt / L ((Sin”)(n 1)) (z)dz
0 tr (n—1)!Jo
4. Déduire de ce qui précede que pour tout p € N, on a :
+o0 gin2P 1 (¢ L o+ 1 1\?*
/ sm2 ()dt: ™ Z(_l)p,k D+ A
o t2p+1 2 (2p)! = p—k 2

et pour tout p € N*, on a

/+°°sin2p () 4y Zp b 21
0 t2p 2p -1 2(2p—1)! p— k

=1
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PROBLEME 18

Intégrales elliptiques

18.1 Rappels de cours

Théoréme Si f est une fonction continue sur I x [a,b], la fonction F' définie sur I par

xr
F(z) = / f (z,t) dt est alors continue sur I X [a, b] .
a

9]
Théoréme Si f est une fonction continue sur I X [a, b] admettant une dérivée partielle 8—f
x

b
continue sur I X [a,b], la fonction F' définie sur I par F(z) = / f (z,t) dt est alors de
a

0
classe C! telle que F' (z) = f; 8—f x,t) dt.
z

La version suivante du théoréme de convergence dominée nous sera suffisante.

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fn), cy une suite de fonctions continues
par morceaux de [a, b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par

N

morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux a valeurs réelles positives

b b
telle | fn| < ¢ pour tout n € N, on a alors lir£ / fn(z)dax = / f(z) da.
n——+0oo a a

Théoréme Soit Zanz” une série entitre. Il existe R € [0, +00] tel que la série converge

pour |z| < R et diverge pour |z| > R. Une telle série entiére est holomorphe sur son disque
de convergence et on peut y dériver et intégrer terme a terme.

137
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Théoréme Toute fonction holomorphe est analytique et admet un développement en
série entiere local.

Définition Une détermination holomorphe du logarithme sur un ouvert €2 est une fonc-
tion holomorphe f de © dans C telle que ef () = 2.

Théoréme (Prolongement analytique) Soient O un ouvert connexe de C, zp un
point de O et f,g deux fonctions holomorphes de O dans C. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
e f(2) =g (z) pour tout z € O;
« il existe une suite (¢n), cy de points de O\ {20} qui converge vers zo et telle que
£ (¢n) = g (Gn) pOUI toUE 7 € N
e f et g coincident sur un voisinage ouvert de 2o ;

o pour tout n € N, on a f(™ (z0) = g(™ (20).
b
Théoréme La longueur d’un arc paramétré v est L (v) = / Iy (¢)] de.
a

Théoréme Si v un arc géométrique du plan de classe C' paramétré par :

v: [a,b] — R?
t = (z(®),y()

tel que v (a) = v (b) et la restriction de v & ]a,b[ est injective (v est une courbe de
JORDAN), ’ensemble R2\ v ([a, b]) a alors deux composantes connexes, I'une étant bornée
et 'autre pas. La composante connexe bornée de R?\ v ([a, b]) est I'intérieur de v et I’aire
de ce domaine est :
b
[ @0 © -7 0uo)| -
a

/abz(t)y’(t)dt': /abx’(t)y(t)dt‘

A=

18.2 Enoncé

Avec ce probleme™, on s’intéresse aux fonctions elliptiques complétes de pre-
miére et de deuziéme espéce définies sur |—1, 1] par :

(3 dt
F()\)_/O \/1 — A2sin? (¢)

On fait également le lien entre ces intégrales, les intégrales de WALLIS, les
moyennes arithmético-géométriques et le calcul de la longueur d’une ovale de CAs-
SINI ou d’une lemniscate de BERNOULLI.

ot E(\) = / T /1= A2sin? (1)dt
0

— I — Intégrales de WALLIS

1. Ce probléme est de niveau agrégation externe.
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On note (W,),,cn = (/2 sin™ (t) dt)
0

z
= (/ cos™ (t) dt) la suite des
0

neN neN

intégrales de WALLIS.

1.

6.

. Montrer que pour tout n € N*, on a

Montrer que la suite (W,), oy est strictement décroissante et que pour tout
n+1 m
nec N, on a Wn+2 = mWn et (n+ 1) WanJ,_l = 5

. Montrer que pour tousn € Net t € R, on a :

n

foos ()" = 53 (1) cos (2= )1

k=0
puis en déduire la valeur des intégrales de WALLIS W,, pour tout n € N.

ﬁ < W3, < %, puis en déduire

T 1
H/’I’L ~ _—
que n—+400 \/;\/ﬁ

Vvn £2\"
. En étudiant la suite réelle (1,,),,cn. définie par I,, = / (1 - ) dt, mon-
0

+oo
™
trer que / e~ dt = g
0

. Soient (Vi),cn €t (Un),cn les suites définies par V,, = / 2 cos™ (t) dt et
0

Vn
2
(a) Montrer que pour tout n € N, on a Upqo —Up = ———.
(n+2)
"1 w2
(b) Montrer que pour tout n € N, on a E Z-6 2Usy,.
k=1
+oo 2
1 T
En dédui — = —.
(¢) En déduire que ngzan 5

On appelle détermination holomorphe de la fonction arctangente sur un ouvert
non vide Q de C toute fonction holomorphe f: Q — D = C)\ {g +krm, k€ Z}
telle que tan (f (2)) = z pour tout z € Q.

(a) Montrer que sl existe une détermination holomorphe de l'arctangente sur
Iouvert €2, alors —i et ¢ ne sont pas dans {2.

(b) Soit  un ouvert de C\ {—i,i}. Montrer qu’une fonction holomorphe
f: Q — D est une détermination holomorphe de l'arctangente sur  si,

. . 1+iz .
et seulement si, elle est telle que ¢2/(*) = 1= pour tout z € Q (ce qui
— iz
signifie que 2if (z) est une détermination holomorphe sur 2 du logarithme
141z
de ).

1—1z
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(¢) Montrer que la fonction f définie sur Q = C\ {z =iy, y € Ret |y| > 1}

1 1+14
par f(z) = —In <1 + zz) est une détermination holomorphe de larctan-
— iz

2
gente. On note arctan cette détermination. Donner le développement en

série entiére de la fonction arctan sur D (0,1) = {z € C, |z| < 1}.

7. On appelle détermination holomorphe de la fonction arcsinus sur un ouvert non
vide  de C toute fonction holomorphe f : Q@ — C telle que sin (f (z)) = z pour
tout z € (L.

(a) Montrer que s’il existe une détermination holomorphe de I’arcsinus sur
Pouvert 2, alors —1 et 1 ne sont pas dans 2.

(b) Soit € un ouvert de C\ {—1,1}. Montrer qu'une fonction holomorphe
f Q2 — C est une détermination holomorphe de 'arcsinus sur € si, et
seulement si, il existe une fonction holomorphe g : 2 — C telle que l'on ait
1—22=g%(2) et /) =iz + g(2) pour tout z € Q (ce qui signifie que
e'f(2) — iz est une détermination holomorphe sur  de la racine carrée de

1
1 — 22). Dans ce cas, vérifier que f' = =~ sur Q.
g

(c) Montrer que sur I'ouvert Q@ = C\ {z € R, |z| > 1} il existe une unique
détermination holomorphe de 'arcsinus nulle en 0. On note arcsin cette
détermination.

8. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Zan" est égal a 1,
“+oo
puis calculer la somme Zan” pour tout z € D (0,1) ={z € C, |z| < 1}.
n=0

— IT — Intégrales elliptiques

1. Montrer que pour tout réel « la fonction :
r «
Yo :(Nz)e]-1L1[ xR~ / (1—A?sin’(¢))" dt
0

O0pa 0P
t .
R

est bien définie et de classe C*°. Préciser les dérivées partielles

2. Montrer que pour tout (A, z) € |-1,1[ x [—g, g] ,ona:

o= [
alNT) =
v 0 1—1¢2

3. Pour (), @) fixé dans |—1,1[ x R, on désigne par ¢, la fonction définie sur R
par pxa () = o (A 7).

(a) Montrer que pour tout entier relatif n et tout réel x, on a :

71'
ra (@ +17) = Pra (@) + 160 (1) = Pra (@) + 20ra (5)
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(b) Montrer que :

™

Ora (g) - /OZ ((1 — N%sin? (1)) + (1 — A% cos? (t))“) dt

puis en déduire que pour v < 1, on a :

000 s (<3 (- 5)

et pour « > 1,0on a:

F(-3) e () <5 (e -wy)

(¢) Donner le développement en série entiére sur I'intervalle |—1, 1] de la fonc-
tion A — @, (A, z) . Préciser en particulier ¢, ()\, g) .

(d) Montrer que la fonction ¢, o réalise un C*°-difféomorphisme strictement
croissant de R sur R.

(e) Calculer les dérivées d’ordre 1 et 2 de la fonction inverse 1y o = go;\t

4. Résoudre I'équation différentielle 2" + A%sin (2) = 0 sur R avec les conditions
initiales z (0) =0 et 2’ (0) = 2.

On définit les fonctions elliptiques complétes de premiére et de deuriéme espéce
sur |—1, 1] respectivement par :

r=e % /0 1 — AZsin? (¢)

E)N) =g % / /1= A2sin? (¢

5. Montrer que pour tout A € |—1,1[, on a :
2R W2
(a) E(A\) = - — = 3 2”1)\2" et F(\) = — + ZWQTL)\Z”, ou les Wo,
n —
sont les 1ntegrales de WaLLis d’indices pairs;

(b) 0<E() — (ln(1A2)+>\ln(1+i)> < C(;’)Az;

(¢) 0< g —In(1-X)—F()) < %)\2.
6. Montrer que pour tout A € |—1,1[, on a :

(2) AE"(A) = E(A) = F'(A) et ' (A) = =AE" (A);
(b) (1=X%) (F"(A) = E"(\) = AE(V);
() A(1=X)E"+ (1-N)E' +AE=0;
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(@) AL F () = B — (1 - ¥) F ()
(€) AM(1=A?) F"+ (1 -3A2) F' = A\F =0.

7. En vérifiant que la fonction G définie sur ]0,1[ par G (A) = F (V1 — A2) est
solution sur de I'équation différentielle A (1 — A?)y” + (1 —3A2)y' — Ay = 0,
déterminer I’ensemble des solutions de cette équation différentielle sur ]0, 1].

8. Montrer que les fonctions elliptiques completes E et F' peuvent étre définies
sur le disque ouvert D (0, 1) de centre 0 et de rayon 1 du plan complexe et que
ces fonctions sont holomorphes. Préciser les équations différentielles d’ordre 2
vérifiées par ces fonctions sur D (0,1).

— IIT — Moyenne arithmético-géométrique

1. Pour tous réels o, a > 0 et b > 0, on note :

Lo (a,b) = / " (a® cos? (1) + b sin? (1)) dt
0

1 1
Poura:fi etazi, on note I (a,b) = L_1 (a,b) et J(a,b) = L1 (a,b).
Montrer que :
(a) La (a,0) = Lo (b,a);
9 7r . a? — b2
(b) pour a > b > 0, on a L, (a,b) = a*“p, ()\,§> ol A\ = — et
a
a+b a+b\>* 0 a—b
L (40 vap) = () o k=20
O[<2 ab> <2><paf£20u/~@ P

(c) en notant g (z) = (a® +2?) (b +2?) ,on a:

+oo o
Lo (a,b) = b2°‘+1/ g° (@)

0 (b2 + x2)20t+1
Vab pa+l q2a+1 .
= /0 (b2 + 1’2)20‘4_1 + (a2 + $2)20t+1 g (ZE) dx

1 b
(d) la fonction f définie sur R par f(z) = 3 (m— C;) réalise un C*°-

difféomorphisme de R* sur R;

a+b g [Heo 9% (x) .
e) L, ,vub) = (ab)**z / —2 ~~ —dx (on peut utiliser le
(©) < 2 (ab) o (ab+ 5r:2)20‘+1 (on p

1 b
changement de variable y = 3 (x - a) pour y € Ret z € RY);
x

b
() I (“; m) — I(a,b).
2. Montrer que pour tout A € [0,1], on a :

F(zﬁ

2V/A

1+ A

1+A> =(1+MNF(\) et 2E()\):(1+>\)E<

>+(1—>\2)F(>\)
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En déduire que pour tous réels a >0 et b >0, on a :

J(";Lb,@) :@Jr%bf(a,b)

3. Soient @ > b > 0 deux réels et v ellipse dans le plan affine euclidien R?
paramétrée par :

v: [-mm] — R?
t — 7y (t) = (acos(t),bsin (t))

a’—b
On note A = ——— ’excentricité de cette ellipse. Montrer que la longueur de
a

b [ b
cette ellipse est L () = 4aF (\), puis que wa <1 + ) < L(y) <7mv/2ay/1+ —-
a a

4. Soient 0 < b < a deux réels et (a,),cy et (bn),cy les suites définies par ag = a,
an + by,

bp = b et apr1 = (moyenne arithmétique), b,11 = Vanb, (moyenne

géométrique) pour tout n € N. Montrer que :

(a) les suites (an ), cy €t (bn), ey convergent vers une méme limite M (a,b) > 0
(cette limite est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b);

(b) M (a,b) (formule de GAUSS).

7
21 (a,b)
5. Avec les notations de la question précédente, on définit de plus la suite (c,)
par ¢, = /a2 — b2. Montrer que :
(a) la série Zci?” est convergente;;

(b) lim 2" (a1 (a,b) — J (an,bn)) = 0;

neN

n—-+oo
+o00 too T
_ [ 2 29n—1 _ [ 2 29n—1
(¢) J(a,b) = <a - Zc,ﬂ > I(a,b)= <a - Zc,ﬂ > S (a.b)
k=0 k=0
6. Montrer que :
2
(a) pour tout n € N, on a ¢,41 < W, puis en déduire que pour tout

gn—ng
. Cn Cn,
entier ng > 0, on a < 0 ;
0= AM (a,b) — <4M (a,b))
(b) pour tout réel n > 0 il existe un entier ng > 0 tel que ¢,, < M (a,b) p2r e
pour tout entier n > ng, puis en déduire que pour tout réel € > 0, on a

lan — M (a,b) (") et [M (a,0) —bal = 0 (e").

= o
n—-+oo o0

— IV — Ovales de CASSINI et lemniscates
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On se donne deux points F' et F’ dans le plan affine euclidien R?, un réel ¢ > 0
et on s’intéresse a Pensemble C = {M € R?, MF - MF' = a*}.
Pour F = F’, 'ensemble C est le cercle de centre F et de rayon a.
Pour la suite de cette partie, on suppose que les points F' et F’ sont distincts
et on dit alors dans ce cas, que C est une ovale de CASSINI de foyers F et F’.
On désigne par O le milieu du segment [F, F”'] et on utilise le repére orthonormé
1
direct R = (O,e—1>,e—2>) oll & = ﬁOT'
On note M (z,y) tout point M de coordonnées (z,y) dans ce repere.
La longueur d'un segment [A, B] dans R? est AB = H/@H .
FF/ * /
En notant ¢ = OF = — onaceR et F(c0), F'(—c,0).
1. Montrer qu'une équation implicite d’'une ovale de CASSINI C dans le repere R
est : )
(2 +y?)" —2¢% (2® —y?) = a* = ¢* (18.1)
On note C_ et C4 les courbes d’équations implicites (IX) dans le repére R
avec les conditions respectives z < 0 et > 0.

2. Pour cette question, on suppose que a = c. Dans ce cas, la courbe :

C={MeR? MF -MF =OF?}

d’équation implicite (22 + y2)2 = 2a? (2% — y?) dans le repére R est appelée
lemniscate de BERNOULLI. Montrer que C = {M € R?, [MF — MF'| =V20M} .

3. Préciser l'intersection d’une ovale de CASSINI C avec 'axe des abscisses (on
distinguera les cas a = ¢, a > cet a < ¢).

4. En écrivant que pour tout point M (z,y) € R?\ {0}, il existe un unique couple
(p,0) dans R x }72,32} tel que l'on ait (z,y) = p(cos (#),sin (0)), donner
une équation polaire d’une ovale de CASSINI privée du point O (on distinguera

lescasa=c,a>ceta<c).

Ces représentations polaires peuvent étre utilisées pour donner des représen-
tations graphiques des courbe C dans chaque cas (figures 81, I8 et [X3).

Fic. 18.1 — Lemniscate de Bernoulli : (2 + y2)2 = 2a” (2% — y?)

5. Avec cette question, on se propose de donner plusieurs paramétrages de la demi-
lemniscate C; d’équation implicite (2 + y2)2 = 2a* (22 — y?) avec la condition
x > 0 dans le repére R. Montrer que dans le repere R :
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F1a. 18.2 - Ovale de Cassini : 2* — 2¢°2” + ¢* — a* = (2* — 62)2 —a* (a>c¢)

F1G. 18.3 — Ovale de Cassini : 2* — 2¢°2” + ¢* —a* = (2* — c2)2 —a* (a<c)

(a) C+ admet le paramétrage (z (¢),y(t)) = a\/§< 11—1—_1;2’ t 11—1—_;2) ol
tel]-1,1];
(b) Cy admet le paramétrage rationnel (x (t),y (t)) = av/2 (tl—ﬂf2 tl_t2>
’ L+t4 1+¢4
outeR,.
6. Dans le cas ou l'on dispose d’une équation polaire p : 6§ — p(f) de v ou
p : [, 8] — R* est une fonction de classe C! telle que p(a)e'™ = p(B)e®,

1 [P
montrer que l'aire de 'intérieur de 7 est A (y) = 5/ p%(0)do.
[0

7. Soient C une ovale de CASSINI et C_, C4 les courbes d’équations implicites
(IX) dans le repere R avec les conditions respectives x < 0 et « > 0.

(a) Dans le cas o C est une lemniscate, montrer que A (C4) = a®.

2
(b) Dans le cas o1 0 < ¢ < a, montrer que A (C) = 2a*E (02) .
a
2
(¢) Dans le cas o 0 < a < ¢, montrer que A (C4+) = a2<p% (22, 260> o le réel

2

0o € }0, Z { est tel que sin (26) = 3—2.
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PROBLEME 19

Séries de FOURIER-LEGENDRE

19.1 Rappels de cours

En utilisant la relation de CHASLES pour les intégrales, on vérifie que pour toute fonction

a+2m T
continue et 2m-périodique f : R — C, on a pour tout réel a, / f@)ydt= / f(t)de.
a —T
+o0 T
L’intégrale de GAUSS e~ dy = % est supposée connue.

0
Soient (un),en et (vn), cn deux suites numériques. On dit que :

o (un), gy est dominée par (vn),, ¢y s'il existe un entier ng > 0 et une suite bornée (¢r)

n>ng
tels que uyn = wpvn pour tout n > ng, ce qui se note u, = O (vn) ;
n—-+oo
o (un),ey est négligeable devant (vn),, ¢y , 8'il existe un entier ng > 0 et une suite (en),, >,
convergente vers 0 tels que u, = €,v, pour tout n > ng, ce qui se note u, = (l (vn) ;
n— oo

e (un),en est équivalente & (vn), ey, s'il existe un entier no > 0 et une suite (¢n),>p,,

convergente vers 1 tels que u, = @, v, pour tout n > ng, ce qui se note uy, “ Up.
2 Nno, gl
n o0

Dire que up, vy revient aussi & dire que up, —vp = 0 (vn).
(e} n—+oo
Nous aurons besoin a plusieurs reprises du résultat suivant qui se prouve par récurrence.

Théoréme (Intégration itérée par parties) Si f et g sont deux fonctions de [a, ]
dans C de classe C™ ou n € N*, on a alors :

b

b
+ (-1 / £ (8)gt™ (t)dt

a

n—1

/ "1 (1) g (1) dt = [Z (—~1)F fn=1=B)g(k)

k=0

Dans le cas ot la fonction g est telle que g(¥) (a) = g(*) (b)) = 0 pour 0 < k <n —1, on

b b
a/ #(n) (t)g(t)dtz(fl)"/ f @) g™ (v)dt.

Pour (a,b,c) € R3 avec a # 0, on appelle systéme fondamental de solutions de I’équation
différentielle linéaire ay’”’ +by’ +cy = 0 toute base de solutions sur R. La connaissance d’un systéme
fondamental (u,v) de solutions permet de trouver des solutions particulieres de I’équation avec

147
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second membre ay” + by’ +cy = f, ou f € CO(I,R) en utilisant la méthode de variation des
constantes. Pour ce faire, on cherche une solution particuliere de la forme y = Au + pv, ou A,
dans C2 (I, R) sont telles que Nu + u'v = 0, ce qui implique que pour tout = € I, (X (z), ' (x))
est solution du systéme linéaire :

u (@) N (@) + v (@) i (&) = 0

W @)X @)+ @) @) = T
a
Le déterminant de ce systéme est le wronskien w (z) = u (z) v’ (z) — v’ () v (z) qui ne s’annule
jamais sur I, donc pour tout z € I, on a X (z) = ,M’ W (z) = ul@) /(@) et une
aw (x) aw (x)

solution particuliere de ay’” + by’ + cy = f est donnée par :

vo (z) :/“” u@v(z) —v(t)u(@)

0 PO F(t)dt

ou xp est un point fixé dans I.
Le « théoréme d’ABEL uniforme » qui suit nous sera utile en prenant pour D un rectangle
de R2.

Théoréme Soient D un ensemble non vide, (an),,cy une suite de fonctions de D dans
Ry et (gn), ey une suite de fonctions de D dans un espace normé E telles que :

+ la suite (an), cy est décroissante et converge uniformément vers la fonction nulle
sur D;

n
ng (z)|| < M pour tout n € Net tout z € D (la

k=0
suite des sommes partielles de Zgn est uniformément bornée).

e il existe un réel M > 0 tel que

Dans ces conditions, la série de fonctions E Qngn est uniformément convergente sur D.

19.2 Enoncé

On munit 'espace vectoriel £ = CY ([—1, 1], R) des fonctions continues de [—1, 1]
1

dans R du produit scalaire défini par (f,g) = / f(t) g (t)dt, la norme associée

-1
étant notée ||-|| . Pour toute fonction f € £, on note || f||,, = sup |f (2)].
z€[—1,1]

On note P le sous-espace vectoriel de £ formé de l’ensemble des fonctions
polynomiales a coefficients réels et pour tout m € N, P,, désigne le sous-espace
vectoriel de P de dimension m + 1 formé de I’ensemble des fonctions polynomiales
de degré au plus égal a m.

— I — Résultats préliminaires

1. Montrer que pour toute fonction continue ¢ : [-1,1] — C, on a :

™

/7r @ (sin(t))dt = Q/Oﬂcp (cos (t))dt = 2/0E (¢ (cos(t)) + @ (—cos(t)))dt

—T
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2. Montrer que pour tout réel o, on a :

/’T dt _y / dt I

o 1—iacos(t) ~Jy 14+a%cos?(t) +a2+1

3. Soient § €]0,1] et fz la fonction définie sur [O, g] par fg(t) =1 — Bsin” (t).
(a) Montrer que pour tout ¢ € [0, g} ,ona0 < fz(t) < et (on peut

2 0
utiliser les inégalités de convexité sin (t) > —t sur [O, 5} etl—xz<e”
7r

sur Ry ), puis en déduire que pour tout réel a > 0, on a :

/05 (1—Bsin® (1)) "dt < T ;—ﬂ

+o0
(on peut utiliser le fait que / e~ dy = g)
0

X

Vap

2 : a 1/
/0 (l—ﬁsmz(t)) dta—;:-ooi Cj;ﬂ

— IT — Polynémes de LEGENDRE

(b) En effectuant le changement de variable ¢ = , montrer que :

On désigne par (Ly),cy la suite des fonctions polynomiales de LEGENDRE
o ()
2nn!
1. Montrer que pour tout n € N, la fonction polynomiale L, est de degré n

et de méme parité que n. Préciser le coefficient de 2", celui de z"~! pour
n € N* ainsi que les valeurs de L, (0), L, (0) et L, (1). On note L_; = 0 et

définie sur [—1,1] par L, (x) =

ol Ty, (z) = (22 —1)".

L, (z) = Za,&n)xk pour n € N.
k=0

2. Montrer que pour tout n € N* et toute fonction polynomiale P € P,,_1, on a
(Lp, P) = 0. En déduire que pour tout n € N la famille (L)<, <,, est une base
orthogonale de (P, (-,-)). o

b
3. Calculer w,, (a,b) = / (t—a)" (t—>)"dt pour n € Net a < b dans R. En

a
déduire la valeur de ||Ly|| , pour n € N.

4. En utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynémes de LEGENDRE , mon-
trer que pour tout n € N*| le polynéme L,, admet n racines réelles simples dans
lintervalle |—1, 1].
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. En utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynémes de LEGENDRE , mon-
trer qu’on a les relations de récurrence :

(n+1)Lyy1 +nlp1=02n+1)zL, (n€N) (19.1)

L, .,—L, =@2n+1)L, (neN) (19.2)

avec les conditions initiales L_; = 0, Ly = 1. En déduire que pour tout n € N,
on a :

L. —aLl, = (n+1)L, (19.3)

1
. Calculer / L, (t)dt pour tout n € N.
0

. Montrer pour tous n € N et (t,z) € [-1,1]%, on a :

(2= 1) 3 2k + 1) L (6) Li () = (0 + 1) (L () Luss (2) = L (@) L (1))

M=

x>
Il
=]

(19.4)
(formule de DARBOUX-CHRISTOFFEL).

. Soient n € N, x € [-1,1], r € RY et 7, le lacet du plan complexe défini par
Yer (t) =z + re’ pour tout t € [—m, 7] (cercle de centre z et de rayon r).

2%k
(a) Montrer que pour tout entier k € {0, n {, on a / 7dz =0 et
2 Yr,z (Z - x)n+
2k 2%
pour tout entier k € [ﬁ,n} ,on a / Zinﬂdz = 2i7r( >x2k".
2 Vr,x (Z - 1') n

(b) En déduire que :

1 2_1)"¢q 1 [ L 1—22\" dt
Ly (z) = 7/ it )+1 = <2:E +re’t — x) -
227‘( Yor (Z — x)n 2n 271' —r T@Zt 2m

(formules intégrales de SCHLAFFI), puis en prenant r» = /1 — 22 pour
x €]-1,1[, que :

Ln(:zz):i/Tr (:L"Jri\/ﬁsin(t)yldt—/OTr (z+iﬂcos(t))n%

2 J_,

(formules intégrales de LAPLACE).

. Montrer que pour tous y € |[-1,1[ et z € [-1,1],0n a :

1 =3
——= ) L,(2)y"
VY2 —2zy +1 ;_0 @)

(fonction génératrice des polynomes de LEGENDRE). Retrouver la relation de
récurrence vérifiée par les polynémes de LEGENDRE en utilisant cette fonction
génératrice.
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10. Calculer ||L, ||, pour tout n € N, puis montrer que pour tout € |—1,1[, on

a|L, (z)] < ﬁ En déduire que pour tout p € N*, on a |Lg, (0)] <
1 2 1
3 %7 Ly, 1 (0)] < p;- \/: et que pour tout réel § € ]0,1[, la suite de

fonctions (Ly),, oy converge uniformément vers 0 sur [—d,0].

11. On définit 'opérateur de LEGENDRE sur I'espace vectoriel & = C? ([-1,1],R)
des fonctions de classe C? de [—1,1] dans R par L (f) = ((:Uz — 1) f’)/ pour
toute fonction f € &.

(a) Montrer que l'opérateur £ est symétrique positif dans le sens ou pour
toutes fonctions f, g dans &, ona (L(f),g) = (f,L(g)) et (L(f),f) > 0.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a L (L,) =n(n+ 1) L,, soit :

(2 = 1) L) +22L, =n(n+1)L,

(c) Retrouver l'orthogonalité des polynémes de LEGENDRE avec la question
précédente.
1— a2

’ 2
m (L, (z))” pour

(d) Définissant la fonction 6,, par 6, (v) = L2 (z) +

2z (L, (x))
tout n € N, montrer que 6/, (z) = M

de [[Ln | -

, puis retrouver la valeur

— III — Etude asymptotique des polynémes de LEGENDRE

On désigne par (fn),,cn+ €t (9n),,cn- les suites de fonctions définies sur ] —g, T {

2
par fp, (t) = L, (sin (t)) et g, (t) = \/cos (¢) fn (1) .
1. Pour tout n € N*, montrer que :
. ) T
(a) la fonction f,, est solution sur }75, 5
(t

() = tan (t) fr, (t) + Anfn (1) = 0

[ de Péquation différentielle :

o\, =n(n+1);

(b) la fonction g, est solution sur } —g, g { de I’équation différentielle :

g (t) + (ui - 4cosl2(t)) gn () =0

X 1
OU fin =1+ 5

(¢) pour toutte}—z,ﬁ[,ona lgn (t)] < —.
2’9 2n cos (t)
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T
2. En écrivant, pour tout n € N*  I’équation différentielle vérifiée sur }— [

33
n (E
par la fonction g, sous la forme g/’ (t) + p2g, (t) = _4(5;’0s(22t)’ on cherche une

expression intégrale de g, en utilisant la méthode de variation des constantes.

(a) Donner la forme générale des solutions sur ] fg, g [ de l’équation différen-
tielle homogene y" (t) + 2y (t) = 0.

(b) En utilisant la méthode de variation des constantes, montrer que la fonc-

tion h,, définie sur ]—g, g [ par :

bty = [ 2Oy 0) 00

~gn(t)
4 cos? (t)

sur }—g, g[ telle que h,, (0) = k., (0) = 0. En déduire la forme générale

est une solution de 1’équation différentielle y” (t) + u2y (t) =

des solutions de cette équation différentielle.

T
(¢) En déduire que pour tout p € N* et tout ¢ € }—5, 5 [, on a :

gap (1) = (;212” (2;’) cos <<2p + ;) t> + hay (8)

dp+2 (=1)" [2p\ . 3
gopt1 (t) = i3 2 \p sin | [ 2p+ 3 t) + hopta (t)

et :

™
(a) Montrer que pour tout € € ]07 3 [, il existe une constante réelle C5 . > 0

telle que |hy, (£)] < =25

- pour tout n € N* et toutt € I, = {fIJre,zfs}.
n2 2 2

(b) En utilisant le développement asymptotique :

il existe une suite de fonctions

1 (2p 1 1 1
— = — — -+ O —
22 \ p VDT 8y/mpz  potoo \ p2

T
07 5 |:a

montrer que pour tout réel ¢ € }

7r 7r
(on)pen- uniformément bornée sur I. = [77 +e - — e] telle 'on ait

2 2
pour tous p € N* et t € I, :

gap (1) = V" cos (<2p + ;) t) + (‘0211%(75)




Enoncé 153

c¢) Déduire de tout cela pour tout réel ¢ € |0, il , il existe une suite de
P 2

fonctions (Xy),cn- uniformément bornée sur J. = [g, 7 — €] telle I'on ait
pour tous n € N* et 0 € J, :

Ly (cos (0)) = L cos((nt3)0-%)  xn go)
\/L%J T \/sin (0) ns
4. Montrer que pour tout réel € € }O, g [, la série de fonctions ZL” (cos (0)) y™

est uniformément convergente sur [e,m — €] x [0,1]. En déduire que pour tout
ze€l]-1,1[,ona:

1

5= s S B0 = e

—IV— Séries de FOURIER-LEGENDRE

On rappelle qu'une fonction f : [-1,1] — R est dite continue par morceaux
sur [—1,1], s’il existe une subdivision —1 =ty < t; < --- < t, = 1 telle que la
restriction de f & chacun des intervalle |ty, t;41[ pour 0 < k < n—1 se prolonge en
une fonction continue sur [ty, tx11] . Pour f, g continues par morceaux sur [—1, 1] on

peut définir les quantités (f, g) / f @) g@)ydeet || fll = /{f, f)- Lapplication

bilinéaire symétrique positive (-,-) n’est pas un produit scalaire sur espace des
fonctions continues par morceaux de [—1,1] dans R.

Des questions II.2 et II.B, on déduit que la suite de polynémes (LNn) W=
ne

2

A toute fonction f : [-1,1] — R continue par morceaux on associe la suite
(ck (f))gen de ses coefficients de FOURIER-LEGENDRE définie par :

e (1) = (£.50) = /252 1, 1)

Pour tout n € N, on désigne par :

2 1
( nt Ln> est une base orthonormée de (P, (-,-)).
neN

n

£)=> e (f)Li Z%Jrl (f,Li) L

k=0 k=0

la n-ieme somme partielle de la série de FOURIER-LEGENDRE de f.

1. Montrer que pour toute fonction continue par morceaux f : [-1,1] — R et tout
neN onalf—5S.,(HI° = IFI° = ISn (H)II>. En déduire que que la série
numérique Zci (f) est convergente, puis que lirf en (f) =0.

n——+0oo
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2. Soit f : [-1,1] — R une fonction continue par morceaux. Montrer que pour
tout n € N et toute fonction polynomiale P € P, on a (f — S, (f),P) =0,
puis en déduire que [|f — S, (f)]| = Ping |If — P||. Dans le cas ou la fonction f

€P,
est continue sur [—1,1], montrer que lim | f — S, (f)|| = 0, c’est-a-dire que
n—-+oo

la série de FOURIER-LEGENDRE de f converge en moyenne quadratique vers f,
+o0

puis en déduire que Zcfb (f) = IIf*. Que dire de deux fonctions continues

n=0

sur [—1, 1] ayant les mémes coefficients de FOURIER-LEGENDRE ?

3. Soit f : [-1,1] — R une fonction de classe C2. Montrer que pour tout n € N,
onacy (L(f)) =n(n+1)c, (f) ou L est 'opérateur linéaire défini en IT.0CM.

En déduire que la série de FOURIER ch (f) Ly, converge normalement vers f
sur [—1,1].
4. Soit f € CL([-1,1]).

(a) Montrer que pour tout n € N*, on a :

cn—1(f") B nt1 (f7)
VeCn+1)(2n—1) /(2n+1)(2n +3)

cn (f) =

(b) En déduire que la série numérique ch (f) est absolument convergent,
puis que la série de FOURIER-LEGENDRE de f converge uniformément sur
tout segment [—4,d] C |—1,1].

5. Montrer que pour tout n € N et toute fonction f : [-1,1] — R continue par
morceaux, on a pour tout x € [—1,1] :

1
&An@o:/QKmu@fuﬂt

ol K,, est la fonction continue définie sur [—1,1]” par :

n+1Ly(t) Ly (x) — Ly (%) Lnga (1)

sit#x
Ki(ta)=q 2. vt g
A (T (@) L (2) = T (@) L (@) si ¢ =

1
Vérifier que pour tout « € [—1,1], on a / K, (t,z)dt = 1.
—1

6. Soit f € C' ([—1,1]) . Montrer que la série de FOURIER-LEGENDRE de f converge
absolument sur tout [—1,1].

7. On suppose que f est une fonction de [—1,1] dans R continue par morceaux et
qu’elle admet une dérivée & droite et & gauche en un point = € |—1,1[. Montrer
que :

t)— f(x
(a) la fonction f, définie sur [—1,1]\ {z} par f, (¢) = M se prolonge
—x
en une fonction continue par morceaux sur [—1, 1];
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“+oo

(b) Y n (f) Ln (@) = [ (2).

n=0
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PROBLEME 20

Opérateurs de
STURM-LIOUVILLE

20.1 Rappels de cours

Une fonction f : [a,b] — C est dite continue par morceauz, s’il existe une subdivision
ag=a<ar - <ar_1 <ar=>= de [a,b] telle que, pour tout entier k compris entre 0 et r—1, la
restriction de f & l'intervalle ouvert Jay, ax41[ se prolonge en une fonction continue sur le segment
[ak, ak11] - On dit qu’elle est de classe C* par morceauz s’il existe une subdivision (ar)g<p<, de
[a, b] telle que la restriction de f & chaque intervalle |ay, agq1[ pour 0 <k <r—1se prolionige en
une fonction de classe C! sur [ag, ag41]. Une telle fonction est de classe C! sur [a, ]\ {ag, - ,ar}
et en chacun des aj (quand il en existe), elle admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche

non nécessairement égales.

Théoréme (CAUCHY-LIPSCHITZ) Soient a < b deux réels et a, 3, dans C° ([a,b],C).
Pour tout (ug,u,) € C2, le probléme de CaucHY /" + au’ + fu = ~ de conditions
initiales u (a) = uq et u’ (a) = u/, admet une unique solution dans C2 ([a,b],C).

Il en résulte que ensemble des solutions dans C2 ([a, b], C) de ’équation différentielle homo-

géne u” + au’ + fu = 0 est un espace vectoriel complexe de dimension 2.
A toute fonction f : R — C continue par morceaux et 2w-périodique, on associe les suites
an et (bn « de ses coefficients de FOURIER trigonométriques définis par :
neN neN

an (f) = %/jf(t)cos(nt)dt ot bn (f) = %/jf(t)sin(nt)dt

La série de fonctions %T(f) + Z (an (f) cos (nx) + by (f) sin (nz)) est la série de FOURIER

neN*
trigonométrique de la fonction f.

157
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Théoréme (DIRICHLET) Si f : R — C est 2m-périodique, continue et de classe C! par
morceaux, sa série de FOURIER converge alors normalement sur R vers f.

Théoréme (PARSEVAL) Les séries numériques Za% (f) et Z b2 (f) sont convergentes

neN neN*
et on a :

L P 8 +Z(\a )+ 1bn (1))

T™J—m

Théoréme (Du point fixe) Si F est un espace de Banach et f : E — E est une
application A-contractante avec A € [0, 1[, elle admet alors un unique point fixe dans F.

Théoréme (Convergence dominée) Soit (fn), cy une suite de fonctions continues
par morceaux de [a, b] dans C qui converge simplement vers une fonction f continue par
morceaux. S’il existe une fonction ¢ continue par morceaux a valeurs réelles positives

b b
telle | fn| < ¢ pour tout n € N, on a alors lilil / fn(z)dx = / f(z) da.
n——+0oo a a

Théoréme (WEIERSTRASS) Toute fonction continue f : [a,b] — C est limite uniforme
sur [a, b] d’une suite de fonctions polynomiales.

20.2 Enoncé

Pour a < b réels, on désigne par C° ([a,b],C) I'espace vectoriel des fonctions
continues de [a,b] dans C. On rappelle que les applications :

) :
F s W lloe = sup £ ()] et £ [1£]], = /If(t)lpdt pour p > 1 réel

t€la,b]
définissent des normes sur C ([a,b],C) . Pour p = 2, la norme ||-||, est associée au

produit scalaire hermitien (f, g) — (f,9), = / f(t

— I — Questions préliminaires

1. Soit u € C?([a,b],R) . Montrer que si zo € ]a, b[ est tel que u (zo) = m[inb] u(x),
x€E|a,

on a alors v’ (z9) = 0 et u”’ (z9) > 0.

2. Montrer quesiv € C° ([a, b] , R) est une fonction telle que 0 < v (z) < )\/ v (t)dt

a
pour tout x € [a,b] olt A est une constante réelle, c’est alors la fonction nulle.

3. Montrer que pour tout réel A > 0, application Ny qui associe a toute fonction
v € C°([a,b],C) le réel Ny (v) = sup e =9 |y (t)| définit une norme, puis
te(a,b]
vérifier que (CO ([a,b],C), NA) est un espace de BANACH.
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4. Soient ¢ € C°([a,b],C), K € C° ([a,b]2 ,(C) et T Dapplication qui associe a
toute fonction v € C° ([a,b], C) la fonction T (v) définie sur [a,b] par :

T (v) (z) =p(x)+ /mK(x,t)v(t) dt

(a) Montrer que pour toute fonction v € C°([a,b],C), la fonction T (v) est
dans CY ([a,b],C).

(b) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que l'application T soit strictement
contractante de (C° ([a,b],C), N,) dans (C°([a,b],C),Ny).

(c) En déduire que T' admet un unique point fixe dans C° ([a, ], C).

— IT — Théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire a 1’ordre deux

Pour cette partie, on se propose de donner une démonstration du théoreme de
CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire pour les équations différentielles linéaires d’ordre 2
a coefficients non constants qui nous dit que étant données trois fonctions p, q,r
dans C ([a,b],C) et deux nombres complexes u, et u/,, le probléme de CAUCHY
u” = pu’ + qu + r de conditions initiales u (a) = u, et u’ (a) = u), a une unique
solution dans C2 ([a,b],C).

1. Soient p, g, dans C° ([a, b], C) . Montrer que si u € C? ([a,b] ,C) est solution du
probléme de CAUCHY u” = pu’ + qu de conditions initiales u (a) = ' (a) = 0,
la fonction |u| + |u’| est alors identiquement nulle. En déduire que pour tout
(uq,ul) € C?, le probléme de CAUCHY u” = pu’ + qu +r de conditions initiales
u(a) = uq et v (a) = u), admet au plus une solution dans C2 ([a, ], C).

2. Montrer qu'une fonction u € C? ([a,b],C) est solution d'une équation différen-
tielle de la forme u” = pu’ + qu + 7 ol p, ¢, r sont dans C° ([a,b] , C) si, et seule-
ment si, elle est solution d’une équation différentielle de la forme (au’)’ = fu— f
ott a € C! ([a,b],C*) et B, f sont dans C° ([a,b],C).

3. On se donne une fonction a € C!([a,b],C*), deux fonctions 3 et f dans
C%([a,b],C) et deux nombres complexes uq,u,. On désigne par 7 la primitive

sur [a,b] de S nulle en a.

(a) On suppose que § = 0. Montrer le probleme de CAUCHY (o) = —f de
conditions initiales u (a) = u, et v’ (a) = u/, a une unique solution ¢ dans
C? ([a,b],C) dont on donnera une expression.

(b) Montrer que si u € C%([a,b],C) est solution du probleme de CAUCHY
(o) = Bu — f de conditions initiales u (a) = uq, et u’ (a) = v/, on a alors
u(z) = p(x)+ / K (0,2)u(0)df pour tout x € [a,b] ou la fonction K
est définie sur [a, b par K (0,2) = 8 (0) (v (z) — v (0)) . La fonction K est
le noyau de GREEN du probleme de CAUCHY.

On désigne par T I'application qui associe & toute fonction v € C° ([a, ], C)
la fonction T (v) définie sur [a,b] par :

7)) = o)+ [ K(0.0)0(0)00
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Cette fonction T' est un opérateur de VOLTERRA.

(c) Montrer que pour toute fonction v € C° ([a, b] , C) la fonction T (v) est dans
C? ([a,b],C) en précisant la dérivée de oT (v)’.

(d) Montrer que lapplication T a un unique point fixe u qui est 'unique so-
lution dans C? ([a,b],C) du probleme de Caucny (au') = fu — f de
conditions initiales u (a) = u, et v’ (a) = ul,.

— IIT — Inégalités de POINCARE et de WIRTINGER

On désigne par C! le sous-espace vectoriel de C! ([a,b],C) formé des fonctions
fect([a,b],C) telles que f (a) = 0.

1. Soient p > 1 un réel et f € C* ([a,b],C).

(a) Montrer que pour tout réel z € [a,b], on a :

f@-f@P<@-a [irore  eo

(inégalité de POINCARE).
(b) En déduire que pour toute fonction f € C}, on a :

p=1 b—a
[floe 0 —a) = If'll, et IIf]l, < ?IIf’Hp

2. On se donne une fonction f € C! ([a,b],C) telle que f(a) = f(b) = 0 et on
souhaite trouver une constante optimale dans la majoration || fll, < v | f'll5

b—a
obtenue a la question précédente pour p =2 ou y = W Pour ce faire, on se

ramene a Uintervalle [0, 7] en utilisant la fonction g définie sur cet intervalle par
—a . . . .

gity=1r <a + ——t | . On prolonge cette fonction en une fonction impaire sur
™

[—7, 7], puis en une fonction 27-périodique sur R. On note h ce prolongement.

(a) Montrer que la fonction h est 27-périodique, impaire, continue et de classe C!
par morceaux sur R. Quel lien a-t-on entre les coefficients de FOURIER de h
et ceux de h'.

(b) En utilisant le théoréme de PARSEVAL, montrer que :

/0 19.(0) dts/o g (0 dt

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, il existe un réel by tel que 'on
ait g (t) = by sin (¢) pour tout ¢t € [0, 7] (inégalité de WIRTINGER).

b_
(c) Endéduire que |||, <4/ - ¢ /]|y, Végalité étant réalisée pour f définie

sur [a,b] par f (z) = sin <§:2w> .
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— IV — Structures préhilbertiennes sur C!

On se donne une fonction a € C° ([a, b] ,R?}) continue sur [a, b] & valeurs réelles
strictement positives et une fonction 3 € C° ([a,b], Ry ) & valeurs réelles positives
ou nulles

1. Montrer que 'application :

b [ —_—
(F.9) = 9= [ (FOTOB0+ 1 (07 Da(0)) de

définit un produit scalaire sur C}, puis en notant N, g la norme associée, qu'il
existe des constantes réelles v > 0 et § > 0 telles pour toute fonction f € C},

ona |[fll <vNag (f) et [|flly < 0Nap (f)-

2. Montrer que toute suite de CAUCHY dans (C_, Nq,s) est uniformément conver-
gente.

3. Montrer que les normes No g pour a € C° ([a,b],R%) et 8 € C°([a,b],Ry),
sont toutes équivalentes sur C..

4. Pour tout entier n > 2, on désigne par f, la primitive sur [0,1] nulle en 0

1 1 1
de la fonction g, qui est nulle sur |0, 3] affine sur [2, 2 + ] , vaut 1 sur
n

1 1 . 1 1 . .
— 4+ —, 1| et est continue en = et — + —. Montrer que la suite de fonctions
2 n 2 2 n

(fn)n>2 est de CAucHY dans (’H(l), Nl,o) , mais non convergente dans cet espace
normé. En déduire que pour tous réels a < b, les espaces normés (C;,Naﬁ)
pour o € C° ([a, b] ,Ri) et 8 € C%([a,b],R;) ne sont pas complets.

— V — Probléme de STURM-LIOUVILLE

Pour a < b réels et k € {1,2}, on désigne par ’H’;’b le sous-espace vectoriel
de C! formé des fonctions v € C* ([a,b],C) qui s’annulent en a et b et on s’in-
téresse au probléme de STURM-LIOUVILLE qui consiste a déterminer l’ensemble
des solutions dans # , de 'équation différentielle (au’ ) = Bu — f ot les fonc-
tions f € C° ([a,b],C), a € C! ([a, b] ,]Rj_) a valeurs réelles strictement positives et
B €C%([a,b],R,) a valeurs réelles positives ou nulles sont données, ce qui revient
a étudier le probleme aux limites :

(o) = Bu — f sur [a,b] et u(a) =u(b) =0 (20.2)
1. Montrer que :

(a) 'équation différentielle (au')’ = Bu de conditions aux limites u (a) = 0 et
u (b) = 0 admet une unique solution dans C ([a,b],C);

(b) pour tout (ug,us) € C2, Péquation différentielle (')’ = Bu avec les condi-
tions aux limites u (a) = u, et u (b) = up admet une unique solution dans

c? ([(L,b] ,(C) ;
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(¢) pour tout (ug,us) € C2, Péquation différentielle (au)’ = Bu — f avec les
conditions aux limites u (a) = uq et u (b) = up admet une unique solution
dans C? ([a,b],C). En particulier, le probléme aux limites (202) admet
une unique solution dans "Hg’b.

2. Pour tout réel u, on note u, la solution dans C?([a,b],C) du probleme de
CaucHy (au') = fu — f, u(a) =0 et v’ (a) = p (question IL.Bd).

(a) Montrer que 'application p — u, (b) est affine, puis en déduire qu’il existe
une unique valeur po € R telle que u,, (b) = 0 (on peut utiliser V.IE).

(b) Retrouver ainsi le fait que le probléme aux limites (22) admet une unique
solution dans Hg,b-

3. On se propose de montrer que I'espace H,, , est dense dans (€% ([a,8],C), [I]l5) -
(a) Préciser la fonction polynomiale ¢ de degré 3 telle que ¥ (0) =1, ¢ (1) =0,
V() = (1) =

b
(b) Vérifier que pour tout réel 6 € ]0,

%a [, la fonction s définie sur [a, b]

par
t—a
w( 5 ) pour a <t<a+§
Y5 (t) = 0 poura+0<t<b—9
@b(ljgt) pour b— 9§ <t<b

est de classe C! telle que 15 (a) = s (b) = ¥ (0) = Let 0 < s (t) <1
pour tout ¢ € [a,b].

(¢) En utilisant le théoréme d’approximation polynomiale de WEIERSTRASS,
montrer que pour toute fonction u € C°([a,b],C) et tout réel ¢ > 0, il
existe une fonction v € H,, telle que |ju — vl|, <e.

4. Que dire de l'orthogonal de H,, , dans (C%([a,b],C), (-,")5) ?

5. Montrer que u € ’HZJ) est solution de (BII2) si, et seulement si, elle est telle
que (u, U>a,5 = (f,v), pour toute fonction v € Hlll’b, ou (-, '>a76 est le produit
scalaire défini en question IV.D (formulation variationnelle du probléme de

STURM-LIOUVILLE).

Nzs @)

6. On définit la fonctionnelle J sur H} , par J (v) = 5

est la norme définie en question IV.0

—Re (f,v), ot Ny

(a) Calculer J (u + w) pour tous u,w dans H, .

b) Montrer que si v € H2, est une solution du probléme , on a alors
a,b

J (u) = min J (v).

ve’H}L,b
(c¢) Soient w,w dans ’H}Lb. Calculer la dérivée en O de la fonction 1 définie
sur R par ¢ (t) = J (u + tw).
(d) Montrer que u € H2, est solution de (ZI32) si, et seulement si, elle est

solution du probléme de minimisation J (u) = min J (v).
UeHa,b
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7. Soit (fy), ey une suite uniformément bornée de fonctions dans C° ([a,b], C) qui
converge simplement sur [a, b] vers la fonction f.

(a) Montrer que pour tout réel p > 1, on a lim ||f — fu|, =0.
n—00 p

(b) En désignant pour tout n € N, par u, et u les solutions dans 7—[371) du
probléme (PIIZ) respectivement associées aux fonctions f,, et f, montrer
que nh_}ngo Na,p (u —u,) = 0 et que la suite de fonctions (uy),, .y converge

uniformément vers u sur [a,b].

8. On suppose que la fonction f est a valeurs réelles et on désigne par u € Hz,b la
solution de (PII2).

(a) Montrer que la fonction u € H2 , est a valeurs réelles.
(b) Dans le cas ou la fonction f est a valeurs réelles strictement positives,
montrer que pour tout = € Ja,b[, on a u (x) > 0.

(¢) Dans le cas ou la fonction f est & valeurs réelles positives, montrer qu’il
en est de méme de la fonction w.

9. Pour cette question, on prend @ = 1 et = 0, c’est-a-dire qu’on s’intéresse
a ’équation différentielle v” = —f sur [a,b] avec les conditions aux limites
u(a) =wu(b) =0.

(a) Montrer que la fonction u définie sur [a, b] par :

T —a b T
u(x):b / (b—t)f(t)dtf/ (x—1t)f(t)dt
—aJg a
est la solution dans ’Hi’b de Iéquation différentielle v’ = —f, puis que
b
dt
cette fonction s’écrit aussi sous la forme u(x) = / K (x,t) f (t) -

ot K est une fonction continue & valeurs réelles positive sur [a, b]2 telle
que K (x,t) = K (,2) pour tout (z,t) € [a,b]*.
Pour la suite de cette question, on se place sur [0, 7] .

(b) Déterminer pour tout k£ € N*, la solution u € 3’-1(2)’7r de I’équation différen-
tielle w” () = —sin (kx) .

(c) En supposant que la fonction f € C°([0,7],C) est de classe C* par mor-
ceaux telle que f (0) = f (w) = 0, justifier Pexistence d’une suite (by,)

+o0

de nombres complexes telle que f (z) = an sin (nz) pour tout z € [0, 7],

n=1
la convergence étant uniforme. En déduire une expression de la solution

dans Hj . de Péquation différentielle u” = —f.

neN*

— VI — Opérateur de STURM-LIOUVILLE

On se donne deux fonctions a € C* ([a,b] ,R%) , B € C° ([a, b] , Ry ) et on désigne
par £ : H, — C°([a,b], C) l'opérateur linéaire défini par £ (v) = — (") + Bu.
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Avec la question V.Id nous avons vu que £ réalise un isomorphisme de Hib sur
C° ([a,b],C). On note F : C°([a,b] ,C) — ’Hg’b I'inverse de 'opérateur L.

On dit (de maniére abusive) que A € C est une valeur propre de L §’il existe
une fonction u € H2, \ {0} telle que £ (u) = Au. Une telle fonction u est dite
fonction propre associée a A\ et ’ensemble de ces fonctions propres est ’espace
propre associé a A. C’est un sous-espace vectoriel de ’H,g’b.

1. Soient u; la solution sur [a,b] de ’équation différentielle — (au’) 4 fu = 0
avec les conditions u; (a) = 0 et u) (a) =1 et uy la solution de cette équation
différentielle avec les conditions us (b) = 0 et uf (b) = 1. Vérifier que (uq,us)
est une base de I’espace vectoriel S des solutions sur [a,b] de — (o) + Bu = 0,
puis en notant w = wujuh — ujus le wronskien de (uq,us) que la fonction aw est
constante non nulle.

2. En utilisant la méthode de variation des constantes montrer que l'inverse F de

b
Popérateur £ est défini par F (f) (z) = / K (z,t) f (t) dt pour toute fonction

f €C°([a,b],C) et tout réel = € [a,b], ou la fonction K € C° ([a,b]2 7R) est

définie par :

K (z,t) = 1 {ul(t)U2(x) sia<t<az<b

a(a)ug (a) | v (@)uz(t) sia<az<t<b

Cette fonction K est la fonction de GREEN du probleme de STURM-LIOUVILLE
et opérateur F est un opérateur de FREDHOLM.

3. Montrer que I'opérateur F est continu de (C° ([a,b],C), ||| ) dans (H?z,lﬂ ||||Oo> .
4. Montrer que pour toute fonction f € C° ([a,b],C),ona (f, F (f)), = Niﬁ (F ().
En déduire que I'opérateur F est continu de (C° ([a,b],C), ||||,) dans (’Hi,b, ||||2) .

5. Montrer que l'opérateur F est auto-adjoint défini positif.

6. Pour cette question, on se place sur [a,b] = [0, 7] et on prend a =1 et 8 =0,
c’est-a-dire qu’on s’intéresse & l'opérateur £ : v — —v"'. Déterminer les valeurs

propres réelles de L.

7. Montrer que pour toutes fonctions u, v dans #, ,, on a {(aw), v), = — (o', v'),.

En déduire que 'opérateur £ est auto-adjoint défini positif, ¢’est-a-dire que pour
toutes fonctions u, v dans H2 , on a (£ (u) ,v), = (u, £ (v)), et (L (u),u), >0
pour u # 0, puis que ses éventuelles valeurs propres sont réelles strictement po-
sitives et que les espaces propres associés sont deux a deux orthogonaux dans

l’espace (Hi,b, (-, >2>
8. Soit A € R’} une valeur propre de £. Montrer que A > 3y = inf , B () et que

xE|a,
I’espace propre associé a A est de dimension égale a 1.




PROBLEME 21

Opérateurs compacts

21.1 Rappels de cours

Théoréme Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. FE est de dimension finie;
2. toutes les normes sur F sont équivalentes ;

3. quelle que soit la norme choisie sur E toute forme linéaire définie sur (E, ||-||) est
continue;

4. quelle que soit la norme choisie sur E, la boule unité de E pour cette norme est
compacte;

5. quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de E sont les fermés bornés.

L’équivalence entre (0) et (B) est le théoréme de RIESZ.
Pour ce qui suit, E est un espace normé réel ou complexe.

Une partie K de E est compacte, si de toute suite de points de K, on peut extraire une

sous-suite qui converge dans K.

Une partie K de E est précompacte, si pour tout réel » > 0, elle peut étre recouverte par un

nombre fini de boules ouvertes de rayon r.

Théoréme Soit K une partie non vide d’un espace de BANACH. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

e K est compact;
e de tout recouvrement ouvert de K, on peut extraire un sous-recouvrement fini;

e K est précompact et complet.
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Théoréme Si E est un espace vectoriel normé et F' un espace de BANACH, l’espace

(L (E,F),|IFll) des applications linéaires continues de E dans F muni de la norme
définie par [|uf| = sup ||u(x)| est de BANACH.
l=]l=1

Pour 1 < p < 400, 'ensemble P (N, C) des suites complexes (xn),, ¢ telles que la série Zmﬁ
1

+oo P
soit absolument convergente est un espace vectoriel, 'application « — ||z, = <Z Z’np) est
n=0
une norme sur P (N, C) et <£p (N,C), ||||p> est un espace de BANACH.
Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une application (-,-) : E2 — K (R ou C)
telle que :
e pour tout y € E, 'application = — (z,y) est une forme linéaire;
e pour tous z,y dans F, on a (y,x) = (z,y) ;
e pour tout « € E, on a (z,z) € R4, I’égalité étant réalisée si, et seulement si, x = 0.

Un espace préhilbertien est un K-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Sur un tel
espace, on dispose des inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et de MINKOWSKI desquelles on déduit

que lapplication z — ||z|| = /{(z|z) définit une norme sur E. Dans le cas ot E muni de cette
norme est complet, on dit que c’est un espace de HILBERT.
On dit que deux vecteurs z, y dans E sont orthogonauz s’ils sont tels que (z,y) = 0.

L’ orthogonal d’une partie non vide Y de E est 'ensemble Y+ = {x € E, Vy € Y, (z,y) = 0}.
On dit qu’une famille (ei)iel de vecteurs de E est une famille orthogonale si elle est telle
que (e;, ej) = 0 pour tous i # j dans I. Si de plus on a ||e;|| = 1 pour tout ¢ € I, on dit alors que

cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Théoréme (Inégalité de BESSEL) Soit (en),cy une suite orthonormée dans E de
dimension infinie. Pour tout € E, la série Z |(x,en)|? est convergente et on a
—+ oo “+oo

Z [(z,en)|? < ||z||?, I'égalité étant réalisée si, et seulement si z = Z (z,en) en, ce qui
n=0 n=0

revient aussi & dire que x est dans ’adhérence de F' = Vect {en, n € N}. En particulier
I’égalité est réalisée pour tout x € E si, et seulement si, F' est dense dans E.

Théoréme (Projection orthogonale) Soit F' un sous espace vectoriel fermé dans un
espace de Hilbert E.

e Pour tout z € E, il existe pp(z) € F unique tel que ||z — pp(z)|| = d(z, F). Ce
vecteur est également 'unique élément de F tel que  — pp(z) € F+.

e E = F@®F+ et 'application x — pr(z) est linéaire continue, sa norme d’opérateur
étant égale & 1. Son image est F et son noyau est F--.

. F=(FH*t.
Pour ce qui suit, F est un espace de HILBERT.

Théoréme (Représentation de RIESZ) Une forme linéaire £ sur E est continue si, et
seulement si, il existe un unique vecteur a € E tel que ¢ (z) = (z,a) pour tout z € E et
dans ce cas, on a |||4|| = ||a]| -

Du théoréeme précédent, on déduit que pour toute application linéaire continue v : £ — FE, il

existe une unique application linéaire continue u* : E — E telle que (u (z),y) = (z,u* (y)) pour
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tous z,y dans E. De plus, on a [|u*|| = ||u/||. L’application linéaire ainsi définie est I’adjoint

de u.

21.2 Enoncé

Pour tout couple (E, ||]]), (F,||-||) d’espaces vectoriels normés réels ou com-
plexes, on note L. (E, F') 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E
dans F' et cet espace est muni de la norme classiquement définie par :

lu ()] _

[l = sup = sup |ju(z)]
see\{o} |zl ll]l=1

pour tout u € L. (E, F).

Dans le cas particulier ot F' = E, on note plus simplement L. (F) pour
L.(E,E) et GL. (E) désigne le groupe des éléments inversibles de L. (F), c’est-
a-dire I’ensemble des automorphismes u : £ — FE qui sont continus et d’inverses
continus.

On note B (0,1) = {x € E, ||z|| < 1} la boule unité fermée d'un espace vecto-
riel normé réel ou complexe (E, ||-||) -

Pour a < b réels, on désigne par C°([a,b],C) l'espace vectoriel des fonctions
continues de [a, b] dans C.

— I — Résultats préliminaires

1. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel. Pour toute forme
linéaire £ : E — K et tout vecteur y € E, on note { ® y 'endomorphisme de E
défini par (( @ y) (z) = (z) y.

(a) Montrer qu’un endomorphisme u € £ (E) est de rang 1 si, et seulement s,
il existe un vecteur y € E \ {0} et une forme linéaire non nulle ¢ tels que
u=0Ry.

(b) Si (€x);<k<, est une famille libre de r > 2 formes linéaires sur E, justifier
l'existence d’une famille (ex); ;«, de vecteurs dans E tel que £ (ex) =1
et ¢; (ey) =0 pour j # k.

(¢) Montrer qu'un endomorphisme u € £ (E) est de rang r > 1 si, et seulement

si, il existe une famille libre (yx), <, <, de vecteurs dans E et une famille
T

libre (ﬂk)1<k<7_ de formes linéaires sur F telles que u = ka R Yk
- k=1
2. Soit (E, (-, -)) un espace de HILBERT réel ou complexe de norme associée ||-|

(a) Montrer qu'une forme linéaire ¢ sur E est continue si, et seulement si, il
existe un unique vecteur a € E tel que £ (z) = (z,a) pour tout x € E et
dans ce cas, on a |||¢||| = ||« -

(b) Montrer que pour toute application linéaire continue u € L. (E), il existe
une unique application linéaire continue u* € L. (F) telle que lon ait
(u(zx),y) = (x,u* (y)) pour tous z,y dans E. Vérifier que |[|u*|]| = ||ul|| -
L’application linéaire est 1’adjoint de wu.
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(¢) Montrer qu’une application linéaire continue u € L. (E) est de rang r > 1

si, et seulement si, il existe deux familles libres de vecteurs (a); s, €t
, <k<

(Yk)1<p<, dans E telles que u(z) = Z (@, o) yr pour tout z € E. Que

k=1
dire de u* ?

3. Avec cette question, on vérifie que le résultat de la question I.EA n’est pas
valable pour un espace préhilbertien non complet. Pour ce faire, on se place sur
l'espace préhilbertien réel E = C° ([0,1],R) muni du produit scalaire défini par

1
(fig) = /O f(t)g(t)dt.

(a) Montrer que pour a € ]0,1[ et p € Ry Dapplication ¢ : f — / f () tPde
0

est une forme linéaire continue et préciser sa norme.

(b) Montrer qu’il n’est pas possible de trouver une fonction a € E telle que
L(f) = (f,a) pour toute fonction f € E. Il en résulte que E n’est pas
complet, ce qui peut aussi se montrer directement.

— IT — Théoréme de WEIERSTRASS a deux variables

On se propose de donner une démonstration du théoreme de STONE-WEIERSTRASS
dans le cas particulier des fonctions de deux variables qui nous dit que toute fonc-
tion continue sur un rectangle [a,b] X [c,d] est limite uniforme d’une suite de
fonctions polynomiales.

Pour tout n € N* et tout entier £ compris entre 0 et n, on désigne par B, j, la

fonction polynomiale définie sur [0, 1] par By, i (t) = (Z) t* (1= )" et & toutes

fonctions f € C°([0,1],C) et g € C° ([0, 1)? ,C) , on associe les suites (By, (f)),,cn»
et (81 (9)),en~ de fonctions polynomiales de BERNSTEIN respectivement définies
sur [0,1] et [0,1]° par :

BN O =3 (2) Bua0 i@ e = X a(22) By @) Bas )
k=0

0<j,k<n
On désigne pour tout k € N par e, la fonction polynomiale définie sur [0, 1]
par ey (t) = k.
1. Montrer que, pour toute fonction f € C°([0,1],C) et tout n € N*, on a :

t(1—1)

By (erf) (t) = By (f) (1) + By (f) (1)

2. Calculer By, (e) pour n € N* et k € {0,1,2}.

3. En notant 1 la fonction constante égale a 1 sur [0, 1]2 , montrer que pour tout
neN* onaf, (1) =1
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4. Montrer que, pour tout n € N* et tout ¢t € [0,1], on a :

Zn: <t— S)ZBn,k (t) = y

k=0

1
En déduire que pour tout réel n € }0, 3 { et tout (z,y) € [0, 1]

> Bn,j (x) Buk (y) < :

— 2
_Jd oy—k > an
||(z Y n)”w,"]

5. Montrer que la suite de fonctions polynomiales (8, (g))neN* converge unifor-
mément vers g sur [0,1]”

6. En déduire que pour tous réels a < b et ¢ < d, toute fonction continue sur
[a,b] X [c,d] est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

— ITIT — Opérateurs compacts

On appelle opérateur compact toute application linéaire u € L (E, F) (a priori
non supposée continue) telle que u (§ (0, 1)) soit relativement compacte dans F’
(c’est-a-dire d’adhérence compacte). On note K (E, F') I’ensemble des opérateurs
compacts de E dans F. Pour F' = E, on note K (E) cet ensemble.

1. Montrer que tout opérateur linéaire compact u € I (E, F') est continu.

2. Montrer que :

(a) dans le cas ot E est de dimension finie, on a K (E,F) = L(E, F);
(b) un opérateur linéaire continu u € L. (E, F) qui est de rang fini (. e. tel
que dim (Im (u)) < +00) est compact ;
(¢) pour F = E, Idg est compact si, et seulement si, E est de dimension finie.
3. Un opérateur linéaire u € L (E, F') de rang fini est-il compact ?
4. Soit u € L(E,F) un opérateur linéaire. Montrer que les assertions suivantes

sont équivalentes :

(a) u est compact ;

(b) u(B(0,1)) est contenue dans un compact ;

(c) pour toute partie bornée B de E, u (B) est relativement compacte ;
)

(d) pour toute suite (z,),cy bornée dans E, on peut extraire de la suite
(u (2n)),cy une sous-suite qui converge dans F.

5. Montrer que :

(a) K (E,F) est un sous-espace vectoriel de L. (E, F);
(b) dans le cas ou F = E, K (E) est un idéal bilatére de L. (F);

(c) dans le cas ou F est complet, K (E, F) est fermé dans (L. (E, F), |||-|||) et
donc complet ;
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(d) dans le cas ou F est complet, tout v € L. (E,F) qui est limite dans
(L(E,F)L|IF) dune suite d’opérateurs de rang fini est un opérateur
compact.

6. A quelle condition nécessaire et suffisante, un automorphisme u € GL, (E) est-il
compact ?

7. Soient p € [1,400[ et a = (an),,cy dans 'espace £*° (N, C) des suites complexes
bornées. Montrer que I'application linéaire u qui associe a toute suite (), ¢y
de 7 (N, C) la suite (an2y,),cy est continue de ¢7 (N,C) dans /7 (N, C), puis
que c’est un opérateur compact si, et seulement si, la suite (a,),y converge
vers 0.

8. Pour a < bréels donnés, E = C° ([a, ], C) est I'espace de BANACH des fonctions
continues de [a,b] dans C muni de la norme ||| .

(a) Montrer que pour toute fonction polynomiale P : (x,t) — Z ajptia®

0<j<n
0<k<m
ou (a; ;) est une suite de nombres complexes, I’application linéaire
Y7 0<i<n ’
0<k<m

sur E qui associe & toute fonction f € F la fonction up (f) définie sur [a, b]
b
par up (f) (x) = / P (z,t) f (t) dt est compacte.
a

(b) Montrer que pour toute fonction K € C° ([a, b]2 ,(C) , 'application linéaire

sur E qui associe & toute fonction f € E la fonction uk (f) définie sur [a, 0]

b
par ug (f) (x) = / K (z,t) f (t) dt est compacte.

— IV — Convergence faible sur un espace de HILBERT

Pour cette partie, (E, (-,-)) est un espace préhilbertien réel ou complexe de
norme associée |[|-|| .

On dit qu'une suite (), o d’éléments de E converge faiblement vers x dans E,
si pour tout y € E, la suite ({z,,y)), cy converge vers (z,y) .

1. Montrer que la limite d’une suite faiblement convergente dans F, si elle existe,
est unique.

2. Soit (7p),,cy une suite d’éléments de E. Montrer que (x,,), oy converge vers
dans F si, et seulement si, elle converge faiblement vers x et lim ||a,|| = ||z|| .
n—-+o0o

3. Montrer que la convergence faible sur E est équivalente a la convergence si, et
seulement si, I/ est de dimension finie.

Pour les questions suivantes de cette partie, exceptée la question III.AE, E est
un espace de HILBERT.

4. Montrer que pour tout endomorphisme continu v € L. (FE) et toute suite
(7n),,cy d’éléments de E faiblement convergente vers x € E, la suite (u (z,,))
converge faiblement vers u ().

neN
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5. Avec cette question, on se propose de montrer que, sur un espace de HILBERT,
toute suite faiblement convergente est bornée.

Pour ce faire, on se donne tout d’abord une suite (), cyy d’éléments de E qui
converge faiblement vers 0 dans E et on suppose qu’elle n’est pas bornée.

(a) Etant donnés deux réels b > a > 2, justifier existence d’une sous-suite
(x‘\"("))nEN de (#n),cy telle que [|zym)|| > 0"~ pour tout n € N* et
|<x¢(n),x¢(j)>| < 1 pour tout entier j compris entre 0 et n — 1. En lui

1
associant la suite (yn ), cy. définie par y, = H H Ty (n), Vérifier que la
®(n)
400 1
série Z 1yn est normalement convergente. On note y = Zan TYn
n=1

Sa somine.

a—2 (b\"! a
b) Montrer pour tout entier n > 2, on a |[(Z,(n), > - —
(b) Monter p > 2,0n0 (2,00 y>|a_1(@) -
et conclure. On peut utiliser le découpage en trois de la somme :

n—1
Too(n)> Yk Zop(n m "
<$<P(n)7y> = Z< Z(k)—l >+< Z(n 1 + Z Z(k 1
k=1 k=n-+1

(¢c) Montrer que toute suite faiblement convergente dans E est bornée.

6. Soient (z,,),y une suite qui converge faiblement vers x dans £ et (y,), oy une
suite qui converge vers y dans E. Montrer que lirf (TnyYn) = {x,y) .
n—-—+0oo

7. Soit (x,),cy une suite faiblement convergente vers 0.

(a) Dans le cas ot (z,,),,cy est formée de vecteurs deux a deux orthogonaux,

1
montrer que la suite (yn),cny = ( n 1zxk> de ses moyennes de
n

neN
CESARO converge vers 0.

(b) Justifier I'existence d’une sous-suite (xgp(n))neN de la suite (z,), .y telle

1
que ’<x¢(n),x¢(j)>| < Y pour tout n € N* et tout entier j compris
n

entre O et n — 1.
n

1
(c) Montrer que la suite (y,),cn = <HZJ;¢(;€)> des moyennes de
n
k=0 neN

CESARO de (zp(n)) converge vers 0 (théoreme de BANACH-SAKS).

neN
(d) Que dire si (x,),,.y converge faiblement vers x ?

8. Soit D une partie dense d’un espace de HILBERT E. Montrer que si (xn)neN est
une suite bornée d’éléments de E telle que pour tout y € D, la suite ((y, z,,))
est convergente, la suite (x,), oy est alors faiblement convergente.

neN

9. Montrer que de toute suite bornée d’éléments de E on peut extraire une sous-
suite faiblement convergente. On pourra supposer dans un premier temps que E
est séparable (i. e. qu’il existe dans F une partie dense dénombrable) et utiliser
le procédé diagonal de CANTOR.
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10. Soit u € L. (E).

(a) Montrer qu'il existe une suite (x,), oy faiblement convergente vers un vec-
teur x € E et formée de vecteurs unitaires telle que |||ul|| = lir_r: |l (2,)]|| -
n—-+00

(b) Montrer que :

: 2 1 2 . _ 2 _ 2 2
dim - o = 1ol et tim () — (@) =l fu @)
(¢) En déduire que |ju (2)]| = |||ull| ||| . Que dire si x # 07

— V — Opérateurs compacts sur un espace de HILBERT

FE est un espace de HILBERT réel ou complexe.

1. Montrer qu'un endomorphisme continu u € L. (F) est compact si, et seule-
ment si, il est limite dans (L. (E),|||l|) d’une suite d’opérateurs de rang fini.

On pourra justifier pour tout n € N*, I'existence d'une suite (2, 1), o, de

_ I 1
points dans E telle que u (B (0, 1)) C U B (:En’k, ) et utiliser les projections
n
k=1

orthogonales de E sur Vect {zp 1, ,Znr, |-

2. Soit Z un idéal bilatere de (L. (E), |||-]I|) fermé et non réduit & {0} . Montrer
que Z contient K (E) . L’idéal K (E) est donc le plus petit idéal fermé non réduit
a {0} de L. (E).

3. Soit u € K(E). Montrer que si (z),cy est une suite de points de E qui
converge faiblement vers = dans E, la suite (u (x,)), ) converge alors vers u () .
Réciproquement, montrer que si u € L. (E) est tel que pour toute suite (z,)
de points de E faiblement convergente vers z dans E, la suite (u(2n)),cy
converge vers u (x), on a alors u € K (E). Donc, un opérateur continu sur un
espace de HILBERT est compact si, et seulement si, il transforme toute suite
faiblement convergente en suite convergente.

neN

4. Montrer qu’un opérateur linéaire continu u € L. (E) est compact si, et seule-
ment si, son adjoint u* est compact (théoréme de SCHAUDER).
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