Exercices d’algebre linéaire
K est un corps commutatif.

Exercice 1 On désigne par E [’espace vectoriel des applications de R dans R. Montrer que la famille de
fonctions {fk cx— e | k€ N} est libre dans F.

Solution. Il s’agit de montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (f;))<.<,, est libre dans E.
On procede par récurrence sur n > 0. -
Pour n = 0, la fonction fy : z —— 1 n’est pas la fonction nulle, donc (fy) est libre dans E.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 0 et soient Ag, A1, -+, A, des réels tels que :

n
VzER, Y et =0
k=0

en dérivant une fois, on a :
n n
Vo €R, Y Apke" ="y ke = 0.
k=1 k=1
avec ¥ > 0 pour tout réel x, ce qui nous donne, en effectuant le changement d’indice k =75+ 1 :

n—1

S N (GH1) e =0
5=0

et I'hypothese de récurrence nous dit que A\j41 (5 + 1) = 0, soit Aj41 = 0 pour tout j compris entre 1 et
n — 1. Il reste alors Ao fo = 0 dans E avec fy # 0 et A\g = 0. On a donc ainsi montré que la famille (fx)<z<,,
est libre dans F.

Exercice 2 On désigne par E [’espace vectoriel des applications de R dans R. Montrer que la famille de
fonctions {fo : © — |z —a| | a € R} est libre dans E.

Solution. Il s’agit de montrer que, pour tout entier naturel n et toute suite a1 < as < --- < a,, de réels,
la famille (fq,);<j<,, est libre dans E.
On procede par récurrence sur n > 0.
Pour n = 1, la fonction f,, : © — |z — a;| n’est pas la fonction nulle, donc (f;) est libre dans E.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 0 et soient a1 < ag < -+ < an, Ao, A1, - , Ap des réels tels
que :

n
Vo € R, Z)\k|x—ak\:0
k=1

On a alors :

n—1
YV > an—1, A\n|T — ay| :Z)\k(x—ak) =0
k=1

la fonction de droite dans cette égalité étant dérivable en a,,, alors que celle de gauche ne 'est pas si A\, # 0.

n—1

On a donc nécessairement A\, =0 et Y  Ag |z — ax|, ce qui implique la nullité de tous les Ay pour k compris
k=1

entre 1 et n — 1 d’apres I’hypothese de récurrence.

Exercice 3 Soient a,b deuxr nombres complexes non nuls et :
E = {(“n)neN eCN |Vn €N, upto = aupi1 + bun}

1. Montrer que E est un C-espace vectoriel et préciser sa dimension.



2. Soit r € C*. Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur r, pour la suite (r"), o s0it
dans E.

3. Donner une base de E.

Solution.

1. L’application :
. — N N
Pap U= (Un)pey € C" = (Unt2 — atiny1 — bug) ey € C

est linéaire et E' = ker (¢q) est un sous-espace vectoriel de CcN.

L’application v : u € E — (ug,ug) € C2 est linéaire, injective (si (ug, up) = (0,0), on vérifie facilement
que u, = 0 pour tout n € N) et surjective (pour (ug, ug) donné dans C2, en posant w42 = @ty 41+ buy
pour tout n € N, on définit un élément de E), c’est donc un isomorphisme et dim (E) = 2.

2. Dire que (r"),cn € E équivaut a dire que :

Vn € N, P2 gt e = (r2 —ar — b) =0

2 — az — b (puisque r # 0).

ce qui revient a dire que r est racine du trinéme z
3. Dans le cas oul § = a? + 4b est non nul, équation caractéristique az? 4+ bz 4+ ¢ = 0 a deux racines

complexes distinctes r1 et ro. On vérifie facilement que les suites (r7),, oy €t (13),, o sont linéairement

indépendantes et on a ainsi une base de £ (ou alors on dit que (1), .y = %7 (1,71) et (r5),en =

Y= (1,79), avec ((1,71), (1,72)) base de C2 pour ry # 7).

Dans ce cas E = {(ar] + 8r%), oy | (o, 8) € C*}.

a
Dans le cas ot 6 = 0, ’équation caractéristique a une racine double r; = 3 et (1) ey = ¥ (1,71)

i

est un élément on nul de E. Un deuxieme élément de F, linéairement indépendant de (), oy est
u=1"1(0,7r1) (puisque r; # 0). Cette suite est définie par ug = 0, u; =1 et :

a

Upt+2 = QUpt1 + Dup = aupyq — (7

2
2) Up =11 (2Upy1 — r1Uy)

ce qui donne uy = 2r?, ug = 3r} et par récurrence u,, = nri.
Dans ce cas E = {((a+ n)r}), oy | (o, B) € C?}.

Exercice 4 Soient E un K-espace vectoriel, a € K* et u € L (E) telle que u® — 3au® + a?u = 0. Montrer
que E = ker (u) & Im (u) .

Solution. Dans le cas ou F est de dimension finie, en tenant compte du théoreme du rang, il suffit de
vérifier que ker (u) N Im (u) = {0} .
Siy=uwu(z)€ker(u)NIm(u), onau?(z)=u(y)=0etu’(z)=0,il en résulte que a?u(xr) =0 et y =0
puisque a # 0.
Dans le cas général, on a toujours ker (u)NIm (u) = {0} et la condition vérifiée par u s’écrit u (u? — 3au + a*Id) =
0, ce qui nous dit que pour tout x € E, le vecteur y = u? (z) — 3au (r) + a®x est dans ker (u) . On écrit alors

E = ker (u)269 Im (u) .

1
que z = — (y —u(u(z) — 3ax)) avec —y € ker (u) et — (u(u(x) —3ax)) € Im(u), ce qui nous dit que
a a a

Exercice 5 Soient E un K-espace vectoriel, P un polynéme non constant tel que P (0) = 0, P'(0) # 0 et
u € L(F) telle que P (u) = 0. Montrer que E = ker (u) & Im (u) .
q
Solution. Le polynéme P est de la forme P (X) = XQ (X) avec Q (X) = Zaka et agP’ (0) # 0.

k=0
Si @ est constant (non nul), on a alors u =0 et E = ker (u) avec Im (u) = {0}.
On suppose donc @) de degré q > 1.



Siy=wu(z) € ker(u) NIm(u), on a u?(z) = u(y) = 0 et u* (x) = 0 pour tout k& > 2, donc P (u) (z) =
apu (x) = 0 et y = 0 puisque ag # 0.

q
De uo @ (u) = 0, on déduit que pour tout = € E, le vecteur y = @ (u) (x) = apz + Zakuk (z) est dans
k=1

q
1 1 1
ker (u) avec z = g apu® (x) € Im (u) . On éerit alors que © = — (y — 2) avec —y € ker (u) et —z € Im (u),
k=1 o ao ao

ce qui nous dit que E = ker (u) @ Im (u) .

Exercice 6 Soit fi,---, f, des fonctions de R dans C (ou plus généralement d’un ensemble E dans un
corps commutatif K). Montrer que la famille (fx);<<, est libre dans CR (ou KF) si, et seulement si, il
existe des réels x1,--- ,x, (ou des éléments de E) tels que :

fi(z) fa(z1) - fu(21)

dot fi(@2)  fa(z2) fn(:x2) Lo,

Fi(en) Foen) - fu(an)

(un tel déterminant est dit de Gram).

Solution. Onnote G, (1, - , z,) le matrice de Gram associé aux f; et z; et g, (21, - - , ) le déterminant
de cette matrice.
Supposons qu’il existe des réels x1,--- ,x, tels que g, (z1, -+ ,zy,) # 0.

n n

Si Y. Ajfj =0, 0n aalors > Ajfj(z;) = 0 pour tout i compris entre 1 et n, c’est-a-dire que le vecteur

Jj=1 Jj=1
A= t(A1, -+, A\n) est solution du systéme linéaire G, (21, ,7,) A = 0. Comme le déterminant de cette
matrice est non nul, elle est inversible et A = 0. La famille (fy);<;,, est donc libre.
Pour la réciproque, on peut procéder par récurrence sur n > 1.
Pour n =1, on a f1 # 0 et il existe un réel z1 tel que g1 (z1) = f1 (z1) # 0.
Supposons le résultat acquis au rang n— 1 et soit (fx),<z<, libre dans C®. Comme la famille (fx), ., ; est
également libre, I’hypothese de récurrence nous dit qu’il existe des réels 1, - - - , 2,1 telsque gn_1 (T1, -+ , Tn_1) #
0. On définit alors la fonction f : R — C par :

filz)  falx) - fal(z1)

f(@) =gn(x1,-- ,2p_1,2) = det
fi(@n—1) fo(zn—1) - fa(zp—1)
fi(z) foz) - fa(w)

Le développement suivant la derniere ligne nous donne :

n

Ve eR, f(z)=Y (~1)"§f; (x)

j=1
soit :
n .
F=Y (=",
j=1
dans CR, ol on a noté d; le déterminant de la matrice extraite de Gy, (21, -+ ,Zn—1,2) en supprimant la
derniere ligne et la colonne numéro j. Comme la famille (f), ., est libre et 6, = gn—1 (21, -+ ,2p—1) # 0,

on a f # 0 et il existe z,, € R tel que f (x,) = gn (1, ,x,) #0.
On peut aussi utiliser le dual de 'espace vectoriel E engendré par (f), <k<n - En supposant que cette famille
est libre, on a dim (E) = dim (E*) = n.



A tout réel x, on associe la forme linéaire ¢, : f € F — f (z) et on désigne par F le sous-espace vectoriel
engendré par (¢g),cp - L'orthogonal F° de F' dans E est :

FP={feE|VYp€EF, ¢(f)=0}
={feE|VzeE, ¢,(f) =0}
={feE|VxeE, f(x)=0}={0}

donc dim (F') = dim (E) — dim (F°) = dim (F) = dim (E*) et ' = E*. De la famille génératrice (¢z),cp

on peut alors extraire une base (¢u;);<;<, €t gn (21, -+, @) # 0. En effet dire que g (21, -+ ,2,) =
det ((f; (z4))) = det ((¢s, (fj))) = 0 équivaut a dire que det ((goxj (fz))) = 0 (la transposée de ((¢q4, (f;))) =
0) ce qui signifie que la matrice (((pmj ( fz))) est non inversible et revient a dire qu’il existe (A1, -+, A,) €

C™\ {0} solution du systeme linéaire :

> N, (i) =0 (1<i<n)

Jj=1

n
On a donc Z)\jgoxj = 0 (cette forme linéaire est nulle sur la base (fx);<;<,) avec des A; non nuls, ce qui
j=1
contredit le fait que (¢z,;);<;<,, est libre.

Exercice 7 Soient A, B dans M,, (Z) NGL, (R) telles que det (A) Adet (B) = 1. Montrer qu’il existe U,V
dans My, (Z) telles que AU + BV = I,,.

Solution. Pour toute matrice M € M, (Z), la transposée de la comatrice M’ est dans M,, (Z) et on
a MM' = M'M = det (M) I,,. En désignant par ¢ le pged de det (A) et det (B) dans Z, le théoréme de
Bézout, nous dit qu’il existe deux entiers relatifs «, § tels que adet (A) + G det (B) = §, ce qui nous donne :

aAA + BBB' = (adet (A) + Bdet (B)) I, = 61,

c’est-a-dire qu'’il existe U = a A",V = BB’ dans M,, (Z) telles que AU + BV = {§1,.

Exercice 8 Soient n > 2 un entier et ay, o, -+ , oy, des scalaires dans K. On note :
1 1 1
aq a2 e70)
V (Oﬂ) ) an) - .
n—1 n—1 n—1
o fo% al

le déterminant de Vandermonde associé.
On désigne par P le polynome défini par :

1. Quel est le degré de P ¢

2. Déterminer les racines de P.

3. En déduire une expression de P en fonction de V (aq,- -+ ,ap—1) .
4. En déduire V (a1, - ,ap) .

Solution. S’il existe deux indices k& < j tels que o = «, on a alors V (o, -+, ) = 0 puisque la
matrice de Vandermonde corresponde a deux colonnes identiques.
On suppose donc que les oy sont deux a deux distincts.



1. On a:

1 1 1
oq Op—1 X
P(X)= .
Oé?_l . OCZ:% anl

et le développement suivant la derniere colonne nous dit que P € K"~ ! [X].

2. Pour X = oy, avec k compris entre 1 et n — 1, la matrice de Vandermonde corresponde a deux colonnes
identiques, donc P (ax) = 0 et P a n — 1 racines distinctes. Il existe donc un scalaire A (dépendant de

ay, -+ ,ap—1) tel que P (X )\H —ag)

3. Le coeflicient A est le coefficient de X"~! dans P, soit :

1 1
aq Qp—1
A= : =V (o, ap—1)
af™* e ey
et :
n—1
P(X)=V (a1, om1) [] (X — o)
k=1
4. Prenant X = a,,, on obtient :
n—1
P(an) = V(al,"- ,Ozn) = V(al,'-- ,Oén—l) H (X—ak)
k=1

et par récurrence, on en déduit que :

V(ala"'aan): H (ak_aj)

1<j<k<n

Exercice 9

1. Soit N € M,, (C) nilpotente d’ordre n (i. e. telle que N* =0 et N*~1 £0).
Montrer que N est semblable a :

0 0 O 0
1 0 O
J=|o . . . ¢
: 1 0
0 0o 1 0

2. Soit N € M,, (C) une matrice nilpotente d’ordre r € {1,--- ,n}. Montrer que I, + N est inversible

n—1
d’inverse E (—
k=0

3. Pour toute matrice N nilpotente d’ordre v € {1,--- ,n}, on désigne par In (I, + N) la matrice définie
par :
n—l lc—l
In >
k=1
Montrer que, pour toute matrice nilpotente N, on a

vVt e R, exp(In(l, +tN)) =1, + tN.



4. En déduire que pour tout nombre complexe non nul \, il existe une matrice nilpotente N' € M,, (C)
telle que I, + N = etntN',

Solution. On désigne par u I’endomorphisme de C" canoniquement associé a IN. Il est aussi nilpotent
d’ordre n.

1. Comme u™ ! # 0, il existe un vecteur non nul x dans E tel que u*~! (x) # 0 et on vérifie que la famille
(u” (%)) gepeyy_, €St libre.

n—1
Si S Mu” (x) =0, on a alors :
k=0

n—1
0=u"""! (Z pYRT (x)) = \ou" ! (2)

k=0
(u™t* = 0 pour k > 0) et \g = 0. Si n = 1, c’est fini, sinon en supposant que \g = - -- = Aj = 0 pour
0<j<n-—2ona Y, ApuF (r) = 0 et, en appliquant v"27J & cette derniére égalité, on obtient
k=j+1

Ajr1u™ 1t (z) = 0 et A\jr1 = 0. D’ott le résultat.
La famille B, = (uk (x))0<k<n_1 est donc une base de E et la matrice de v dans cette base est J.
Dans la base ("~ (z), -+ ,u(z),z) la matrice est :

o 1 o0 --- 0

0 0 1

0 N . . ° . . * . . 0 p— tJ

: .0 0 1

0O -+ 0 0 O

2. On peut remarquer que si N est nilpotente d’ordre r > 1, son polynéome minimal est alors X" et
nécessairement r < n.
Pour N nilpotente d’ordre » > 1, on a :

n—1 n—1 n—1
(In+N) Y (1P NE =D (—1)F NE+ 3 (—1)F NEH
k=0 k=0 k=0
n—1 n
=> (1" N* (—-1)F N*

donc I,, + N est inversible et (I,, + N)™ ' = Z (—=1)* N*.
3. Pour toute matrice nilpotente N et tout réelf;? la matrice :
(=D (=D e
N (t) =In (I, + tN) :ZTt N :Nth N
k=1 k=1
(on a N™ = 0) est nilpotente et la fonction ¢ : R — M,, (C) définie par :

n

o (1) = exp (In (I + V) = S - (N (1)"
k=0
est polynomiale en ¢, donc indéfiniment dérivable avec :
n n—1
=N O G5 (V0T = N0 5 (N0 = N (e 1)
k=1 k=0



et :

n
N (#)=N> (-1 "IN = N (I, +tN) ™!
k=1

soit :
(In +tN) ¢’ (t) = N (t)

En dérivant a nouveau, il vient :
(In +tN) ¢" (t) + N¢' (t) = N¢' (t)
et ¢" (t) = 0 (puisque (I, + tN) est inversible), ce qui nous donne :
¢ (t)=¢"(0)=Nep(0)=N
(¢ (0) =exp(In (1)) avec In (I,) =0) et :
@ (t) =tN + ¢ (0) = tN + I,

soit exp (In (I, +tN)) = I,, + tN.
4. Comme A € C*, il existe p € C tel que A =et et on a :

exp (ln (In + e_“N)) =1I,+e *N

soit :
et exp (ln (In + efuN)) =M,+N

ou encore AI,, + N = entN" ayec N’ = In (I,, + e **N) nilpotente.

Exercice 10
1. Montrer que, pour tout entier n > 2, il existe un polynome P,_1 € K,,_1 [X] tel que 1+ X — P3—1 soit
divisible par X".

2. En déduire que si N € M, (K) est une matrice nilpotente, avec n > 2, il existe alors une matrice A
telle que I, + N = A2.

Solution.
n—1 2n—2

1. Si P (X) = Zaka € K, [X], on a alors P?_; (X) = Z b X* avec :
k=0 k=0

by, = Z aja; (0<k<2n—2)
0<i,5<k
i+j=k
et 14+ X — Pg_l est divisible par X" si, et seulement si :

b():ag:l
b1:2a0a1:1

by =2aparp+ >, aa; =0 2<k<n-1)
1<i,j<k—1
it+j=k

Prenant ap = 1, on détermine ainsi de manieére unique les coefficients ay pour k =1,--- ,n — 1.



2. Si N € M,, (K) est nilpotente, on a alors N =0 et :
Ii+N—P, | (N)=N"Q(N)=0

soit I, + N = A% avec A= P, 1 (N).
Par exemple, pour n = 3, on a :

(ao + a1 X + CLQX2)2 = CL% + 2apa1 X + (2@0@2 + a%) X? + 2a1a2X3 + CL%X4

donc :
ag=1
aozl 1
2apa; =1 =4 a1:§
2 _ 1
2apa2 +a7f =0 4y = —=
X X2 0 00
donne la solution Py (X)=14+ — ——etpourJ=| 1 0 0 |,ona:
2 8
010
10 0\’
1
A=P(N)=| 5 10
1 1
B |
8 2
et :
1 00
A= 110 |=L+J
0 1 1

Exercice 11 Soit A € M,, (K), avec n > 2, telle que det (A + X) = det (A) + det (X)) pour toute matrice
X e M, (K).

1. Montrer que A est non inversible.
2. Montrer que A = 0.

Solution. Pour n = 1, on a toujours det (A 4+ X) = det (4) + det (X) .
1. Prenant X = A, on a det (24) = 2" det (A) = 2det (A) et det (A) = 0 puisque n > 2.
2. Comme A est non inversible, son rang r est compris entre 0 et n—1. Si A £ 0,onaalors 1 <r <n-1

L0 ) , ¢’est-a~dire qu'il existe P, Q) dans G L, (K) telles que

et A est équivalente a la matrice J, = < 0 0

A=PJ.Q. En prenantX-P( 8 IO )Q, ona A+ X = PQ, donc det (A + X) = det (PQ) # 0,

en contradiction avec det (A) = det (X) =0 et det (A + X) = det (A) + det (X). On a donc r =0 et
A=0.

Exercice 12 Soient a,b dans un corps commutatif K. Calculer :

a+b ab o - 0
1 a+b ab
Dy, (a,b) = 0 0
: 1 a+b ab
0 0 1 a+b




Solution. Si ab =0, on a alors Dy, (a,b) = (a+b)" (a™ ou b"™).

Supposons a # 0 et b # 0.

Pour les premieres valeurs, on trouve :

Dy (a,b) = a® 4+ ab+ b2, D3 (a,b) = a® + a®b + ab® + b°

En développant D,, (a,b) suivant la derniére ligne on a :

a+b ab 0 0 a+b ab 0 0
1 a+b ab 1 a+b
Dp(a,b) = (a+b)| 0 0 0 ab 0
: 1 a+b ab : 1 a+b 0
0 0 1 a+bd 0 0 1 ab

= (CL + b) Dy (CL, b) —abDpo (CL, b) ’

,
Supposant que D, (a,b) = z:akb’”*’C pour1<r<n-—1,ona:
k=0

n—1 n—2
D,, (a,b) = (a +b) Zakbn_l_k - abZakb”_Q_k
k=0 k=0

1

3
I

n—1 n—2
ak+1bn717k+§ /‘akbnfk _ E akJrlbnflfk
0 k=0 k=0

n—1 n—1 n
akbn—k + Zakbn—k o Zakbn—k _ Zakbn—k
1 k=0 k=1 k=0

I
(]

=~
S

k

Exercice 13
1. Soit P une matrice inversible de M,, (C). On définit les matrices réelles R et J par R = R (P) et

J =S (P). Montrer qu’il existe un réel \ tel que la matrice R+ \J soit inversible.

2. En déduire que si A, B dans M, (R) sont semblables dans M,, (C) alors elles sont semblables dans
M, (R).

Solution.

1. Si le polynome ¢ (X) = det (R + X J) s’annule pour toute valeur réelle il est alors identiquement nul
et p (i) = det (R+iJ) = det (P) = 0 ce qui contredit P inversible. Il existe donc des réels \ tels que
©(A) =det (R+ A\J) #0.

2. Si A, B dans M,, (R) sont semblables dans M,, (C) il existe alors une matrice P inversible dans M,, (C)
telle que A = P~'BP. On a alors en notant R la partie réelle de P et J sa partie imaginaire :

(R+iJ)A=B(R+1iJ)

et en identifiant parties réelles et parties imaginaires RA = BR, JA = BJ. Pour tout réel A tel que
R + \J soit inversible on a alors (R+ AJ)A = B(R+ AJ), ce qui prouve que les matrices A et B
sont donc semblables dans M,, (R) .

Exercice 14 Montrer que si v € L (E) est nilpotent, alors 0 est valeur propre de v et Tr (v) = 0.



Solution. Supposons v nilpotent d’ordre ¢ > 1, soit que v9~! #£ 0 et v9 = 0.
Avec det (v?) = (det (v))? = 0, on déduit que det (v) =0 et 0 est valeur propre de v.
On peut aussi dire si « € E est tel que v?~! (z) # 0, on a alors v (v97! (z)) = v9(z) = 0 et 0 est valeur
propre de v (la dimension de E n’intervient pas ici).
Pour montrer que la trace d’un endomorphisme nilpotent est nulle, on procede par récurrence sur la dimen-
sionn >1de E.
Pour n = 1, 'unique endomorphisme nilpotent est I’endomorphisme nul et sa trace est nulle.
Supposons le résultat acquis pour les espaces de dimension au plus égale & n — 1 > 1 et soit v € L (E)
nilpotent d’ordre ¢ > 1 avec F de dimension n > 2. Comme 0 est valeur propre de v, il existe un vecteur non
nul e; dans le noyau de v et en complétant ce vecteur en une base B de FE, la matrice de v dans cette base
est de la forme A = < 8 g > ott @ € My 1 (K) et B € My_1 (K). Avec A9T! = < 8 giql > =0, on
déduit que B est nilpotente et en conséquence Tr (B) = 0 (I'hypothese de récurrence nous donne le résultat
sur M,,_1 (K)), ce qui entraine Tr (v) = Tr (A) = Tr (B) = 0.

Exercice 15 Montrer que, pour K algébriquement clos, v est nilpotent si, et seulement si, 0 est la seule
valeur propre de v. Que se passe-t-il pour K non algébriqguement clos ¢

Solution. On a déja vu que si v est nilpotent d’ordre ¢, alors 0 est valeur propre de v. S’il existe une
autre une valeur propre A € K de v, on a alors pour tout vecteur propre non nul associé z, v? (z) = Nz =0
et A = 0. On peut aussi dire que si v est nilpotent d’indice ¢, son polynéme minimal est X? et 0 est 'unique
valeur propre de v (le fait que K soit algébriquement clos n’intervient pas ici).

Réciproquement si 0 est la seule valeur propre de v avec K algébriquement clos, alors le polynéme minimal
de v est X7 avec 1 < g < n et v est nilpotent.

Pour K non algébriquement clos, un endomorphisme v peut avoir 0 pour seule valeur propre dans K sans
étre nilpotent comme le montre I’exemple de I’endomorphisme v de R3 de matrice :

0 0 0
A= 0 cos(f) —sin(0)
sin (@) cos ()

dans la base canonique avec 0 ¢ wZ. Le polynoéme caractéristique de v est :
P,(X)=-X ((COS (6) — X)? + sin? (0)) :
la seule valeur propre réelle est 0 et pour tout entier ¢ > 1, on a :

0 0 0
A?=1| 0 cos(qf) —sin(gd) | #0.
sin (¢)  cos (qf)

Exercice 16 On suppose le corps K de caractéristique nulle (ce qui signifie que le morphisme d’anneauz
k— k-1 deZ dans K est injectif, ce qui est encore équivalent a dire que l’égalité kA = 0 dans K avec k € Z
et A € K* équivaut a k =0).

Montrer qu’un endomorphisme v est nilpotent si, et seulement si, Tr (vk) = 0 pour tout k compris entre 1
et n.

Solution. Si v est nilpotent, il en est de méme de v pour tout entier k > 1 et Tr (vk) = 0.
Pour la réciproque, on procede par récurrence sur la dimension n > 1 de F.
Pour n =1, on a v (z) = Az, tr (v) = X et le résultat est trivial.
Supposons le résultat acquis pour les espaces de dimension au plus égale an — 1 > 1 et soit v € L (F) tel

n
que Tr (v¥) = 0 pour tout k compris entre 1 et n = dim (E) > 2. Si P, (X) = > ax X" est le polynéme
k=0
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n
caractéristique de v, en tenant compte de P, (v) = ) apv® =0 et tr (vk) =0pour k=1, ---,n, on déduit
k=0
que tr (P (v)) = nap = 0 et ag = det (v) = 0 puisque K de caractéristique nulle. Donc 0 est valeur propre de v

0 a ) ou a € My 1 (K)

et il existe une base B de E, dans laquelle la matrice de v est de la forme A = ( 0 B

k—1
et B € M,_1(K). Avec A% = ( 8 a%k ) , on déduit que tr (B¥) = tr (4%) = tr (vF) = 0 pour tout
k = 1,---,n et 'hypothese de récurrence nous dit que B est nilpotente. Enfin, en notant p I'indice de
0 abBb?

0 Brt!
Pour K algébriquement clos et de caractéristique nulle, on peut donner la démonstration directe suivante.
Supposons que Tr (vk) = 0 pour tout k compris entre 1 et n = dim (F). S’il existe des valeurs propres non
nulles Ay, ---, A, d’ordres respectifs aq,- -+ , @, avec p compris entre 1 et n, on a :

nilpotence de B, avec APT! = ( ) =0, on déduit que A est nilpotente et il en est de méme de v.

p
Tr(vk> :Zaj)\? =0(1<k<p)
j=1

(comme K est algébriquement clos, il existe une base de E dans laquelle la matrice de v est triangulaire
de diagonale (0, A1, , A1, -, Ap,--+,Ap) et dans cette base, la matrice de v* est aussi triangulaire de
diagonale (0, /\’f, e ,)\lf, e ,/\’;, ‘e ,)\];) . Mais la matrice de ce systeme d’équations aux inconnues «; est
une matrice de type Vandermonde de déterminant :

A A , 1 ... 1 )
: =TI 0 o =TIy I cu—x#0
p =1

DY T 0 R e N IOV RO\ 1<i<j<p-1

ce qui entraine que tous les c; sont nuls puisque K de caractéristique nulle. Mais on a alors une contradiction
avec o > 1.
En définitive 0 est la seule valeur propre de v et v est nilpotent.
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