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1 Exercices
1.1 Normes

Exercice 1 — Soient N1, N, deux normes sur un R-espace vectoriel E.
— Onnote By = {x € E/N;(x) <1} etBy ={x € E/N,(x) < 1}.
Montrer
Bi=B,=N; =N,

— Méme question avec les boules unités ouvertes.

Exercice 2 — Soientay,...,a, des réels et N: K" — R I’application définie par
N(xX1,...,Xn) = ay |xi|+ -+ ap x|
A quelle condition sur les ay, . .., a,, 'application N définit-elle une norme sur K" ?

Exercice 3 — Montrer que E = {a+bv/2; (a,b) € Q*} est un Q espace vectoriel de dimension 2.
On définit Ny sur E par Ni(a+bv/2) = |a| +|b| et No par Na(a+bv/2) = |a+bV/2|.

1. Montrer que N et N, sont des normes sur E.

2. Nj et N; sont-elles équivalentes ? Expliquez.

Exercice 4 — Montrer que I’application N : R> — R définie par

N(x1,x2) = sup |x; +1xp|
t€[0,1]

1
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est une norme sur R?.
Représenter la boule unité fermée pour cette norme et comparer celle-cia ||.||...

Exercice 5 — On définit une application sur M, (R) en posant

N(A) =nmax|a; j| si A = (a; ;).
i,

Vérifier que I’on définit bien une norme sur M, (R), puis qu’il s’agit d’une norme d’algebre, c’est-a-
dire que N(AB) < N(A)N(B) pour toutes matrices A, B € M, (R).

1
Exercice 6 — Soita > 0. Pour P € R[X], on définit Ny(P) = |P(a)| + / P (1)|dr.
0

1. Démontrer que N, est une norme sur R[X].
2. Soita,b > 0 avec a # b et b > 1. Démontrer que N, et Nj, ne sont pas équivalentes.

3. Démontrer que si (a,b) € [0, 1], alors N, et N}, sont équivalentes.

Exercice 7 — Soit E = %([0,1],R). Pour f,g € E, on pose Ny (f) = ||&f||o-
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit une norme.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit €quivalente a la norme
infinie.

Exercice 8 — Soit E =%([0,1],R) et F ={f € E; f(0) =0}.

1. Si N estune norme sur E, montrer que F est ou bien une partie fermée, ou bien une partie dense
de (E,N).

2. Donner un exemple de norme pour laquelle F est fermé, et un exemple pour laquelle F est
dense.

1.2 Applications linéaires

Exercice 9 - Soit E I’espace vectoriel des fonctions a valeurs dans R, définies, continues et
dérivables sur [0,1] et vérifiant £(0) = 0. On définit sur cet espace les deux normes suivantes :

Ni(f) = 1flw et Na(f) = [1f" |-
1. Montrer que Ny (f) < N>(f). En déduire que I’application identité de (E,N,) vers (E,N;) est
continue.

2. A l'aide de la fonction f,(x) = %n, montrer que I’application identité de (E,N;) vers (E,N,)
n’est pas continue.

Exercice 10 — Soit £ = R[X], muni de la norme || Y; a;X’|| = ¥; |ail.
1. Est-ce que I’application linéaire ¢ : (E,|.||) — (E,||-||), P(X) — P(X + 1) est continue sur E ?

2. Est-ce que I’application linéaire y : (E, ||.||) — (E,||.]|), P(X) — AP, ou A est un élément fixé
de E, est continue sur E ?
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Exercice 11 — Soit E = %'(]0,1],R). Pour f € E, on pose

1
7= [ 17,

dont on admettra qu’il s’agit d’une norme sur E. Soit ¢ I’endomorphisme de E défini par

6N = [ fwar

1. Justifier la terminologie : "¢ est un endomorphisme de E."

2. Démontrer que ¢ est continue.

3. Pour n > 0, on considere f, I’élément de E défini par f,(x) = ne ™™, x € [0, 1]. Calculer || f,||;

et [|§(fu)ll1-
4. On pose |9 = sup ., \I¢ﬁ§rj|“)]\\1 . Déterminer |||¢|||.

Exercice 12 — Soit E = ¢*([0,1],R). On considere I’opérateur de dérivation D: E — E, f — f’.
Montrer que, quelle que soit la norme N dont on munit £, D n’est jamais une application linéaire
continue de (E,N) dans (E,N).

Exercice 13 — Soit / = [a,b] un intervalle de R. On munit (1) de la norme ||.||. On dit qu’une
forme linéaire u : € (I) — R est positive si u(f) > 0 pour tout f € C(I) vérifiant f(x) > 0six € I.

u(f) < u(lf)-

2. Soit e la fonction définie par e(x) = 1 pour tout x € I. Déduire de la question précédente que
toute forme linéaire positive est continue, et calculer ||u|| en fonction de u(e).

1. Démontrer que, pour toute forme linéaire u : (1) — R positive,

Exercice 14 — On munit M,(R) d’une norme d’algebre (cf. exercice 5 )

1. Soient A € M,(R) et f I'application de M, (R) dans M, (R) X — (AX)?. Déterminer une appli-
cation linéaire Fx (nécessairement continue) telle que pour tout Y € M,(R),

FX) = f(X) =Fx(Y —=X)+o(Y - X).

2. Méme question pour g : M +— M? de M,(R) — M,,(R).
3. Montrer que GL,(R) est ouvert dans M, (R). Soit u : GL,(R) — GL,(R) I’application

M € GL,(R) — M.
Déterminer une application linéaire (continue) F; de .#,(R) dans M,,(R) telle que

u(I+h)—u(l) = F;(h) +o(H).
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1.3 Différentiabilité

Exercice 15 — Montrer que I’application

1
P / P(1)*dt
0

définie sur E = R,, [X] est différentiable et exprimer sa différentielle.

Exercice 16 — a) Soit f : .#,(R) — .#,(R) définie par f(M) = M>.
1. Justifier que f est différentiable et déterminer la différentielle de f en tout M € .#,(R).
2. Soit f : .#,(R) — R définie par f(M) = tr(M?).
3. Justifier que f est différentiable et calculer la différentielle de f en tout M € ., (R).

Exercice 17 — Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme symétrique de E.

1. Montrer que I’application f: x € E — (u(x) | x) est différentiable sur E et calculer sa différen-
tielle en tout point.

2. Montrer que I’application
(u(x) [ x)
(x| x)

est différentiable sur E \ {Og} et que sa différentielle vérifie

F:xeE\{0g}—

DF(a) =0 <= a est vecteur propre de u

Exercice 18 — Calculer les dérivées partielles de la fonction f : R? — R définie par f(x,y) =
min(x,y?).

. . 5 o si (x,y) #(0,0)
Exercice 19 — Soit f : R* — R définie par f(x,y) = x|+ |y] Justifier que f est

0 sinon
continue en (0,0) et étudier les dérivées partielles de f en (0,0).

Exercice 20 — Soit ¢ : R — R dérivable. On pose f : R* x R — R définie par f(x,y) = ¢(y/x).
Montrer que f vérifie la relation :

d d
xa—i(x,y) +ya—]yc(x,y) =0

Exercice 21 — Soit f: R? — R une fonction différentiable et g : R* — R définie par
glu,v) = f(u* +v?,uv)

a) Justifier que g est différentiable.

b) Exprimer % et % en fonction des dérivées partielles de la fonction f notées % et ‘3—J;

Exercice 22 — Soit f : R> — R une fonction différentiable.

On dit que f est homogene de degré o € R si, et seulement si,

Vi > 0,Y(x,y) € R?, ftx,ty) = t*f(x,y)
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— On suppose f homogene de degré or. Montrer que

d d
V() € RS () 55 (1) = af )

— Etablir la réciproque.

Exercice 23 — Soit E =R", etsoit ¢ : Z(E) — Z(E) définie par ¢ () = uou. Démontrer que ¢
est de classe C'.

Exercice 24 — Soit f : R? — R telle que, pour tout (x,y) € (R?)2, on a
2
[FO) = FOD < e =™
Démontrer que f est constante.
Exercice 25 — Montrer qu’une norme n’est jamais différentiable en 0.

Exercice 26 —
1. Expliquer pourquoi I’application det : .#,(R) — R est différentiable.

2. Calculer la différentielle de det en I, puis en toute matrice M inversible.

3. En introduisant la comatrice de M, exprimer la différentielle de det en tout M € .#,(R).

Exercice 27 — Soit X = %'([0, 1]) muni de la norme uniforme et soit f une application de ¢! (R,R).
On note F I’application ¢ — f o ¢ de X dans X. Montrer que pour chaque ¢ € X, DF (@) est 1’opéra-

teur linéaire de multiplication par f” o ¢ dans X :
DF(@)-(h)=(f'o9) h,
et que DF est continue.

Exercice 28 —

1. Que peut-on dire de la différentiabilité de 1’application f : R — R définie par f(x;,x;) =
[l e = max (faca, Jx2]) 2
2. Généraliser cecia f: .7 — R, f(x) = ||x]|, avec .# = R" ou .# I’ensemble des suites de limite

nulle.

Exercice 29 — Soit f : R — R I'application x = (x1,x3) — ||x||1 = |x1| + |x2|. Est-ce qu’elle est

différentiable ?
Considérons maintenant /! 1’espace des suites réelles muni de la norme ||x||; = Yo lxl.

1. Montrer que pour toute forme linéaire continue L sur ! il existe une suite bornée o = (a1, 0, ....)
telle que

L(x) = Z OijJ' .
j=1

2. Montrer que la norme |.||; : /' — R n’est différentiable en aucun point de /! (raisonner par
I’absurde en utilisant (1.)).
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Exercice 30 — On considere 1’application F : R?> — R? définie par F(x,y) = (cosx — siny, sinx —
cosy) ; on note F (k) 1 application F composée k-fois

1. Montrer que ||DF (x,y)|| < v/2 pour tout (x,y).
2. En déduire que la suite récurrente définie par xg,yo et pour n > 1

1 . L.
Xnt1 = E(cosxn —Sinyn),  Yat1 = E(Slnxn —COS yn)

converge pour tout (xg, o). Donnez I’équation que vérifie sa limite ?

Exercice 31 — E =R”" est muni d’une norme || ||. Soit  une application différentiable d’un inter-
valle ouvert non vide I de R a valeurs dans R” telle que u(tp) = 0 (tp € I). On suppose qu’il existe une
constante k telle que

veel, |u'(6)] < klu@)]-

Montrer qu’il existe & > 0 tel que la restriction de u a [fo — h, 1y + h] soit identiquement nulle.

En déduire que u est nulle sur /.

Soit U un ouvert de R x R" et f une application de U dans R” k-lipschitzienne par rapport a la
seconde variable :

V(1,y) € UV(1,2) €U, ||[f(1,y) = f(1,2) || < klly —z]l.

Montrer que le probléme de Cauchy y' = f(z,y) et y(f9)yo admet au plus une solution définie sur
un intervalle / contenant 7.

1.4 Dérivées itérées et formule de Taylor

Exercice 32 — Autour d’un lemme de Hadamard. Soit f une application de classe 4~ de R
dans R. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout k € {0,---,n}, f%(0) = 0.
2. Tl existe une fonction g de classe € telle que f(x) = x"g(x).

Si f est de classe €™, il existe une fonction g continue telle que

f@) =£0)+xf'(0) + -+ +x"g(x).

Soit f : [—1,1] — R une application de classe 2. On cherche i déterminer le comportement de

1
I, = / f()c)ef’”62 dx
-1
quand n tend vers oo,
1. Etudier I, lorsque f = 1 (poser t = x/n)
1
2. On suppose que f(x) = xg(x) avec g de classe ©’'. Montrer que I, = O(-).
n

3. En écrivant f(x) = £(0) +xf’(0) +x2h(x), montrer que
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Mémes questions pour

1 .
an/ f(x)e_mxzdx.
-1

Soit U un ouvert convexe de R” contenant 0 et f € € (U,R). Montrer que si f(0) =0et Dfy =0,
alors il existe des fonctions g; ; de classe € telles que

flx) = zrll:x,-xjgw(x).

Exercice 33 — Déterminer les extrema (locaux et, éventuellement, globaux) de f : (x,y) — X+
y3 — 3xy.
Méme question pour f(x,y) = x> +y* — 2xy+ 1.

Exercice 34 — On considere dans R? muni de sa base canonique et sa structure euclidienne, le
plan £ = {(x,y,x+y); (x,y) € R?} et soit x = (1,0,0).
Déterminer le point p € X qui réalise la distance d (X, x).

Exercice 35 — On définit une fonction f : R — R par

X (x2_ 2) .
f(x’y> — { % 1 (x,y) 7& (070)

0 sinon

a) Montrer que f est de classe €.
b) La fonction f est-elle de classe € ?

Exercice 36 — Soit ¢ une application de classe € de |0, +oo dans R. On définit sur R” muni de
sa structure euclidienne usuelle la fonction f par

fx) = (Ix).

Calculer df et d*f. Calculer Af en fonction des dérivées de ¢.
Déterminer toutes les fonctions f de classe €2 sur R\ {0} telles que Af = 0 et qui ne dépendent
que de ||x]|-

Exercice 37 - Soit £ = R"” muni du produit scalaire usuel et soit f une application de E dans E
de classe €. On suppose que pour tout x € E, la différentielle de f en x est une isométrie.

1. Pour (h,k) € E?, on note ¢ la fonction définie par
x = @(x) = (dfc(h),df (k) =< hk > .

Montrer que @ est dfférentiable et calculer sa différentielle.
2. On définit u : E3 — R par
u(h,k,1) = (dfe(h),d” fu(k,1)).
Montrer que u est symétrique par rapport aux deux dernicres variables et antisymétrique par
rapport aux deux premieres.
3. En déduire que u est nulle. Puis que d? f, = 0.

4. Conclure.
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1.5 Inversion locale

Exercice 38 — Soit f une application de R dans R, dérivable en tout point de R et telle que,
pour tout x de R, f’(x) # 0. Montrer que f est un homéomorphisme de R sur f(R) et que f~! est
différentiable en tout point de f(R).

Soit f définie par f(x) =x+x*sinZ six # 0 et f(0) =0.
Montrer que f’(0) existe et est # 0, mais que f n’est inversible sur aucun voisinage de 0. Expliquer.

Exercice 39 -

1. Montrer que ’application ¢ : (,0) — (x,y) = (rcos8,rsin8) est un C'-difféomorphisme de
I’ouvert |0,00[ x| — 7, [ sur le plan privé de la demi-droite R™. Si f(x,y) = g(r, 0) donner les
formules de passage entre les dérivées partielles de f et celles de g.

2. Soit U le plan privé de ’origine, et f(x,y) = (x> —y?,2xy).

Montrer que f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de U mais n’est pas un
difféomorphisme global.

3. Soit g I’application de R? dans R? définie par g(x,y) = (x+ y,xy). Trouver un ouvert connexe
maximal U C R? tel que g soit un difféomorphisme de U sur g(U).

4. Soit h I’application de R? dans R? définie par (x,y) — (e*cosy,e*siny).
Montrer que / est de classe C' dans R?; que //(x,y) est un élément de Isom(R?, R?) pour tout
(x,y) de R? ; mais que & n’est pas un homéomorphisme de R? sur /(R?).

1.6 Fonctions implicites

Exercice 40 — Soit n € N. Montrer que I’équation y*"*! 4y — x = 0 définit implicitement une
fonction ¢ sur R telle que : (V(x,y) € R?), [y*""1 +y—x=0cy=0(x)].
Montrer que ¢ est de classe € sur R et calculer f02 o(t) dt.

Exercice 41 -

1. Montrer que I’équation : x> +y> — 3xy = 1 définit au voisinage de 0 une fonction implicite :
y = @(x) telle que ¢(0) = 1.
2. Donner le DL de ¢ en 0 a I’ordre 3.

Exercice 42 — On considere E = M,(R), F = GL(n,R) et I’application ¥ de F x E dans E définie
par W(A,B) = AB — 1. Montrer 4 I’aide du théoréme des fonctions implicites que ¢ : A € F — A~ ! est
différentiable en tout point de F et retrouver sa différentielle.

Lecons concernées

227 Fonctions de plusieurs variables : dérivées partielles, différentiabilité, fonctions de classe €1,
Exemples.

228 Extremums d’une fonction de plusieurs variables réelles.
265 Inversion locale, difféomorphismes. Applications

266 Applications linéaires continues, normes associées. Exemples
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415 Exemples d’applications du théoréeme des accroissements finis et de 1’inégalité des accroisse-
ments finis pour une fonction d’une ou plusieurs variables réelles.

418 Exemples d’utilisation de développements limités de fonctions d’une ou plusieurs variables

431 Exemples de recherche d’extremums d’une fonction numérique d’une ou plusieurs variables
réelles

439 Exemples d’étude d’applications linéaires continues et de leur norme.

452 Exemples d’applications du theoréeme des fonctions implicites
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