Lycée Champollion Classe de MP"

Décomposition de Frobenius

E désigne un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K.

Un endomorphisme u de E est dit cyclique s'il existe a € E tel que (a,u(a),...,u" '(a)) forme une
base de F' (on dira dans ce cas que a est adapté a u).

Etant donné un endomorphisme v de E, on appelle commutant de v : C(u) = {v € L(E)|uv = vu}.
On rappelle qu'un endomorphisme u est une transvection de E s’il existe une forme linéaire non nulle
¢ € E*, un vecteur ¢ € F vérifiant ¢(a) = 0, tels que, pour tout z, u(z) = = + ¢(x)a. Et qu'une
dilatation de rapport A € K™ est un endomorphisme de la forme u(z) = = + (A — 1)¢(z)b, ot ¢ est
une forme linéaire non nulle, b un vecteur vérifiant ¢(b) = 1.

On note (2, ; la matrice de M,, (K) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d’indice (3, j)
qui vaut 1.

Pour tout ;€ K, (i,4) € N,,%, i # j, on pose T i(p) = Ly + p2; 5.

Pour tout A € K*,i € N,,, on pose D;(A) =1+ (A —1)Q; ;.

Soit u € L(F). Onrappelle quesi Q € K[X], Q = yo+71 X +...+7-X", alors Q(u) vaut, par définition,
Qu) = yidg + V1u+ ... + yu” (W =wuowo...owu).

Une matrice A € M,(K) est dite matrice compagnon si elle est de la forme :

0 0 ... 0 (67}
1 0 ... 0 (651
0 1 ... 0 (%)
0 0 .. 1 Ckp,1

On définit le polynéme P4 associé a A par P4 = XP — (ap + an X + ... + ap_lX”’l).

Premiere partie

Soit u un endomorphisme non nul de E. On pose P(u) = {Q(u)|Q € K[X]}.

1. Montrer que C(u) est une sous-algébre unitaire de L(E), que P(u) est la plus petite sous-algebre
unitaire de L(E) qui contienne u.
2. On suppose u cyclique. Soit a € E adapté a u, et B la base (a,u(a), ...,u™ '(a)).
On pose u"(a) = apa + aqu(a) + ... + a,_1u™ " (a).
(a) Ecrire la matrice A de u dans la base B.
(b) Soit v € C(u). On écrit v(a) dans la base B : v(a) = Boa + Pru(a) + ... + Bn_1u™ *(a). On
pose ensuite w = Byidg + fru + ... + fp_1u™ L. Etablir I'égalité v = w.
(c) Montrer P(u) = C(u)
3. Montrer que P4(u) =0, et que VQ € K,,_1[X], Q(u) = 0= @ = 0. Quelle est la dimension de
Clu)?

Seconde partie

L’objectif de cette partie est de prouver que toute matrice de M, (K) est semblable a une matrice
diagonale par blocs dont chaque bloc diagonal est une matrice compagnon.

Soit u € L(E), non nul. Un sous-espace F' de F est dit u-cyclique (ou simplement cyclique) si F' est
stable par u et si u induit sur F' un endomorphisme cyclique.



1.

Montrer l'existence d’'un sous-espace cyclique non réduit a 0.

On choisit un tel sous-espace F, de dimension maximale p (parmi les sous-espaces cycliques de E).

2.

On considere une base (eq, ..., ep) de F, vérifiant ex 1 = u(ex) (1 < k < p—1). Soit (fi, ..., fq)
une famille de vecteurs qui la compléte en une base de £ (¢ = n — p). On note C la matrice de
'application induite par u sur F dans la base (ey, ..., ;). Que dire de C' ? Décrire la matrice A de
u dans la base (eq, ..., ep, f1, ..., fq)-

On pose, pour toute B € M, (K), T(‘:’j)(B) = T, (=) BT (1) G # j, p € K). Décrire
I'application T(l: ;) en termes d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

Montrer I'existence d’'une famille (g1, g2, ..., g4) telle que (e, ..., ep, g1, g2, ..., g4) forme une base
de E et que, dans cette base, la matrice de u soit de la forme :

B B2 .. By

0 0 0

C 0 0 0

0 0 0
0 0 |71 72 - 7g
0 0 |71 722 - 724
0 0 |71 Ya2 - Yag

Indication : utiliser des transformations du type T, ainsi que les colonnes de la sous-matrice
compagnon, pour "annuler" les coefficients Ay p11, Ap pt+25 «oor Apn, PUIS Ap_1 pi1, ooy Ap—in
etc.

. Soit k € {1, ...,q}. On suppose S # 0. Montrer que (g, u(gx), ..., u?(g)) est une famille libre.

En déduire 3, = 0.

. Prouver l'existence d’'un supplémentaire G de F, stable par u.

. Etablir I'existence d’une base de F dans laquelle la matrice de u est une matrice diagonale par

blocs dont chaque bloc diagonal est une matrice compagnon.

. Conclure.
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Corrigé
Premiere partie
1. Clair (ou cours).
2. (a) Puisque (a,u(a),...,u" '(a)) est une base de F, il existe o, 1, ..., o, tels que
u"(a) = apa 4+ cqu(a) + ... + ap_1u" " a)
Il est clair que la matrice de u dans cette base est la matrice compagnon C' (de format
nxn).
(b) On a, pour tout k € [,0,n — 1], w(u*(a)) = Bou”(a) + fru(u*(a)) + ... + Bu_1u™ 1 (u*(a)) =
u*(Boa+ Bru(a) + ... 4+ Bu_1u™ " (a)) = u*(v(a)) = v(u"(a)) (car u et v commutent). Ainsi,
w et v coincident sur une base de £ d’ou w = v.
(c) P(u) C C(u) est immédiat, et on vient de prouver l'inclusion réciproque.
3. On a, vu la relation u™(a) = aga + aju(a) + ... + a,_ju" *(a), Pa(u)(a) = 0 donc, pour

tout k € N, Pa(u)(u®(a)) = u*(Pa(u)(a)) = 0 et, par conséquent, Ps(u) = 0. P4 est donc
un polyndéme annulateur de u. C’est en fait le polynéme minimal de u car, vu la liberté de
(a,u(a),...,u" (a)), (e,u,...,u™ ") est libre (ce qui montre bien VQ € K,,_1[X], Q(u) =0 =
Q = 0). Ainsi C(u) = P(u) = Vect(e,u, ...,u" ') est de dimension n.

Seconde partie

1.

Soit a € E \ {0}, et k le plus petit entier tel que u*(a) € Vect(a,u(a),...,u*"1(a)). Alors F =
Vect(a,u(a), ..., u*"1(a)) est un sous-espace stable par u. On vérifie aisément que (a,u(a), . .., u""1(a))
est libre, c’est une base de F, qui est donc u-cyclique.

. F eststable par v, et u induit sur cet espace un endomorphisme cyclique auquel la base (eq, s, ..., €p)
C | B
est adaptée. Donc A va étre de la forme | ... | ... |, ou C € M,(K) est une matrice compa-
0| D

gnon, B € M, ,(K), D € M,(K).

Calculer Ti’fj(B) revient a appliquer a B successivement les opérations C; < C; + uC; et L; <
L; — pL;. Notons que ces deux opérations commutent (car multiplier & droite par T; ;(x) puis a
gauche par T; ;(—p) sont deux opérations qui commutent !). Il est essentiel de noter que, puisque
Tij(—p) =Ti;(n)~", Bet 7/;(B) sont semblables.

Ona C, ,_1 = 1. Donc les opérations

Cpi1 ¢ Cpp1 — BpaCpa
Cpt2 < Cpya — By 20y

Cpy ¢ Cp — ByyCp1

permettent de "remplacer” la derniere ligne de B par des zéros. Les opérations "duales", sur les
lignes,
Ly 1 Ly_1+ Bpp1,1Lpta

Lpfl <~ Lpfl - Bn,an



ne modifient pas C puisque, en-dessous de C, ne se trouvent que des 0. Ces opérations re-
viennent a calculer

Tp—1m(Bpt1,q) © -+ 0 Tp1pr2(Bpr1,2) © Tp—1pt1(Bpr1,1)(A)

De la méme maniere, on peut utiliser Cp_1 ,—» = 1 pour "éliminer" les coefficients B,_1 1 a
B,_1 4. Notons que ces opérations sur les colonnes n’altérent par le travail déja effectué, d’'une
part parce que Cj,_1 ;2 est le seul coefficient non nul de la colonne p—2 de C, d’autre part parce
que les opérations sur les lignes ne vont modifier que la ligne L,_;. On poursuit par récurrence,
remplacant ainsi, a la kieme étape, la ligne numéro p — k + 1 de B par 0. Aprés p — 1 étapes, on
obtient une matrice de la forme souhaitée.

Chaque transformation 7; ;(;) revient a effectuer un changement de base dont la matrice de

-ileme

passage est T; ;(u) (seul le j vecteur de base est changé, qui est remplacé par lui-méme
plus 1 fois le i vecteur de base). Puisqu’a chaque fois, l'indice j est plus grand que p + 1, ce
changement de base ne modifie pas les p premiers vecteurs de la base, qui restent (eq, ez, ..., ep).
Il existe donc (g1, g2, - - -, gq) telle que (eq,ez,...,€p,91,92,...,9,) forme une base de E et telle

que, dans cette base, la matrice de u soit de la forme souhaitée.

. Notons Fj, = Vect(e1, ez2,...,€k, 91,92, ---,94)- Ona, pour 0 < k < p, u(Fy) C F41, dolt

u(gr) € Brer + Fo C 1,
u?(gr) € Brez + F1 C F,
u (gy) € Brej + Fj—1 C Fj,

ey

uP(gi) € Brep + Fp_1 C F,

Supposons l'existence de A\ a A, non tous nuls, tels que Aogr + Au(gr) + ... + ApuP(gr) = 0.
Soit j le plus grand indice tel que \; # 0 (j > 1 puisque g # 0). Alors on voit que v/ (gx) €
Vect(gx, . -, u'"*(gr)) C Fj_1, d'ot, puisque v (gx) € Brej+ Fj_1 et B # 0, e; € Fj_; : contra-
diction. Ainsi, la famille (gx, u(gx), - .., u?(gx)) est une famille libre. Ceci contredit la maximalité
de la dimension de F'. Donc 3 = 0.

. Ainsi, la matrice de v dans la base (e1,e2,...,€p,01,...,9q) st composée de deux blocs diago-
naux, ce qui entraine que G = Vect(g1, ..., gp) est stable par u : c’est un supplémentaire stable
de F.

. Par récurrence sur n = dim(FE). Si F' ¢ F, on applique 'hypothese de récurrence a 'endomor-
phisme induit par u sur le sous-espace stable G mis en évidence ci-dessus.

. Matriciellement, cela signifie que toute matrice est semblable a une matrice diagonale par blocs
Diag(C1, Cs,...,C;), dont chaque bloc diagonal C; est une matrice compagnon.



