Agrégation interne. 2012/2013 !
— I — Polynémes de Hilbert

K est un corps commutatif de caractéristique nulle.

K [X] est l’algebre des polynémes & coeflicients dans K.

Pour tout entier naturel n :

- M, (K) est 'algebre des matrices carrées d’ordre n > 1 & coefficients dans K

— K, [X] est le sous-espace vectoriel de K [X] constitué des polynémes de degré au plus égal a n;

B, = (Xk)

0<k<n €St la base canonique de K, [XT];

— (Hp),en st la suite des polynémes de Hilbert définie par :

XX-1)--(X-n+1)
n!

Ho(X) =1, YneN*, H,(X) =

On désigne par v : K[X] — K[X] lapplication linéaire définie par :

VP eK[X], u(P)(X)=P (X +1)

et par A = u — Id lPopérateur de différence premiere défini par :

VP eK[X], A(P)(X)=P (X +1)— P(X)

Pour tout entier naturel n, on désigne respectivement par w, et A, les restrictions de u et A a K,, [X].

1.

Montrer que, pour tout entier naturel n, (Hy)<,<, est une base de K, [X] et que (Hy), oy est une base de
KI[X]. -

Mountrer que, pour tout entier naturel n, u,, est un isomorphisme de K,, [X], donner sa matrice A,, dans la base
canonique B, et calculer son inverse A .

Montrer que, pour tout couple (i,7) d’entiers tel que 0 <i < j, on a :

s () -{ 5]

(3

. Donner une expression simple de Hy, (j) pour tout k € N et tout j € Z (Z est identifié & Z - 1 dans K).

En déduire que Hy (Z) C Z, pour tout k € N.

n
. Déterminer, pour n > 1, les racines du polynéme P = Z (—l)k Hj. et donner une expression de P en fonction

k=0
du polynoéme H,,.

n

. Soient n € N, Pe K, [X] et P = Zaka son écriture dans la base (Hy)j<).<,, de Ky [X].

k=0
(a) Montrer que :
(67} P (0)
Qn, P (n)

(c) Calculer Z (=1)7* (i)P(kz) pour j >n+ 1.

k=0
d) Montrer que P (Z) C Z si, et seulement si, on a ay € Z pour tout k compris entre 0 et n.
q ) p p

7. Montrer que, pour tout entier naturel n, A, est un endomorphisme de K,, [X] et qu’il est nilpotent d’ordre n.
8. L’application A : K[X] — K [X] est-elle nilpotente ?
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9. Montrer que A n’est pas injective et décrire son noyau.
10. Calculer A (H,,) pour tout n € N et A¥ (H,,) (0) pour tous n, k dans N.
11. Montrer que, pour tout n € N, on a :

VP e K, [X], P=>Y_(A*(P))(0) H,
k=0
Expliciter les coefficients du polynéme X? dans la base (H k)o<k<s -

12. Soient n € Net P € K,, [X].
En utilisant la question précédente, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

P(z)c

(i)
(#1) les composanteb de P dans la base (Hy)j<j<,, sont entieres;
)

(#i7) P (k) € Z pour tout k compris entre 0 et n;
(iv) il existe n 4 1 entiers consécutifs en lesquels P prend des valeurs entieres.

13. Montrer qu'un polynéme P € K[X] est tel que P(Q) C Q si, et seulement si, il est dans Q[X] (i. e. ses
composantes dans la base canonique sont rationnels).

14. Montrer que pour tout polynéme P € K[X], il existe un polynéme @ € K[X], unique & une constante additive
pres, tel que P = A(Q).

n
En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de ZP (k) en fonction de @ et de n.
k=0

n
Simplifier la somme Zk‘s
k=0
15. Soit (un),, ey une suite d’éléments de K définie par :

ug € K
Vn €N, upt1 = u, + P(n)

ol P est un polynéme non nul dans K[X]. En désignant par @ le polynéme tel que P = A (Q) et Q (0) =
montrer que :

Vn €N, u, =up+ Q (n)
Etudier le cas ot P (X) = X2+ X + 1.

16. Soit (uy), oy une suite d’éléments de K. Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(¢) il existe un polynéme P € K[X] tel que u; = P (j) pour tout j € N;

(77) il existe un entier n € N. tel que :

J .
Vizn+1, > (1" (2)% =0

k=0

— II — Séries entiéres complexes. Quelques propriétés

Pour cette partie et la suivante, K = C.
Pour tout R € ]0,4+00] (i. e. R est un réel strictement positif, ou R = 4+00), on désigne par :

D(0,R)={z€C||z| < R}
le disque ouvert de centre 0 et de rayon R dans le plan complexe et, pour R réel, par :
D(0,R)={z€C||z| <R}

le disque fermé de centre 0 et de rayon R.
Pour cette partie, on se donne une série entiére complexe _ a,z2"™ de rayon de convergence R € ]0,4o00] et on
désigne par f sa somme qui est définie sur D (0, R) par :

Yz e D(0,R), Zanz



1. Justifier la définition, pour tout réel r € 10, R[, du réel :

M, (f) = sup |f (2)]

|z|=r

et montrer que pour tout entier k¥ € N*, on a M, (fk) < (M, (f))k )

2. Montrer que pour tout réel r € |0, R] et tout entier n € N, on a :

a, = ! /27r f (reit) et
" 2mrn 0
et : M
o M)
Tn'n

3. On suppose, pour cette question, que R = +o0.

(a) Montrer que f est bornée sur C si, et seulement si, elle est constante (théoreme de Liouville).

(b) En déduire que la série entiere Y a,z™ est uniformément convergente sur C si, et seulement si, sa somme
f est une fonction polynomiale.

(¢) Que peut—on dire de f §’il existe une fonction polynomiale P telle que |f ()| < |P (2)| pour tout z € C?
4. Montrer que pour tout réel r € |0, R[, on a :
1 2m

2 2n
o ), £ ( |dt Z|an|

5. Montrer que si |f| admet un maximum local en 0, elle est alors constante (principe du maximum).

6. Soit (fx),cn une suite de fonctions développables en série entiere sur C avec
Vk €N, ¥z €C, fi(z Za(k)z
n=0

On suppose que (fx),cy converge uniformément vers une fonction g sur tout compact de C. Montrer que g est
développables en série entiere sur C.

7. Montrer qu'une fonction g est développables en série entiere sur C si, et seulement si, il existe une suite de
polynémes (P,), .y qui converge uniformément vers g sur tout compact de C.

8. Soient r € 10, R[ et zo € D (0,7).
(a) Montrer que :

1 [ reit ,
f (Zo) = % -/0 77”61% — Zof (relt) dt
(formule de Cauchy).
b) Montrer que :
(b) q
r
< —M,
|f(ZO)|— 7"—|20‘ T‘(f)

(c) En déduire que |f (z0)| < M, (f) (on peut utiliser la question précédente pour les fonctions f* ot k € N*).

9. Montrer que la fonction r — M, (f) est croissante sur |0, R[ et que :

M, (f) = sup_[f(2)|

zeD(0,r)

10. Soient r €10, R[ et 2o € D (0, 7).

(a) Montrer que, pour tout entier p € N, la série Z anzg’_l_p est convergente. On notera .S, sa somme.
n>p+1
(b) Calculer z9Sy et S, — z0Sp+1, pour tout entier p € N.

1
(¢) Montrer que S, = pBoo (rp+1> .

(d) Montrer que le rayon de convergence Ry de la série > S,2P est supérieur ou égal & R.
+oo
On désigne par go ( ZS 2P la somme de cette série entiere pour z € D (0, Rp) .
p=0



(e) Montrer que :
Vz2e D(0,R), (2 —20)90(2) = f(2) — f(20)

On a donc ainsi montré que pour tout zg € D (0, R), il existe une fonction gy développable en série entiere
sur D (0, R) telle que f (2) — f (20) = (2 — 20) go (z) pour tout z € D (0, R) .
(f) On suppose que f s’annule en en p > 1 points deux & deux distincts, z1,-- -, z, de D (0, R) \ {0} .

i. Montrer qu'il existe une fonction g développable en série entiere sur D (0, R) telle que :
p P
Vz e D(0,R), Hr—z] z)=g(z Hz—z]) (1)
j=1 j=1

(Zj est le nombre complexe conjugué de z;).

Z*Zj

2
ii. Caleuler |- pour tout z € D (0, R) \ {#1,--- ,2p} tel que |z| =

iii. Montrer que pour tout z € D (0,R) \ {#1,--- ,2p} tel que |z| =7, on a :
lg (2)| =7r"1f (2)]

iv. Montrer que :
M, (g) ="M, (f)

v. Montrer que :

£ (0)] 7P < M, (f) sz

vi. On suppose qu’il existe un entier k£ € N* tel que a; = 0 pour tout j compris entre 0 et k — 1.
Montrer que :

p
jar 7+ < 0, () ([

— IIT — Un théoréme de Pdlya

Pour cette partie, on se donne une série entiére complexe Y a, 2™ de rayon de convergence infini et on désigne par
f sa somme qui est définie sur C par :

VZE(C f Zan

On note encore M, (f) = sup |f (z)| pour tout réel r > 0.
|z|<r

1. Soient n € N* et r > n un réel.
n!
XX-1)-(X=-n)

i |, et S ()

(a) Décomposer la fraction rationnelle R,, (X) = en éléments simples.

(b) Montrer que :

(¢) En déduire que :

—~ k(N n!M, (f)
> (- (k>f<k)‘§(rl)m(rn)

2. On suppose, pour cette question, que f est nulle sur N (c’est-a-dire que f (k) = 0 pour tout entier k¥ € N) et

que M, (f) = o (27) . Montrer que f est identiquement nulle (on pourra raisonner par I’absurde en utilisant

I1.10(f)vi avec r = p, z; = j pour j compris entre 1 et p, ol p est un entier naturel quelconque et s’aider de la
formule de Stirling : p! " V2rppPeP).
p—r+oo

27‘
3. On suppose que f (N) C Z et que M, (f) = 2 (ﬁ) .



(a) En choisissant judicieusement r dans la question ITI.1 montrer qu’il existe un entier ng tel que :

2, 30 (5) 00 =0

k=0

(b) En déduire que f est une fonction polynomiale (théoreme de Pdlya).
— IV — Un théoréme de Harald Bohr

Pour cette partie, on se donne une série entiere complexe Y a, 2™ de rayon de convergence R > 1 et on désigne par
f sa somme qui est définie sur D (0, R) par :

+o00
Vze D(0,R), f(z)= Zanz”
n=0
On se propose de montrer que si f (D (0,1)) C D(0,1), on a alors :
1] &
Vr e {0,3[, nz::(]|an|r” <1

On suppose que f (0) € RT (si f(0) = pe'® # 0, on remplace f par e~ f).

1. Montrer que pour tout réel r € |0, R[ et tout entier n € N* on a :

1

2mrn

an

2 )
/ (f (re) + f (reit)) e~ "t
0
En déduire que si % (f (z)) > 0 pour tout z € D (0,1), on a alors :

Vn € N*, |an| < 2aq

2. Montrer que :
Vn e N*, |an| <2(1—aop)
3. En déduire le résultat annoncé.

1
4. On se propose de montrer ici que le coefficient 3 est optimal. Pour tout réel a € |0, 1[, on désigne par f la

1
fonction définie sur D (0, > par :
e

Z—

fa (Z) =

T 1l-az

1
(a) Montrer que f, est développable en série entiere sur D (0, ) et que f, (D (0,1)) C D(0,1).
o

1
(b) Faisant tendre o vers 1 montrer que le coefficient 3 est optimal.



