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2́ème ÉPREUVE

Soit Ω un intervalle ouvert non vide de R. K désigne R ou C.

Étant donnée une fonction f : Ω → K de classe C∞ on note

z(f) = {x ∈ Ω | ∀n ∈ N f (n)(x) = 0}.

L’objet du problème est l’étude de quelques conditions suffisantes sur f pour
que l’implication suivante soit vraie :

z(f) 6= ∅ =⇒ f = 0.

Dans le cas où Ω = R on appelle support de f l’adhérence du complémentaire
de z(f) dans R, c’est-à-dire l’ensemble R \ z(f).

La partie II étudie le cas des fonctions analytiques d’une variable réelle
et les parties III et IV étendent ce résultat à des fonctions plus générales
(classes quasi-analytiques).

La première partie est l’étude de quelques propriétés de suites réelles
logarithmiquement convexes utiles pour la suite du problème.

Les résultats d’une question non démontrée peuvent être utilisés dans les
questions ultérieures.

Partie I

On note E l’ensemble de toutes les suites réelles A = (An)n∈N qui vérifient

∀n ∈ N : An ≥ 1, A0 = 1, ∀n ∈ N∗ : (An)2 ≤ An+1An−1.

1) Trouver toutes les suites constantes contenues dans E.



2) Soit A ∈ E. On définit les suites (λn)n∈N et (µn)n∈N par λ0 = µ0 = 1
puis λn = An−1

An
et µn = 1

(An)1/n pour tout entier n ≥ 1.

(a) Montrer que la suite (λn)n≥0 est décroissante. En déduire que pour
tout entier n > 0 on a (λn)n ≤ λ1λ2 · · ·λn.

(b) Montrer que la suite (µn)n≥0 est décroissante.

(c) Montrer que ∀n ∈ N ∀j ∈ [0, n] ∩ N : An+1
An+1−j

≥ An

An−j
.

(d) Établir, pour tout entier n ≥ 0, l’inégalité λn ≤ µn. En déduire que si
la série de terme général (µn) est convergente, alors la série de terme
général (λn) est convergente.

3) On donne deux suites réelles à termes tous strictement positifs notées (an)
et (cn) avec n > 0. On suppose de plus que la série

∑
n≥1 an est convergente.

(a) On pose un = (a1a2 · · · an)1/n et bn = (c1c2 · · · cn)−1/n pour tout

n ∈ N∗. Montrer que un ≤ bn

n

n∑

k=1

akck. Indication : on pourra

utiliser l’inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique

(α1α2 · · ·αn)1/n ≤ 1
n

(α1 + α2 + · · ·+ αn)

valable si α1, α2, · · · , αn sont des réels strictement positifs.

(b) On suppose de plus que la série
∑

k≥1

bk

k
est convergente et on note

Bk =
+∞∑

p=k

bp

p
. Montrer que

n∑
p=1

up ≤
n∑

k=1

Bkckak.

(c) On choisit maintenant cn = (n+1)n

nn−1 . En déduire que la série de terme

général un est convergente et que
+∞∑

k=1

uk ≤ e

+∞∑

k=1

ak.

4) On reprend les notations de la question 2. Établir, en utilisant ce qui
précède, que si la série de terme général (λn) est convergente, alors la série
de terme général (µn) est convergente.

Partie II : Fonctions analytiques d’une variable réelle

Soit Ω un intervalle ouvert non vide de R et f une fonction définie dans
Ω à valeurs réelles ou complexes (f : Ω → K).

On dira que f est analytique dans Ω si et seulement si f est développable
en série entière au voisinage de chaque point de Ω. Cela signifie, que pour tout



x0 ∈ Ω, il existe un réel strictement positif r0, dépendant de x0 et vérifiant
]x0− r0, x0 + r0[⊂ Ω, ainsi qu’une suite de nombres réels ou complexes notée
(an), dépendant aussi de x0 et telle que

∀x ∈]x0 − r0, x0 + r0[ : f(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)n.

On admettra sans démonstratin que toute fonction analytique dans Ω est de
classe C∞ dans Ω.

1) Soit f une fonction analytique dans Ω.

(a) Montrer que z(f) est une partie ouverte. (La définition de z(f) est
donnée dans le préambule).

(b) Montrer que z(f) est une partie fermée dans Ω

(c) On suppose que z(f) 6= ∅. Montrer alors que f est nulle dans Ω.

2) Soit f ∈ C∞(Ω,C). On suppose qu’il existe deux constantes M > 0 et
K > 0 telles que

∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N : |f (n)(x)| ≤ MKnn!

Montrer, en utilisant une formule de Taylor, que f est analytique dans Ω.

Partie III : Classes quasi-analytiques

Soit A ∈ E de terme général An, donnée dans toute la suite du problème.
On note C(A) l’ensemble de toutes les fonctions f de classe C∞ de R dans
K telles qu’il existe deux constantes positives α et β pour lesquelles

∀x ∈ R, ∀n ∈ N : |f (n)(x)| ≤ αβnAn.

Les constantes α et β dépendent de f . On dira que C(A) est une classe
quasi-analytique si de plus on a

∀f ∈ C(A) : z(f) 6= ∅ =⇒ f = 0.

1) On suppose, dans cette question seulement, que An = n!; vérifier alors
que C(A) est une classe quasi-analytique.

2) Soient f et g deux éléments de C(A); montrer en utilisant les résultats de
la partie I que f + g et fg sont aussi des éléments de C(A).

3) Soit f ∈ C(A). On donne deux constantes réelles quelconques a et b. Soit
la fonction g définie par la formule g(x) = f(ax + b) pour x ∈ R. Montrer
que g ∈ C(A).



4) On suppose dans cette question que C(A) est une classe quasi-analytique.
Montrer que toute fonction à support compact qui est élément de C(A) est
nécessairement nulle.

5) On suppose maintenant que C(A) n’est pas une classe quasi-analytique.

(a) Montrer qu’il existe f ∈ C(A) et a ∈ R, a 6= 0 tels que

f(a) 6= 0 et ∀n ∈ N : f (n)(0) = 0.

(b) Montrer que dans le résultat précédent on peut choisir f tel que a > 0.

(c) À partir de la fonction f trouvée ci-dessus et choisie avec a > 0 on
construit successivement les deux fonctions g et h définies sur R par
les formules

g(x) =
{

f(x) si x ≥ 0
0 si x < 0

h(x) = g(x)g(2a− x).

Montrer que h ∈ C(A). Que peut-on dire du support de h?

6) À l’aide de ce qui précède, énoncer une condition nécessaire et suffisante
simple pour que C(A) ne soit pas une classe quasi-analytique.

Partie IV : Théorème de Denjoy-Carleman

Dans toute cette partie A ∈ E est donnée. On suppose de plus que

lim
n→+∞

An+1

An
= +∞. Les suites (λn) et (µn) sont toujours définies par λ0 =

µ0 = 1 puis λn = An−1
An

et µn = 1
(An)1/n pour n ∈ N∗. On considère la

fonction Q de la variable réelle x définie par Q(x) =
+∞∑
n=0

xn

An
.

1) Montrer que cette série entière admet un rayon de convergence infini.

2) Pour tout x ∈ R+ on pose q(x) = sup
{

xn

An
, n ∈ N

}
. Montrer que q est

une fonction définie et monotone croissante sur [0,+∞[. Montrer de plus que
∀x ∈]0,+∞[: 1 ≤ q(x) ≤ Q(x).

3) Montrer que

(i) ∀(x, y) ∈ R2, ∀n ∈ N : 0 ≤ x < y =⇒ yn

An
− xn

An
≤ (y − x)Q′(y)

(ii) ∀(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x < y =⇒ 0 ≤ q(y)− q(x) ≤ (y − x)Q′(y)

et en déduire que la fonction q est continue dans R+. La fonction Q′

représente la dérivée de Q.

Dans toute la suite du problème on considère les cinq proposi-
tions suivantes :



(1):
∫ +∞

0

ln Q(x)
1 + x2

dx est une intégrale convergente

(2):
∫ +∞

0

ln q(x)
1 + x2

dx est une intégrale convergente

(3): La série
∑

n≥1

µn est convergente

(4): La série
∑

n≥1

λn est convergente

(5): C(A) n’est pas une classe quasi-analytique.

4) Montrer que: (1) =⇒ (2).

5) On suppose que la propriété (2) ci-dessus est vraie. Montrer que

∀n ∈ N∗ : x ≥ e

µn
=⇒ ln q(x) ≥ n.

En remarquant que

∫ +∞

e/µ1

ln q(x)
x2

dx =
N∑

n=1

∫ e/µn+1

e/µn

ln q(x)
x2

dx +
∫ +∞

e/µN+1

ln q(x)
x2

dx

montrer que
N∑

k=1

µk ≤ e

∫ +∞

e/µ1

ln q(x)
x2

dx.

En déduire que la propriété (3) est vraie.

6) Que sait-on de l’implication (3) =⇒ (4)?

7) Dans cette question on se propose de montrer que: (4) =⇒ (5). On
suppose que la proposition (4) est vraie.

(a) Exhiber un exemple de fonction définie dans R, continue, positive,
non nulle, à support compact inclus dans [−1, +1]. Cette fonction
sera notée g0.

(b) La fonction g0 étant celle de la question précédente on définit par
récurrence la suite de fonctions gn par ∀n ∈ N∗ ∀x ∈ R :

gn(x) =
1

2λn

∫ x+λn

x−λn

gn−1(t) dt =
1

2λn

∫ +λn

−λn

gn−1(t + x) dt.

Montrer que pour tout entier n ∈ N∗

• gn est de classe Cn dans R



• gn est à support inclus dans [−αn, αn] où αn =
∑n

i=0 λi.

(c) On notera α =
∑+∞

i=0 λi.

(i) Montrer que pour tout entier n ∈ N∗ on a
∫ αn

−αn

gn(x) dx =
1

2λn

∫ λn

−λn

(∫ αn+t

−αn+t

gn−1(u) du

)
dt

=
∫ αn−1

−αn−1

gn−1(x) dx.

(ii) En déduire que pour tout entier n ∈ N∗ on a
∫ α

−α

gn(x) dx =
∫ α

−α

g0(x) dx =
∫ +1

−1

g0(x) dx.

(d) Dans toute la suite on notera N∞ la norme de la convergence uniforme
sur l’espace vectoriel des fonctions bornées définies sur R; c’est-à-dire
que N∞(f) = supx∈R |f(x)|. On notera N∞(g0) = M . Montrer par
récurrence que :

∀n ∈ N : N∞(gn) ≤ MA0, ∀n ∈ N∗ : N∞(g′n) ≤ MA1.

(e) Montrer que pour tout n ∈ N et n ≥ 2 on a N∞(gn−gn−1) ≤ MA1λn.
En déduire que la suite de fonctions (gn) converge uniformément sur
R vers une fonction g à support compact.

(f) Étude des propriétés de g.

i. Montrer que g n’est pas nulle.

ii. Montrer que pour tout entier k ∈ N on a N∞(g(k)
k ) ≤ MAk.

iii. En déduire que

∀(n, k) ∈ N∗ × N, k ≤ n : N∞(g(k)
n ) ≤ MAk

On pourra faire une récurrence sur n.

iv. Montrer que pour chaque k ∈ N∗ la suite (g(k)
n )n∈N∗ converge uni-

formément sur R. On pourra s’inspirer des méthodes des questions
précédentes. En déduire alors que g est C∞ dans R.

v. Montrer enfin que g ∈ C(A).

(g) Conclure.


