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— I — Caractéristique d’un anneau, d’un corps

Définition 1 Un corps est un anneau commutatif unitaire dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Un corps est donc, a priori, commutatif.
7

Pour tout nombre premier p > 2, F, = 7 désigne le corps commutatif des classes résiduelles
p

modulo p.
Pour cette partie, (K, 4+, -) est un corps.
Le sous-corps premier de K est le plus petit sous-corps de K.
On note K le sous-corps premier de K.

1. Rappeler la définition de la caractéristique d’'un anneau commutatif unitaire.
2. Soient A C B deux anneaux commutatifs unitaires. Montrer qu’ils sont de méme caractéristique.

3. Montrer que si caract (K) = 0, le sous-corps premier Kq de K est alors infini isomorphe a Q et
dans le cas contraire, cette caractéristique est un nombre premier p > 2 et K est fini isomorphe
alF,.

4. Montrer que si K est fini, il est alors de cardinal p™, ou p > 2 est un nombre premier.

5. Donner un exemple de corps infini de caractéristique p > 2.

6. Soit A un un anneau commutatif unitaire de caractéristique p > 2, ou p est un nombre premier.

(a) Montrer que I'application :
p: A —- A

a +— af

est un morphisme d’anneaux (morphisme de Frobénius).

(b) Soient n,r deux entiers naturels non nuls et aq, - - ,a, des éléments de A. Montrer que :
T p" T

(Se) -3u
i=1 i=1

7. Soient K un corps de caractéristique p > 2, n un entier naturel non nul et R un polynome a
coefficients dans Ky. Montrer que :

VAEK, (RN)” =R (N



8. Montrer qu'un corps fini commutatif ne peut étre algébriquement clos.
9. Montrer que si K est un corps fini commutatif alors toute application de K dans K est polyno-
miale.
10. Montrer que tout polynome irréductible dans un corps de caractéristique nulle est premier avec
son polynome dérivé.
Que se passe-t-il pour K de caractéristique p > 2.

— II — Polynoémes irréductibles dans [, et corps finis

Pour cette partie, p > 2 est un nombre premier.

Pour tout entier n € N*, on note U, (p) 'ensemble de tous les polyndmes unitaires irréductibles
de degré n dans IF, [X] et I, (p) le cardinal de U, (p) .

L’ensemble U, (p) peut, a priori, étre vide.

Pour tout entier n € N*, on note D,, I'’ensemble de tous les diviseurs de n dans N*.

1. Soient K un corps et P € K[X] un polynéome unitaire de degré n > 1.

KX —
(a) Montrer que l'algebre ( 1[D>] est de dimension n et (X ’“) en est une base.
0<k<n-1

(b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
K[X]
(P)

i. est un corps;

ii. 'anneau est integre ;

(P)
iii. le polynome P est irréductible.
Fy [X]
(P)

cardinal p" et peut étre muni d’une structure de F,-espace vectoriel de dimension 7.
3. Calculer I (p) et Iy (p) .

4. Donner tous les polynomes unitaires de degré 2 irréductibles dans Fy [X] et dans Fj [X].

2. Montrer que pour tout polynéme P € U, (p), 'anneau quotient est un corps fini de

(a) Montrer que le polynome P (X) = X* + X3 + 1 est irréductible dans Fy [X]. En déduire
un corps a 16 éléments. Nous noterons [Fi4 ce corps.

(b) Montrer que le groupe multiplicatif Fi4 est cyclique engendré par un élément w de Fig
racine du polynome P.

(c) Montrer que w, w? w* et w® sont les racines du polynome X* + X3 + 1 dans Fy.

(d) Montrer que la famille (w, w?, w?, w®) est une base de Fy4 sur Fy.
6. Soient n un entier naturel nul et :
P, (X)=X" - X €F,[X]

(a) Soient d € N*, P € Uy (p) et Fpu = Fff[f)q

. Montrer que :

VkEN, YQ eFy, @ =Q

(b) Montrer que, pour tout d € D,, Uy (p) est 'ensemble de tous les polynomes unitaires
irréductibles de degré d dans F,, [X| qui divise le polynome P,.
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(c) Montrer que si P € Uy (p) est un diviseur de P, 'entier d = deg (P) est alors un diviseur
de n.

(d) Montrer que le polynome P, (X) = XP" — X est sans facteurs carrés dans F, [X] et en

déduire que :
x"-x=1] JI P
deDy Peldy(p)

7. Déduire de ce qui précede un algorithme de calcul des I, (p) = card (U, (p)) .

8. Donner tous les polyndomes unitaires de degré 4 irréductibles dans Fy [X].

9. Montrer que pour tout entier n € N*, il existe dans F,, [X] des polynomes irréductibles de de

degré n.

10. Soient n un entier naturel non nul, P un polynome unitaire et irréductible de degré n dans

F, [X]
F,[X] et F,. le corps ———
ey
On désigne par K un autre corps a p" éléments.
Comme K est de caractéristique p, le corps IF,, peut étre identifié au sous-corps premier de K

et un polynome dans F, [X] & un polynome dans K [X] .

(a) Montrer que le polynome P a des racines dans K.

(b) En déduire l'existence d'un isomorphisme de corps de Fyn sur K.
F, [X]
(P)

Donc, a un isomorphisme pres, il n’existe qu'un seul corps a p" éléments, c’est Fn =
ou P el,(p).
11. On se donne un entier n > 1 et on note G' le groupe des automorphismes de corps de Fn.

(a) Montrer que 'application « : A — AP est un automorphisme de corps de F .
(b) Montrer que « est d’ordre n dans G.

(c) Montrer que G est un groupe cyclique engendré par a.



