Un théoreme de convergence dominée
pour les fonctions continues par morceaux

1. Soient J = [a, 3] un segment avec o < (3 et f une fonction continue par morceaux sur J a
valeurs réelles positives.
Montrer que, pour tout réel € > 0, on peut trouver deux fonctions g et h continues sur J telles

que :
B
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<f<x>—g<x>>dm<e,/ (h(x) — f (2)) de < e.

2. Montrer que si (F},), oy st une suite décroissante de fermés non vides dans J = [a, 5], alors
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I'intersection F' = ﬂFn est un fermé non vide.
neN
3. Soient J = [a, 3] un segment avec a < 3, (fy),,y une suite de fonctions continues par morceaux
sur J a valeurs réelles positives et f une fonction continue par morceaux sur J a valeurs réelles
positives telles que :

Ve e J, f(z <an

(la somme des séries numériques considérées étant dans [0, +00]).
On se donne un réel € > 0, on désigne par g et h,, pour n € N, des fonctions continues sur J
telles que :
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OégSf,OanShnet/ <f<x>—g<x>>dx<e,/ (hn (1) — fo (2)) dz < =
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et pour tout entier n € N, on note :

Fn:{xEJ]th(x)Sg(ac)—s}

(a) Montrer que (F,), .y est une suite décroissante de fermés de R d’intersection vide.

(b) En déduire qu’il existe un entier m tel que F, = ().

/jf(m)d:cgio/jfn(a:)dx

(la somme de la série numérique considérée étant dans [0, +00]).

(¢) En déduire que :

4. Soit I = [a,b] un intervalle réel avec —oco < a < b < 4o00. On se donne une suite (f,), .y de

fonctions continues par morceaux sur I a valeurs réelles telle que :

neN

— la série de fonctions > f,, converge simplement sur I vers une fonction f continue par mor-
ceaux ;

— pour tout n € N l'intégrale / fn (x) dx est absolument convergente ;
b a
— la série numérique Z / | fr (z)| dx est convergente.

Montrer alors que l'intégrale / f (x) dx est absolument convergente et que :

/f dw—m/fn

(théoréme d’intégration terme a terme).



5. Soit I = [a,b] un intervalle réel avec —oo < a < b < +00. On se donne une suite (fy), oy de
fonctions continues par morceaux sur I a valeurs réelles positives telle que :

— la suite (fy), oy converge simplement sur / vers la fonction nulle;
— il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur J a valeurs réelles positives telle 'intégrale

b
/ ¢ (x) dz est absolument convergente et 0 < f,, < ¢ pour tout n € N,

Nous allons alors montrer que liﬂl_l / fn (z)dz = 0.

a
Pour ce faire on construit une suite (g,),,cy telle que la série Y (g, — gn+1) vérifie les conditions
de la question précédente.

(a) Pour n € N fixé, on définit la suite de fonctions (fyp),-,, par :

VP>n fnp_ IEI‘;E{ (fk)

i. Montrer que (f,,) est une suite croissante de fonctions continues par morceaux

sur I.

p=n

ii. Montrer que f,+1, < fn, pour tout p >n+1

iii. Justifier la convergence des intégrales [, , = / fnp (x) dz pour tout p > n et montrer

que la suite (]n,p)p>n est convergente. On notera [, sa limite.
(b) Justifier 'existence d'une suite strictement croissante d’entiers (py), .y telle que :

1
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On note g, = fup,-

i. Montrer que la série > (g, — gny1) converge simplement sur I vers gq.

ii. Montrer que [gns1 — gnl <2 (fapnsr — Srpn) +9n — gns1 (on peut utiliser max (0, a) =

a+ ]a\)
— )
+oo
(¢) Conclure en utilisant 0 < f,, < g, = > (9k — Jr+1) -
k=n

6. Déduire de ce qui précede le théoreme de convergence dominée :
si (fn)pey st une suite de fonctions continues par morceaux sur I = [a, b a valeurs réelles telle
que :
— la suite (f,), oy converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux ;
— il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur J a valeurs réelles positives telle 'intégrale

b
/ ¢ (x) dz est absolument convergente et | f,| < ¢ pour tout n € N;
a

alors les fonctions f,, et f sont absolument intégrables sur I avec :

/abf(:c)d:c:ngrfoo/abfn(x)dx



