1

+o0
Calcul de #
n=1

Enoncé

+oo 1 7T2

Le but de ce probleme est de calculer de plusieurs facons la somme =

n=1 n? 6 '

Il est 'occasion de revoir les points de cours suivants :

On notera (S,)

1.

2.

3.

convergence des suites réels croissantes majorées ;

convergence des suites réels adjacentes ;

fonctions trigonométriques ;

racines complexes de I'unité ;

relations entre les coefficients et les racines d’un polynome complexe ;
intégrales de Wallis ;

développements limités ;

développements en série entiere ;

convergence normale et uniforme des suites de fonctions, continuité ou dérivabilité de la limite,
intégration terme a terme des séries de fonctions;

théoremes de convergence monotone et dominée ;

séries de Fourier, théoremes de Dirichlet et de Parseval ;

changement de variables dans une intégrale double;

théoreme d’Abel pour les séries numériques ;

polynomes de Tchebychev ;

produits infinis.

n>1 12 suite définie par :

3

Yn>1, 5, =
k=1

1
ﬁ.

1
— I — Convergence de la série )  —
n

Démontrer que, pour tout entier £ > 2, on a la majoration :

1 1
S
kK2~ k-1

| =

. . 1 . 1
En déduire la convergence de la série ) — et donner un majorant de la somme S = —-
n n=17
On considere la suite (7},),,, , définie par :

1
Yn>1,T,=5,+—.
n

Démontrer que les suites (S,,),~; et (T5),~; sont adjacentes et donner un encadrement d’am-
plitude 107! de la limite commune S de ces deux suites.

Montrer, par comparaison a une intégrale, la convergence de la suite (Sn)n21 :



1
4. Sachant maintenant que » —; converge, montrer que :
n

= 1 3I% 1
;(2n+1)2 :Z;ﬁ

et :

*i(—nn_ 1<X 1
nz2 2 n2’

n=1 n=1

— IT — Utilisation de racines complexes de 'unité

T
1. Montrer que pour tout réel z € ]0, 5 [, on a :
0 <sin(z) < z < tan ()

et :
1
cotan? (z) < — <1+ cotan? (z) .
x

2. Pour tout entier n > 1, on note :

Montrer que :

(2n+ 1)~ 1
) < T
2 2
s k:lk

T, <

3. Nous allons montrer, en utilisant les racines du polynéme P, (z) = (z 4+ 1)***

que :

zn: cotan? km _n (2n —1)
2n+1 3

k=1
(a) Vérifier que P, est un polyndéme pair de degré 2n.

(b) Montrer que les racines complexes du polynéme P, sont les :

km
2n+1

zk:icotan< )et—zk,oﬁlgkgn.

(c) Montrer que :

T - cotanz( km ):n(2n—1)
n 3 M

4. Conclure.

5. En déduire que :

- (Z o 1>2n+1



6. En utilisant les idées qui précedent, montrer que :
400 1 4

nt 90

n=1

L’idée de cette preuve est due & IOANNIS PAPADIMITRIOU (The American Mathematical Monthly,
Vol. 80, avril 1973, pages 424-425). On pourra aussi consulter A. M. YAacrLoMm, I. M. YacLowm.
Challenging Mathematical problems with elementary solutions. Vol. II. Dover, 1987, pb. 142 et 145.

— IIT — Utilisation des intégrales de Wallis

Pour tout entier n € N, on pose :

jus

I, = /2 sin?" (¢) dt.
0

2n
2n+1
22n<n!>2 22n

(b) En déduire que pour tout n € N, on a : [ = o =25 = 5 -y

(a) Démontrer que pour tout n > 1,ona: I, = I q.

2. Montrer que, pour tout x € [—1,1], on a :

400 n
arcsin (l’) = Z WIZ"H
n=0

la convergence étant uniforme.

T T
3. Montrer que, pour tout t € [—5, 5} ,on a:

+o0 n

_ 2n s 2n+1
=2 GO
n=0
la convergence étant uniforme.
4. Déduire de ce qui précede que :
“n+1) 8 “—n? 6

L’idée de cette preuve est due & Boo RiM CHOE (The American Mathematical Monthly, 1987).
— IV — Encore une utilisation des intégrales de Wallis

Pour tout entier n € N, on pose :

3 >
I, = / cos™ (t)dt, J, = / t* cos®™ (t) dt.
0

0

2n—1
2n

(a) Démontrer que pour tout n > 1, on a: I, = I, 1.



(2n)! © C3m
22m(pl)22 220 2’

(b) En déduire que pour tout n € N, on a : I,, =

2. Soit n > 1.

(a) Montrer que :
L,=n2n—1)J,_1 —2n*J,.
(b) En déduire que :

W = K,_1 — K,.

22 (nl)?

oﬁonanotéKn:W
n)!

J,, puis que :

Te=1 73
IS T g,
12— K
k=1
3. Nous allons montrer que lim K, = 0.
n—-+o0o
T T
(a) Démontrer que, pour tout réel x € [0, 5], ona:zr< 5 sin .

(b) En déduire que, pour tout entier n, on a :

w21, 3
0<Jp< 77—, puis 0 < Ky < ————
= =8y P 16(n + 1)
En déduire que 3 — = &
(c) En dé u1requenzzjlﬁ_g.

L’idée de cette preuve est due & MATSUOKA (The American Mathematical Monthly, 1961).
— V — Utilisation du noyau de Dirichlet et de Fejér

Pour cette partie, x est un réel dans |0, 7|, n un entier naturel non nul et on note :

n

To(x)=>_e* C,(x) = cos(kx), S, () =Y sin(kr),

k=1

k
n+1

Tn(x):Zk‘COS(kx),Fn(x)zl—l-QZ(l— )cos(kx).
k=1 k=1

1
(les 3 + C,, sont les noyaux de Dirichlet et les F,, les noyaux de Fejér).

1. Montrer que :
_ i"—HwSin (%[L’)
I () = ez () (o)

2. Montrer que :

C, () = cos (” . 1x) (52) g () = sin (” . 1x> sin (32)

sin (§) sin (%)




3. Montrer que :

4. Montrer que :
2n+1 2 (ntl
Tn@)_n—Qi—lsm( )_lsm.gzx)
sin (2) 2 sin (5)

5. Montrer que :

Ce résultat est-il encore valable pour x = 0 et pour x =77
™

6. Calculer I, = [ xcos(kx)dx pour tout entier k > 1.

S—

7. Montrer que Z In(n) + 1.

wh—‘

8. On note G, = [ xF, (z)dz. Montrer qu’il existe une suite (), -, convergente vers 0 telle

0
G 7T2+22n:—(_1)k_1+
= — .
2 T

9. En utilisant 5. montrer que lim G, =

que :

n—-+o0o
oo (=1)" =1 72t 1 2t (=1)" 2
10. En dédui —_— = — =—ct = ——.
n déduire que nz::l 3 PRI e nZ:: G

L’idée de cette preuve est due a STARK (The American Mathematical Monthly, 1969).

— VI — Utilisation d’une intégrale double

1.
(a) Montrer que :
ln 1—
ZnQ o
(b) En déduire que :
i’f 1 / / dady
=1 n2 [0’1]2 1-— Ty
2.

(a) Montrer que 'application ¢ : (u,v) — (u — v,u + v) est un C'-difféomorphisme de R? sur
lui méme et préciser son inverse.

(b) Déterminer I'image par ¢! du carré [0,1]*.

(¢) Montrer que pour tout u € ]0,1[, on a :

u :
arctan (—) = arcsin (u)
1 —u?

et :

. 1—u 7w  arcsin (u)
arctan [ — | = - — ——=
4 2



2

drdy L

(d) En utilisant le changement de variable (z,y) = ¢ (u,v), montrer que //1 =5

+00
1 2

en conséquence E — = —.
n? 6
n=1

L’idée de cette preuve est due a APOSTOL (The Mathematical Intelligencer, 1983).

— VII — Utilisation du théoréme de Parseval

On désigne par f la fonction 27-périodique définie par f (x) = x pour x € |—m, 7| et f(—m)

f(m)=0.
1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de f.
+oo
2. En déduire la valeur de 2_2 en utilisant le théoreme de Parseval.
n
n=1

— VIII — Utilisation du théoreme de Dirichlet

On désigne par f la fonction 27-périodique définie par f (x) = |x| pour x € [—m, 7].

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de f.

400 1 +00 1
2. En déduire la valeur de 2—2 et de Z_z en utilisant le théoreme de Dirichlet.
(2n+1) n

n=0 n=1

— IX — Utilisation des théoremes d’Abel et de convergence dominée

1. Montrer que, tout réel z et tout réel ¢t € |—1,1[ la série > t"!sin (nz) est convergente et
calculer sa somme. On notera f (x,t) cette somme.

2. Montrer que, pour tout réel x € ]0,7[, on a :
T—

/Olf(x,t)dt: —

3. Monter que, pour tout réel x € |0, 7[, on a :
T—x

f sin (nr)
no 2

n=1

cos (nx
(a) Montrer que la série ) # est uniformément convergente sur R. En notant F'(z) la
n
somme de cette série, Montrer que la fonction F est continue sur R.

(b) Montrer que pour tout z € |0, 7|, on a :
Z sin (kz)
k=1

1

=@

r—T

(c) Montrer que F' est dérivable sur |0, 7[ de dérivée



+oo 1 2
(d) En déduire que Z 5=

— X — Utilisation des polynomes de Tchebychev et de développements limités

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe deux polynoémes P, et @), de degré n tels que
sin ((2n + 1) z) = sin (z) P, (sin® (z)) et cos ((2n + 1) z) = cos (z) Q,, (sin” (z)) pour tout réel
x. On vérifiera que ces deux polynomes ont le méme coefficient dominant a,, = (—1)" 4" et que
P,(0)=2n+1et @, (0) =1 (les P, sont des polynomes de Tchebychev de deuxieme espece).

2. Retrouver le résultat de la question précédente avec :
el T — cos (2n + 1) ) +isin ((2n + 1) x) .

3. Déterminer les racines du polynéme P,, pour n > 1.

4. Montrer que, pour tout réel x et tout entier n > 1, on a :

( sin? () )
el sin <2n+1)

1

sin? (27]:11)

’:]:

sin((2n+1)x) = (2n+ 1) sin (

5. En déduire que :

3

L 6
(2n +1)° (2n +1)°

k=1

2 T
(a) En utilisant I'inégalité sin (x) > —z pour = € }07 5 [, montrer que pour tout entier ng > 1
T

et tout entier n > ng, on a :

6 1
0 S 1- 2 : km S
(2n+1) ,; sin® (3u57) (2n 172, ;ﬂ 2
(b) Montrer que, pour tout entier nog > 1, on a :
6=l 3 < 1
0S1-5> 555 2 =
k=1 k=nop+1

(c¢) Conclure.

L’idée de cette preuve est due a KORTRAM (Mathematics Magazine, 1996).

— XI — Une courte preuve due a Euler

2

1. Montrer que, pour tout réel x € R\ 7Z, le produit infini [ (1 —
e T (1- =) #0
(1. c. nl;ll ( — W) # )

T
2. En utilisant X.4. montrer que, pour tout réel xz € ] 35 [ et tout entier n > 1, on a :

converge strictement
n?m?

sin ((2n + 1) x) = (2n + 1) tan (z) cos™ ™ (z) H (1 — tan_(;?))

2
k=1 tan (2n+1



i
. Montrer que pour 0 < x <y < 5 on a :

tan (x)

0<
tan (y)

x
. Montrer que lim cos" (—) = 1 pour tout réel z € ]0,7[.
n—-+4oo n

. Montrer que, pour tout réel = € [—7, 7], on a :

. Conclure en identifiant les coefficients de z® dans le développement limité a 'ordre 3 de ce
produit infini et de sin .



Solution

1
— I — Convergence de la série ) —
n

. Pour £k >2,ona:

1< 1 1 1
K2 T k(k—-1) k-1 k&
Pour n > 2, on a:
"1 - 1 1
S, =1 — <1 — =
+YEee ()
k=2 k=2
"1 "1
<1 — ) =
14> 75 2
k=2 k=2
n—1 n
<1+ ! 1—2 1<2
- k ko n =
k=1 k=2

La suite (S,),~; est donc une suite croissante (sommes de réels positifs) majorée par 2 et en
conséquence convergente de limite S € |0, 2].
De maniere plus générale, pour « > 1etn > 2, on a :

n

>

k=2

1
-1

1
(k—1)~"

1
- kafl

"1
Sn(a):1+zﬁgl+a
k=2

1 1

<1+

a—1

>

k=

[\

(k-1 Z

)

ka—l

1
a—1

1

"1
ka—l-_

ko~

<1+

(- Se

)

<

I'inégalité, pour k > 2 :

venant de :

1 k

ka

1 1
{_oz — 1ot

1
(k—1)*"

/’“ dt
< _— =
k-1 t¢ k-1
et )

S a-—1
. La suite (5,),, est croissante puisque chaque terme S, est somme de réels positifs.
Pour tout n > 1, on a :

ce qui signifie que la suite (7},),~, est décroissante.
Puis avec : )
lim (7, — S,) = lim —

n—-—+00 n—-+oo N

|

1
ka—l

_ 1
(n+ 1)2

1

n

1

Toi1 — T =
+1 n+1

1
— <0
n(n+1)

0,



on conclut que ces deux suites sont adjacentes et en conséquence convergentes vers une méme
limite S.

.. 1
En choisissant n tel que — < ¢, les encadrements S,, < S < T,,, nous permettent de donner des

n
valeurs approchées de S d’amplitude . Par exemple, pour n = 10 et n = 11, on obtient :

SlO <SH <S<T11 < Tio

avec
1968 329 9239 437 889
— % 154 = 2270 .
51 1270 080 549 < Su 153679 680 058
et :
22921 699 2095 337
Ty = 22722077 164 Tro = 22220 164
1 13970880 6407 < Tho = 15757080 649
Avec :

S1o < 1.5 < 811 < S < T <1.641 < Ty

on déduit que 1.55 est valeur approchée par défaut de S a 107! prés et 1.641 une valeur

approchée par exces a 107! pres.

On peut montrer de maniere un plus générale, en utilisant le théoreme sur les suites adjacentes,

que, pour tout réel a > 2, la série ) — est convergente. Pour ce faire on utilise les suites
n

(Sn (@), et (T (@), définies par :

Z—etT =5, (o) + !

La suite (S, (@)),>, est croissante puisque chaque terme S, (@) est somme de réels positifs.
Pour tout n > 1, on a :

L l@) =Tula) =1 +1 )* <na11 (o +11)“1)

avec

1 _ 1 ( 1 1 )
(n+1)* a—-1\n*1t (n4+1)*"
ce qui donne :

T (@) — Ty (@) < <ai1 _ 1) (nall _ (n+11)a1> <0

pour o > 2 (dans ce cas . 1= . < 0), ce qui signifie que la suite (7}, ()),~, est
—_— O{ —_— -
décroissante.
Enfin avec : ]
lim (7, («) — Sn = i =0,
Jim (To(a) = Sa(a)) = hm o~

on conclut que ces deux suites sont adjacentes et donc convergentes vers une méme limite.

1
. La fonction ¢t — — étant décroissante sur R, on a :

t?
k k
szg,/ ﬂz/ a_ 1
k1 2 w1 K2 K2

et pour tout n > 2, on a :

1

La suite (S,),cy est donc croissante majorée et en conséquence convergente.

10



1
4. La convergence de ) — nous assure celle de ) ———— et ) ~——etona:
n

n? (2n+1)
+oo +oo +oo
1 1 1 1
S = — =) — 4+
n=1 n2 4n:1n2 nZ:()(QTL + 1)
donc :
i’i 1 31 3
“—~ (2n+ 1)2 4 — n? 4
et :
*i(—n" IR X1
n=1 7’L2 4n: n2 (2n + 1)2
1 3 S
=-S—--5=——
4 4 2

— IT — Utilisation de racines complexes de 'unité

7
1. En utilisant le théoreme des accroissements finis, on a, pour tout réel x € }0, 5 [ :

{0<sin( x) =sin (x) —sin (0) = xcos (¢;) < x
tan (x) = tan (z) — tan (0) = z (1 + tan® (d,)) > = > 0

avec 0 < ¢,,d, < x, ce qui donne :
0 <sin(z) < z < tan ()

ou encore :
1
0 < cotan (x) =

1
< —<
tan(x) x = sin(x)
et :

1
cotan® () < — =1+ cotan® ().

< JE—
z? " sin? (x)

L’inégalité 0 < sin (z) < x < tan (x) peut aussi se justifier géométriquement (figure 1).
2. En utilisant ’encadrement (1), on a pour tout k& compris entre 1 et n :

o km _ 2n+1) 1 <1+ cot km
cotan — cotan?
2n +1 w2 k2 2n +1

et en sommant :

2 k2
k=1
3.
(a) On a:
41 _ i 2 | N~ 241241
(z+1) E Cln2" = E n+1Z + ZOC%HZ
2n+1

n+l _ 2n+1—k 9
(Z — ) n+ Z 2n+1< ) n+ k _ Z n+1223 + Z C ]+1 525 +1

11



tan(z} ———————

sin(z)— — —

Fig. 1 -

et :
Pp(2)=(z+ 1) = (z = 1) = Z 127

Le polynome P, est donc pair et de degré 2n. Il a donc 2n racines complexes.

Comme P, (1) = 22" £ 0, 1 n’est pas racine de P, et dire que z € C est racine de P,

o <ot z+1 : N Py
équivaut a dire que z # 1 et Z = est une racine (2n + 1)-éme de 'unité différente

z+1

de 1 (la fonction homographique z — réalise une bijection de C\ {1} sur lui méme).

Pour toute racine z de P,, il existe donc un entier k£ compris entre 1 et 2n tel que :

z+1 2k
= e 2n—+1
z—1
ce qui entraine :
421@1\' i kT ;_km kr
't 4 1 't 4 ¢ "ot CcOs (2n+1)

= - 2k - km -k =

km
elantl — 1 e'ant1 — ¢ 'Znt1 78in (2 +1)

ot ( km ) i
= —{cotan =
2n+1 tan(%’:il)

i
22 tan (577)
compris entre 1 et n nous fournissent k racines distinctes de P,. Du fait de la parité de
P,, les —z; sont aussi racines de P,. On a donc ainsi 2n racines distinctes de P, et on les
a toutes puisque P, est de degré 2n.

La fonction tan étant strictement croissante sur } [ les z = , pour k

12



(c) On a P, (2) = 2Q, (%), ott Q, (2) = 3. C32. 127 et les 27, pour k compris entre 1 et n

7=0

s
sont les racines de @,, (la fonction tan? est strictement croissante sur ]O, 5 [, donc les 27

sont deux a deux distincts et @, est de degré n). On a donc, en notant ay = Cir, | les
coefficients du polynoéme @, :

et avec :

on déduit que :

k

n

4 _
Zp =
1

- km - Uy
2 _ 2 _Yn 1
3" cotan (2n+1) Sy
k=1 k=1
Conit _ Chun (2n)! n(2n—1)
Con Cont1 3 (2n—-2)! 3
ot T, — n(2n —1)
3
. On a donc : )
n2n—1) 2n+1)7° &1 2n (n + 1)
T, = — < T, =—"7"
3 2 EEN + 3
k=1
soit :
2n — 1 1 2 1
Vn > 1, 2fill——%<: — < nin+ l
3(2n+1)° <k 3(2n+1)
et faisant tendre n vers 400, on en déduit que
2 G
—~n 6
. Ona:
f 1 3 f r 32 B 2
(2n+1)° 44=Zn? 46 8
. En gardant les notations du 3.c. on a, pour n > 2 :
- 2.2 _ dn-2
Z 9% =
1<j<k<n
Gt _ o (2! n(2n—1)(n—1)(2n —3)
a Cinia - Cont1 S5l (2n—4)! 30

n 2 n n
(Z z,%) = Z Z 42 Z 2]22,3
k=1

k=1 1<j<k<n

n 2 n
(Z z,%) -2 Z z?z,%
k=1

1<j<k<n

n?(2n—1)° n@2n—1)(n—1)(2n - 3)

9 15
n(2n—1)5n(2n—1)—-3(n—1)(2n — 3)
3 15
n(2n —1) (4n* +10n — 9)
45

13



soit, pour n > 2 :

_ n(2n — 1) (4n* + 10n — 9)
—Zcotan <2n+1) 15 .

cette identité étant encore valable pour n = 1.
En utilisant 'encadrement (1), on a pour tout k& compris entre 1 et n > 1 :

km 2n+1)" 1 km km
4 4
cotan (2n+1> < " T < 1+ 2cotan? <2n+1)+cotan (2n+1)

et en sommant :

2n+1)" < 1
k=1
soit :
n(2n—1)(4n2—|—10n—9 2n+1 Z n(n+1)n%+n+3)
45 S 45
ce qui donne :
n(2n —1) (4n* + 10n — 9) Z nn+1)(n*+n+3) ,
™
45 (2n +1)* - 45 (2n 4+ 1)*

et faisant tendre n vers 400, on en déduit que

St 90

— III — Utilisation des intégrales de Wallis

(a) Une intégration par parties donne, pour n > 1 :

[n _ /2 Sin2n (t) Sin (t) dt _ |:_ Sin2n (t) coS (t):|0g —|— 27’1, / ’ Sin2n_1 (t) COS2 (t) dt
0 0

Jus

zzn/”gﬁW*@)@—sm%wyﬁzgnuwl—h)

et :
2n

om+1 "t

n:

(b) On procede par récurrence sur n > 0.
Pour n = 0,0on a :

us

%:/%m@ﬁ:1
0

et supposant le résultat acquis au rangn —1 >0, on a :

_ 20 272((n—-1))? (2n)*  2272((n — 1)1)?
"2n+1 (2n—1)! (2n+1)(2n) (2n—1)!
- 22n<n|)2 _ 22n

S 2n+ 1D (2n4+1)Cy,

14



2. La fonction f : x + arcsin (z) est continue sur [—1,1], dérivable sur |—1, 1] avec, pour z €
]—1,1] :

n

/ ~2n 2n

ce qui donne :
“+o00

arcsin (x) = Z 2t
“—~ (2n+1)2

le rayon de convergence de cette série entiere étant égal a 1.
n
2n

En notant an = m,

on a pour tout x dans [0, 1] et tout n >0 :

n —+o00
0< E aprFtt < E apr*™ ! = arcsin ()

k=0 n=0

et faisant tendre x vers 1, on en déduit que pour tout n > 1, on a :

0<Z g

+o0
ce qui implique la convergence de la série & termes positifs »_ a,.
n=0
Avec |a,z*" ™| < a, pour tout pour tout x dans [—1,1] et tout n > 0, on déduit que la série

>~ ap,z®" ! est uniformément convergente sur [—1, 1] et sa somme est continue sur cet intervalle.

+oo
Comme elle coincide avec f sur |—1,1[, on déduit que f (z) = >_ a,z*"™ sur [—1, 1] puisque
n=0
f est aussi continue sur cet intervalle.
3. Pourt e [—5, g] ,x=sin(t) € [-1] et on a:

~+o00 +00
: Cs, 5 o .
t n n+1 2n 2n+1 t
= arcsin (z) = HEZO ont 1o oo = nEZO @nt 1)om sin (t)

&

n

2n s 2n+1 2n
[ [ t [
(2n + )22 " ()’ = (n+1)2m© Z(2n+1)22”

la convergence étant uniforme puisque

converge.

. c s N m . ny ;
4. La convergence uniforme nous permet d’intégrer terme a terme sur [0, 5} I'identité précédente,

ce qui donne :
r / i f __ G / g (t) dt
R = sin
8 0 —~ (2n +1)22 J,
+o0

2n+122”n — (2n+1)°

et :
+oo 2

T
_:_Z @nt1)? 6

n=1
— IV — Encore une utilisation des intégrales de Wallis
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(a) Une intégration par parties donne, pour n > 1 :

s s

I, = /02 cos™ 1 (t) cos (t) dt = [cos™ " (t)sin (t)]g +(2n—1) /02 cos® 2 (t) sin? (t) dt

™

=(2n—1) /02 cos™ % (t) (1 — cos® (1)) dt = (2n — 1) (In—1 — I,,)

et :

(b) On procede par récurrence sur n > 0.
T
Pour n =0, ona[0:§.

Supposant le résultat acquis au rangn —1 >0, on a :
2n—1 (2n-2)! 7«
T 2 (—n)P2 @0 22 ((n— 1))
2n)! © O«

T om(p)?2 222

~2n(2n—1)  (2n—2)!

T
2

(a) Une intégration par parties donne pour n > 1 :

Jus

% s 2
I, = / cos™ (t) dt = [t cos™ (1&)}02 + 2n/ tsin () cos®* (t) dt
0 0

%
= 2n/ tsin () cos®™ () dt = 2nl/,
0
puis une deuxieme intégration par parties donne :
2 :
I = [— sin (t) cos®™ (t)]
2 0

= 75 (o (@) = (20— ysin? (0 cos 2 1) a

s
2

z 2 z 2
=(2n—1) / = sin? (¢) cos® 2 (t) dt — / = cos®™ (t) dt
0o 2 0o 2

2

s t2 us t2
=(2n—1) / 5 (1 — cos®(t)) cos™ 2 (t) dt — /2 3 cos™ (t) dt
0 0

™

7 42 bl
=(2n—1) / %(3082"_2 (t)dt — n/ t* cos® (t) dt
0

0

ce qui entraine :

™ ™

I,=n(2n-1) /2 t? cos®™ 2 (t) dt — 2n? /2 t* cos®™ (t) dt
0 0

=n2n—1)J,_1 — 2n*J,.

16



(b)

Utilisant la valeur de I,,, on a :

2n)!
L)Qz =n2n—1)J,_1 —2n%J,
220 (nl)” 2
et :
T n(2n—1)2°" (n!)® 20222 (n!)?
4n? 2n2 (2n)! et 2n2 (2n)! "

_ 22 ((n— 1)!)2J 22 (n))’
2n-2) "' (2n)
= Np—1— Kn

In

227 (nl)?

ﬂ J..
(2n)!

Il en résulte que :

en notant K, =

n

T 1
T2 75 = > B — Ky) = Ko — Ky = Jo — K,
k=1

k=1

3

avec Jy = 72T—4

i
La fonction sin étant concave sur [O, ﬂ , son graphe est au dessus de la corde d’extrémités
s 2
(0,0) et (5, 1) , ce qui se traduit par sin (x) > —uz.
T

2 T
On peut aussi étudier les variations de la fonction ¢ : x + sin (x) — —z sur [O, 5} . Cette
T

fonction est de classe C* sur R avec ¢” (x) = —sin (z) < 0 pour x € ]O, g [, donc ¢ est
2 2

strictement décroissante sur [O, g} avec ¢’ (0) =1——>0, ¢’ (g) = —— < 0, il existe un
T T

™
unique ¢ € ]0, 5 [ tel que ¢’ (¢) = 0 et ¢ est strictement croissante sur |0, ¢[, strictement
T

décroissante sur ]c, %[ avec p (0) = ¢ (2

) = 0 (dessiner le tableau de variations). Il en
résulte que ¢ (z) > 0 sur [O, g} .

Pour tout £ € [0, g} ,on a:

2 2 2n 41 21,
0<J, < (I, 1, ™ (- _ |
S sl “) =7 < 2n—|—2> 8(n+1)
Ce qui donne :
0< K 722”(71!)2 77TJn<7T ™™ 3
-0 2n)! " 21, 28(m+1) 16(n+1)

17



(c) De ce dernier encadrement, on déduit que liril K,=0et:
n—-1+0oo

pucol | no1 g2
soit — = lim — = —.
712::1 n?  n—too 7 k? 6

— V — Utilisation du noyau de Dirichlet et de Fejér

. Comme € # 1, on a :

. OnaC,(x)=R(J,(z)) et S, (x) = (Jn (z)), ce qui donne :

C, () = cos (“ u 11;) S;?n(é:’;) . 8, (z) = sin (” u 1x> Ssi?n((%;)) |

. Avec:

on écrit que :

18



1 P gin (n + 1x> cos () B lsin <n + 1x> sin (2x) cos (%)
2 2 sin (%) 2 2 sin? (%)
_ n+1sin (2”2“95)
> n(y
_ lsin (n +1 ) cos (gﬂf) B lsm <n + 1$> sin (%x) cos (%)
2 2 sin (%) 2 sin® (£)

okl Sif;fn(f)x) SEL rf%;") (cos (2 sin (£) + sin () cos (2))

5. On a : 5
F,(x)=142C, (z) — ———] ()
avec : -
20, (SL‘) 1 = Sln‘(Tx)
n (2
(question 3.) et :

2 (z) = sin (Q"T“x) 1 sin? (”7“33)
n+1 ¥ sin(%) n+1 51112(%) ’

ce qui donne :

1 sin? (”T’le)
n+1 sin® (%)

est continue sur |0, 7| avec lim ¢, () = n + 1, elle se prolonge donc par continuité en 0 en
z—0

La fonction F}, est en fait définie et continue sur R et la fonction ¢, : z +—

posant ¢, (0) = n+ 1. Comme les fonctions F), et ¢,, sont continues sur [0, 7] et coincident sur
10, 7, elles sont égales sur [0, 7].

6. Une intégration par parties donne :

Iy = /wa cos (kx) dx = [% sin (k:x)}

(-1)" -1
ZE

™

0

1 s
——/ sin (kz) dx
kJo

== [cos (kx)]y =

7. En écrivant que, pour k > 2, on a :
1 1 1 Fodt Fodt
k—1§t§k2>—§—:>_:/ —S/ —,
k=t k k-1 k k-1 1

on déduit que :

<In(n)+1.

T =

n
et >
k=1

19



8. La fonction F;, est en fait définie et continue sur R, donc (G,, est bien définie.

On a :
Gn:/ﬂm l—i-Zi 1- k )cos(k:x) dx
0 — n+1
:/ﬂxda:—i—an:(l— k )/ﬂxcos(kx)d:c
0 1 n+1 0
2 - k (-1 =1
= -— 2 -
2 * z::( n+1)< k2
soit : , L k
s " (-1 —1 2 (1) -1
Gp=—+2 -
2 * k2 n+1 k
k=1 k=1
avec : i
(-1 -1 "1
( )k <2 E§2(ln(n)+1)
k=1 k=1
On a donc : , N
T (=) -1
Gn—?—FQ L2 + a,
k=1
avec : .
2 | & (=D -1 1 1
o] (1) <)+ 0
n+1 k n+1 notoo
k=1
9. On a ) L
1 s 1 nrli
. /msm (22 x)da:
n+1J, sin (%)

avec :

ntl

ndly o2 1 :2 )
/ sin (u)du :/ sin® (u) du—l—/ sin® (u) du
0 u 0 u

Uu 1
1 ntl o
d 1
g/ du+/2 —“:1+1n(7“r w)
0 1 U 2

< 1), ce qui donne :

2
0<G,<— (14w ("L,
n-+1 2

10. De 8. et lim G, =0, on déduit que :

n—-4o0o

(sur [0,1],on a0 < sin (u)

u

et lim G, =0.

n—-+o0o

. = (—1)k -1 w2
l m - = —
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soit :

X)X 1 2
e
n=1

2
n —~n 4
e (c1) 1
et avec Y =—= Z , on déduit que :
n=1
+o00 +o0 2
w2
2 6 Z 12

— VI — Utilisation d’une intégrale double

On rappelle le théoreme de convergence monotone tel qu’il figure au programme de 1’agrégation
interne.

Soit (fn),ey une suite croissante de fonctions a valeurs positives, définies sur un intervalle I,
intégrables sur I et qui converge simplement sur I vers une fonction f. Si les fonctions f,, et f sont

continues par morceaux sur tout segment de I et si la suite ( / fn () d:v) est majorée alors la
I neN

fonction f est intégrable sur I et /f (x)dx = lir}rq /fn (x) d.
n—-,+oo I

I

En pratique les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur /.

On en déduit que si (fy,),cy est une suite de fonctions continues par morceaux, a valeurs positives
et intégrables sur un intervalle I telle que la série de fonctions »_ f,, converge simplement vers une

fonction f continue par morceaux sur I, alors la fonction f est intégrable sur I si la série ) / fo (x)dx
I

+oo
est convergente et dans ce cas, on a /f (x)dr = Z/fn (x) dz
I

L.
(a) Pour tout y € ]0,1[, on a :
+o0  n—1
Zy
les fonctions considérées étant toutes a valeurs positives et continues sur ]0,1[. Tenant
+oo 1 n 1 oo
compte de Z / — < 400, on déduit du théoreme de convergence mono-
n
n=1
tone que :
1 +oo 1 1 +oo
In(1— / Yy
[ =3 oy
(b) Pour y fixé dans ]0,1[, on a :
/1 de l ln(l—my)]l  In(1-y)

o l—my y 0 y

et :
dxdy ! Vode "In(1—y) X1
= dy=— | —dy=) —.
012 1 =2y 0 o 1—ay 0 Y o
2.
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(a) L’application ¢ : (u,v) — (u—v,u+v) est linéaire bijective de R? sur lui méme (son
r+y y—x
2 72

déterminant vaut 2 # 0) d’inverse ¢! : (z,y) — < ) et en conséquence

réalise un C!-difféomorphisme de R? sur lui méme.

(b) L’image par ¢! du carré [0, 1]% est le carré C de sommets ¢~ (0,0) = (0,0), ¢~ (1,0) =
1 1 11
(5, —§> ;o1 (1,1) = (1,0) et p71(0,1) = (5, 5) . En effet, en désignant par (ey, o)

la base canonique de R?, un point du carré [0, 1]2 s'écrit xey 4+ yeq avec 0 < x,y < 1 et
. . 1 1 1 1 )

son image par ¢ est x 561 — 562 +y 561 — 562 , elle est donc dans le carré C et

réciproquement tout point de C s’écrit ¢! (zey + yes) avec zey + yey € [0,1]7).

(c) Sig(u) = arctan (%) ,on apour u € ]0,1]:
—u

) VI—w? —uz=m 1 1 -
g (u) = 5 — = = arcsin’ (u)
l-u 1+ % 1—wu?

1—u?

et en conséquence g (u) = arcsin (u) + ¢, ou ¢ est une constante réelle. Faisant tendre u
vers 0, on a ¢ =0 et g (u) = arcsin (u).

V1 —u?
—Vi-vw—-(1-u) 7= 1 1 1

R (u) = Lu = — = —— arcsin’ (u)

1—u? 14 G 2V1—u? 2

De méme, si h (u) = arctan ,on a pour u € ]0,1] :

1
et en conséquence h (u) = —5 arcsin (u) 4 ¢, ou ¢ est une constante réelle. Faisant tendre

u vers 0, onac:%et h (u) :Z—garcsin(u).

(d) Le changement de variable (z,y) = ¢ (u,v) = (u— v,u + v) nous donne dzdy = 2dudv

et :
dxdy dudv
I= - T 2.2
01]21_$y 90—1([071]2)]._11/ +U
2 u 1 1—u
Lt et
0 ,ul—u —+ v % ,(1,1‘)1—’& —+ v
1
5 u dU 1 1—u dU
=4 ——|d —— | d
(/0 (/0 1—u2+v2) “+/; (/0 1—u2+v2) “)

avec, pour u fixé dans 0, 1] :

/ dv 1 / dv 1 / dv
— - = 5
1—wu2+0v2 1 —u? — 1 —u? 1+( v )
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ce qui donne :

- = ————arctan | —— | du ———arctan | — | du
0o V1—u? 1 —u? 1 /1 —u? V1—u?

2

1
2 arcsin T 1
— — —arcsin (u )) du

omd+/m< 2

_ [arcsm (u)}é Z % [arcsin2 (U)K

2 ], 2

_7r2+7r<7r 7T> 1 /7% 7?2 _7T2
72 4\2 6 2\ 8 72) 24
et I = 7r_‘
6
— VII — Utilisation du théoréme de Parseval

On rappelle que si f : R — R est une fonction continue par morceaux et 2w-périodique, alors ses
coefficients de Fourier trigonométriques sont définis par :

1 ™
VneN, a, = —/ f(t)cos(nt)dt
™ —T

et :
Vn € N*, / f(t)sin(nt)d

La série de Fourier de f est alors la série trigonométrique :

% Z (an cos (nx) + by, sin (nx))

2
n>1

(écrire cette série ne signifie pas qu’elle converge!)

1. Comme f est impaire sur |—m, 7|, les a, sont tous nuls et les b,, sont donnés, pour n > 1, par :

2 T 2 t ™ 2 T
b, = —/ tsin (nt) dt = — {—— coS (nt)] + — cos (nt) dt
0 T n 0 nm 0
_1)n+1
n

2. Comme f est continue par morceaux sur R, le théoreme de Parseval nous dit que :

2 [T <=

- 2(t)ydt =Y b

L) roa=3
soit :

+oo T 2
Z 1 2 9 T
4n:1 _n2 - %/0 t dt - 2—3

&
3M|,_.
|
o3
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— VIII — Utilisation du théoreme de Dirichlet

1. Comme f est paire sur [—m, 7], les b, sont tous nuls et les a,, sont donnés, pour n > 1, par :

2 [T 2|t " 2 [T
a, = —/ tcos (nt)dt = — [— sin (nt)} — — [ sin(nt)dt
0

T |n o N o

Pour n =0, on a :

2 ™
CL[):—/ tdt ==
T Jo

2. Comme f est continue et C' par morceaux sur R, le théoréme de Dirichlet nous dit que pour
tout réel x, on a :

“+o0o
f(x)= % + Zan cos (nx)
n=1

soit, pour x € [—m, 7| :

T 4=Rcos((2n+ 1))
|5U’:§__Z 2
T (2n+1)

Prenant x = 0, on déduit que :

~(2n+1)" 8
et :
n:n2_3n:1(2n+1)2_6'

— IX — Utilisation des théoremes d’Abel et de convergence dominée

On rappelle le théoreme de convergence dominée tel qu’il figure au programme de 'agrégation
interne.

Soit (fn),ey une suite de fonctions définies sur un intervalle I, a valeurs complexes et qui converge
simplement sur I vers une fonction f. Si les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur tout
segment de I et §'il existe une fonction ¢ : I — RT intégrable telle que |f, (z)| < ¢ (x) pour tout

n € Net tout x € I, alors les fonctions f, et f sont intégrablessur I et [ f (z)dx = lir}rq /fn (x) du.
I T Jr

1. Pour tout entier n > 1, tout réel x et tout réel t € |—1,1[, on note :

Sy (z,t) = Ztk_l sin (kx)
k=1
la somme partielle de la série considérée.

On a:
n n n—1
Sp(z,t) = <Z tk’—leik‘x> - g (e”’ (teix)kl) _ g <e“” (te”)k>
k=1

k=1
1= tneinx
= % e’LI—'
( 1—tew )
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et pour |t/ <1, on a:
lim S, (0 8) =9 (—— ) = — L g _p)
n—too 1 —tew 11 — teiz|?
B sin (z)
1 —2tcos (x) + 2

= f(z,1).

. Pour tout z € |0, 7|, on a :

1 . 1 dt . ' dt
/0 J (1) dt = sin (x) /0 1 —2tcos () + t? = sin(2) /0 (t — cos (z))* 4 sin? ()

a sinl(x) /o1 - (t —dzos (g;)>2

sin ()

t—
(sin (x) # 0 pour = € |0, 7[) et le changement de variable u = t=cos(w) nous donne :

sin (z)

[ rena= | o [
x, = -
0 _cos(@) 1 4 u? — cotan(x) 14 u?

sin(x)

T
= arctan (tan <§>) + arctan (cotan (x))

— g + arctan (cotan (z))

T
et avec arctan (cotan (z)) = 57 (cette fonction est définie et dérivable sur |0, 7[ de dérivée

1 1
—— Ty — —1, elle est donc égale a —x +cet x = T donne ¢ = E), on déduit que
sin® (z) 1 + Z?EQ(Z) 2 2

! T—x
/Of(x,t)dt: 5

. Pour z fixé dans |0, 7[, la suite de fonctions (S, (z,)),>, converge simplement sur 0, 1[ vers

la fonction t — f (z,t), toutes les fonctions considérées étant continues sur |0, 1] avec :
1= tneinx 1= tneinx
|Sy (z,t)] = ‘% (e“—) m

1 — tet= 1 — tet

< 2 B 2 — ()
|1 —te]*  1—2tcos(x)+ 12 ¥

la fonction ¢ étant continue sur [0, 1], donc intégrable. On déduit alors du théoreme de conver-
gence dominée que :

- 1 1 1 n
T 5 - / flet)ydt= lim [ S,(z,t)dt= lim (Z tk_lsin(k:x)> dt
0 0

n—-+o0o 0 n—-+o0o P

_ 1 i sin (kz) f sin (nz)
~ o E n o

k=1 n=1

1
< —, on déduit que la série converge normalement, donc uniformément
n

cos (nx)

(a) Avec o

convergente sur R.

cos (nzx)
n2

convergence de la série de fonctions est uniforme.

Les fonctions x — étant continues sur R, il en est de méme de F' puisque la

25



(b) Pour z € ]0,7[, on a :

k=0 k=0
N eln+1x 7I1'L+1‘,L, anll‘ N iﬂxsln nT—H':L’)
- e'2 ez — el3 A sin (5)
2
et :
1
sin (%) sin (%)

cos (nx) sin (nx)

(c) Chaque fonction x — est continue sur R de dérivée x — —

2

n n

n

Z sin (kz)| <

L
p ~ sin (%)

décroissant, le théoreme d’Abel nous dit alors que la série )

1
Pour x € [0, 7[et n > 1, on a et la suite (—) tend vers 0 en
n>1

n

n (nx)

est convergente (ce
T

que l'on sait déja avec pour somme) et qu’'on a la majoration des restes :

2 1
- sin(;—”)n—kl'

| Ro ()] =

T—2 ~=sin(kz
2 _; k

T €
Pour € € |0,7[ et z € [e,m —¢], on a sin (5) > sin <§> (la fonction sin est croissante

2 1
——— ——— pour tout n > 1. La série ) sin (n2)
sin () n+1

uniformément convergente sur [, T — ¢] pour tout € € |0, 7[.

est donc

sur [o,g]) et |R, (z)] <

Il en résulte que la fonction F' est dérivable sur |0, 7[ de dérivée F’ ( Z
r—T i
2
(d) On a:
F(x)~ F(0)=lmF(x <)~ F —hm/ F(8) dt
T—E& t _ t _
— lim St = / Tt = T
e—0 € 0 4
+oo 1 +oo( )n 1 +oo 1 ' ‘
avec F'(0) n_lﬁ t F(m) = ; 5= _§;ﬁ’ ce qui donne :
3 Senl 7
“F0)=2) —=—
2 (0) 2=n? 4
T 1 w2
Yy ==
¢ n=1 TLQ 6

— X — Utilisation des polynéomes de Tchebychev et de développements limités

26



1. Pour n =0, By = Q9 = 1 conviennent.
Pour n =1, on a:

(z)c (
= sin () (1 — 2sin® (z)) + 2 cos® () sin ()
= sin (z) (1 — 2sin® (z)) 4+ 2 (1 — sin® (z)) sin (z)
= sin (z) (3 — 4sin® (z))

et :

cos (3z) = cos (x) cos (2x) — sin (z) sin (22)
= cos (z) (1 — 2sin® (z)) — 2sin’ (z) cos ()
= cos (z) (1 — 4sin® (z))
donc Py (t) =3 —4t et Q (t) =1 — 4t.

Supposant le résultat acquis jusqu'au rang n — 1 > 1, les polynomes P,_; et (),,_1 ayant le
méme coefficient dominant a,_; = (—1)"" 4", on a :

sin((2n+ 1) z) =sin (2x + (2n — 1) 2)
= sin (2x) cos ((2n —1)x) + cos (2z)sin ((2n — 1) x)
= 2sin () cos® _1 (sin® (z)) + (1 — 2sin® (z)) sin (z) Py (sin® (2))
() (2 (1 — sin® (2)) Qu_1 (sin’ (z)) + (1 — 2sin® (z)) Py_1 (sin® (2)))
(z) P, (sin® (z))

= sin

= sin

| Pu(t) = 2(1= ) Quy (1) + (1 - 26) Py (1
et :
P(0)=2Qu_1(0)+P1(0)=2+2n—1=2n+1.

Le polynéme P, est de degré n avec pour coefficient dominant «,, = —4a,,_; = (—1)" 4™
De maniere analogue, on a :

cos ((2n+ 1) x) = cos (2o + (2n — 1)
= cos (2z) cos ((2n —
= (1 — 2sin’® (x)) cos
= cos (z) ((1 — 2sin?
= cos (z) @, (sin” (z)

x)

1)x) —sin (2z)sin ((2n — 1) x)

() Qn-1 (sin® (z)) — 2sin’ (z) ¢

(3:)) Qn— (S.m2 (3:)) —2sin® (z) P,_4 (s.in2 (x)))
)

avec :
Qn (t) = (1 —2t) Qn1 () — 2tF—1 (¢)
et :
@n (0) = Qn-1(0) = 1.
Le polynéme @, est de degré n avec pour coefficient dominant a,, = —4a,, 1 = (—1)" 4™.

2. On peut aussi écrire que :

DT — cog (20 + 1) ) + isin ((2n + 1) z)
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avec :

¢!tV — (cos () +isin (x))*"
2n+1

= E Ch i cos™™T1F 7 gin® (7)

—ZOW cos?" 2% (1) sin’* +zZ O3 cos® 2 (1) sin? ()

n

= cos () Z (—1)F Cor 1 (1 —sin®(2))" " sin® (2)
+ isin (x) Z (—1)* CoEtl (1 —sin® ()" sin® ()

ce qui donne cos ((2n + 1)) = cos (z) Q,, (sin’® (z)) et sin ((2n + 1)z) = sin(z) P, (sin’ (z))

n n

avec Q (t) = Z( ) C2n+1 (1- t)n_k th et P, (t) = Z (_1)k C’gﬁﬁ (1= Fik.

k=0 k=0
Ces polynomes sont de degré n.

Le coefficient dominant de P, et de @), est :
n
2%+1
= _1)n ZC%L ZCQ’VH—I
k=0

ces dernieres égalités étant déduites de :

2n+1

2n+1 2n+1 C2k+1
2 i (1 + 1 " ZCZn+1 - Z 2n+1 + Z 2n—|+—1
2n+1 n
2 +1 k k: 2k 2k+1
0=(1- ! Zc2n+1 = Zc2n+1 - ZCQnL
k=0 k=0
qui donnent par addition :
92n+1 _ _ 2202n+1
et par soustraction :

2+l — 9.y — 2203];1}.

On a aussi :
P(0)=Clhy=2n+1,Q,(0)=C2,, = 1.

. Pour k entier compris entre 1 et n, on a :

:sin((2n+1) hm ):sin< hm )Pn<sin2( hm ))
2n +1 2n +1 2n+1

i k
)¢O(pour1§k§n,onao< an—l <g),donan <Sin2 (2nil>) =0

. T
avec sin
2n + 1

Les x; = sin? (

Y 1) nous fournissent donc n racines distinctes de P, (la fonction sin est
n

T
strictement croissante sur ]0, 5 [) et ont les a toutes.
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4. On a donc :

Put) = lj(t_sm (znki1>)

et :
sin ((2n + 1) z) = (—1)" 4" sin ( li[ (Sm - sin (2:1 1))
= (~1)" 4" sin (x)kf[lsiHQ (251 1) ’f[l (% = 1)

- km
2n+1= P, (0) =4"] | sin?
n+ (0) ]Hsm <2n+1)

ce qui donne :

sin((2n+1)x) = (2n+ 1) sin ( H ( L))> =, (2)

k=1 Sin (2n+1

. En identifiant les coefficients de 23 dans les développements limités de :

3
sin((2n+1)x)=2n+ 1)z — (2n+1)x3 + 0 (2°)
et de :
3 n 2
on () = (2n+1) a:—x——i-o(:c?’) H 1-— + 0 (2°)
6 81112( kn )
k=1 n+1
3 n
=(2n+1) x—x—+o(x3) 1-— Z ! z* + o (2%
6 =1 sin” (27]:11)
1« 1
— (2 1 - - 3 3
ona: ,
(2n+1) 2n + 1 = 1
— =— —(2n+1) =
6 6 =1 sin” (2:+1)
soit :
- 1
(2n+1)°=1+6 - -
; sin” (27]:+1)
ou encore :
1 6 - 1
(2n+1) - (2n + 1) ; sin’ (27]:11)

6 1 1 6 . 1
1— - - -
(2n +1)° 2 sin” (527=)  (2n 4 1)° " (2n 4 1)° k:%: sin? (52
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< T
— our
m+1 " 27F

km ) 2 kr 2k km
>

— = 0<
i) S amel el e
k compris entre 1 et n), on déduit que :

En utilisant les inégalités sin (

n

6 0 1 1 6 (2n +1)°
0<1- . < + Al
o 1P A () S i P 1P o,

k=no+1
Soit :

6 1 1 3 1

0<1- 2 T ) S 5 T35 1.2

(2n+1)* <= sin® (5F75) © (2n+1)7 2 k:%?ﬂ k?
k

(b) Avec hI_P (2n + 1)*sin? (2 _T_ 1) = k?m? pour tout k compris entre 1 et n, on déduit

n—-+0oo n

de ce qui précede que, pour tout entier ng > 1, on a :

1 3 1
0<1-5) <3 2 7
k=1 k=no+1
=1 =1 7
¢) Faisant tendre ng vers l'infini, on déduit que E — — =1, ou encore que E — = —.

— X — Une courte preuve due a Euler

2

2

n=m

. Pour z € R\ 7Z, la suite < ° 5

) est formée de réels positifs tous différents de 1 et cette
neN

2

suite tend vers 0, donc le produit infini ] (1 - 2) est strictement convergent (voir le cours
nm

sur les produits infinis).

. En utilisant la relation, 1 = cos? (x) + sin® (z), on a, pour k compris entre 1 et n :

. 2 1
1—%:C082($)+Sin2($) 1_2—k7r
Sin (2n+1) sin (‘2n+1)
sin? (f7-) — 1
= cos? (x) + sin? (z) . <22”+,12
sin® (5,77)
cos? (Er
= cos® (z) —sin® (z) | —5= (22;“1)
sin® (5757)
- km
tan® (2n+1)
) T
ce qui donne pour x € } ——, —[ :
22
2 t 2
11— —'31211 %? =cos?(z) | 1— —a2n (kxﬂ)
s (2n+1) tan (2n+1)
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et :

sin((2n+1)x) = (2n + 1) sin (x ) (cos (1 ta?n )>>

- t
= (2n + 1) sin (x) cos™ (1 an” )
k=1

tan? 2n+1

= (2n + 1) tan (7) cos®™ ! (z H ( tan ) )

k=1 tan” 2n+1

3. Pour y fixé dans } ;T [ on désigne par f la fonction définie sur [0,y| par f (z) = ysin (z) —

(
zsin (y) . Cette fonction est indéfiniment dérivable avec f’(z) = ycos (z) —sin (y) et [ (x) =
—ysin (z) < 0 pour x € |0,y], donc f’ est strictement décroissante sur [0,y]. Comme f (0) =
f(y) = 0, le théoreme de Rolle nous dit qu'il existe ¢ € ]0,y[ tel que f'(c) = 0 et avec la
stricte décroissance de f’, on déduit que f'(x) > 0 = f'(c¢) sur |0,¢[ et f'(z) < 0 sur |c,y|.
La fonction f est donc strictement croissante sur |0, ¢[, strictement décroissante sur |c, y[ avec

f(0) = f(y) =0 et en conséquence f (z) > 0 sur |0,y[ (f est strictement concave sur [0,y]),
sin ()

ce qui équivaut a l < — )
y sin(y)
tan (x)

tan (y)

Une étude analogue donne <

< |8

. x
. Si u,, = cos™ (—> ,on a
n

x? 1 x? 1
In(u,) =nln (1--— = —— -
n (un) nn( 2n2 +0<n2)> 2n+0(n>
donc lim In(u,)=0et lim wu, =1.

n—-—+oo n—-—+oo

. Pour z €]0,7[et n>1,0on a:

sin (z) = sin (<2n +1) zni 1)

= (2n + 1) sin (271“; 1) ﬁ

k=1

Y
w | ®
— —
==
| o
Y P
SRS
S|#3 s
+[3 |+
— —
S— | ~~—
v

avec :
T km T

< < <
2n+1 2n+1 2
pour k compris entre 1 et n, ce qui donne :

X
x 5T sin
0<— =2 < (27,;:1 <1
km 1 Sl <2n+1)
et : ) )
sin L _172
0<1- 2(—271:;1 <1- k272
SN (2n+1) @
Tenant te de si T )« —L il en résult
enant compte de sin . il en résulte que :
P m+1) " 2m+1 d

_ , T & 7
sin (z) < (2n+ 1) sin (2n+ 1) H (1 - k727r2)
< xH (1 — k;27r2)
k=1
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et faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que :

+o0 2
. x
sin (z) <z | | (1 — n27r2>

=1

(on sait que le produit infini converge).

X 7

Pour z € |0, 7[et n > 1, on a

. o 9 1
sin (z) = sin (( n+1) T 1)
xT T n tan? ( L )
= (2n+ 1) tan cos?" ! (—) 1— — 2l
( ) (Qn—l—l) 2n+1 g tan?2 (2:11)
avec :
tan (5=
0< # < i <1
tan (%11) km
pour k compris entre 1 et n et :
2 tan? (52
0<1-— f - <1——2(27;+1)
k2 tan (Qnil)
Tenant compte de tan (Qn::— 1) > 2n9:— T il en résulte que :

2

. o2n+1 i - xr
sin (x) > x cos (271——1-1) g (1 - k272>

et faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que :

2

+o0
et sin (x) = xH (1 - ) pour z € |0, 7.
n=1

n2m?
Ce résultat est valable pour z € {—m,0, 7} et par parité, cette identité est encore valable pour
x € [—m, 7).
. Le coefficient de 2® dans le développement limité & l'ordre 3 de ce produit infini est égal
+o00
1 1
_Zﬂ7 mais c’est aussi celui de 3 dans la développement de sin (), soit —5 ce qui donne
n2m

n=1
le résultat. Il faudrait en fait justifier un peu plus sérieusement la premiere affirmation.
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