Equations différentielles linéaires

—I — Equations différentielles linéaires du premier ordre

I est un intervalle réel d’intérieur non vide et a,b deux fonctions continues de I dans R (ou dans
C). On s’intéresse a ’équation différentielle linéaire du premier ordre :

Yy =ay+0. (1)

On associe a cette équation différentielle, I’équation homogene :

y' = ay. (2)

On se fixe un point o de I et on désigne par A la primitive de a nulle en xg, soit pour tout = € I :

La représentation graphique d'une solution de (1) est appelée courbe intégrale de 1'équation
différentielle.

1.

Montrer, sans utiliser la fonction exponentielle ni le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, qu’'une
solution définie sur R et non identiquement nulle de 1’équation différentielle 1y = y ne s’annule
jamais.

Montrer que 'ensemble des solutions sur Uintervalle I de I’équation différentielle (2) est non
vide et qu’il est formé des fonctions y définies sur I par :

Ve eI, y(z) = Aet@

ou A une constante réelle (I'ensemble des solutions de (2) est un espace vectoriel de dimension
1 engendré par la solution particuliere e?).
On en déduit qu’une solution de (2) ne s’annule jamais sur I et garde un signe constant.

Montrer que 'ensemble des solutions sur l'intervalle I de I’équation différentielle (1) est non
vide et qu’il est formé des fonctions y définies sur I par :

Veel, y(x) = eA("”)/ b(t) e~ MWt + \eA®
xo
ou A une constante réelle.

Montrer que pour tout z¢ € I et yo € R, I'équation différentielle 4/ = ay + b admet une unique
solution qui vérifie la condition initiale y (z¢) = 3o (c’est un cas particulier du théoréme de
Cauchy-Lipschitz).

On se fixe un point z¢ € I. Montrer que les tangentes aux courbes intégrales de (1) en xy sont
paralleles ou concourantes.

Traiter le cas ot la fonction a est constante et le second membre est de la forme b (z) = P (z) e**,
la fonction P étant polynomiale de degré n > 0 et o une constante réelle (ou complexe).

Traiter le cas ou la fonction a est constante et le second membre b est de la forme b(z) =
P (z) e + Q (x) e’ les fonctions P, Q étant polynomiales et a, 3 étant des constantes réelles
(ou complexes) distinctes (ou b est une somme de p > 2 fonctions de la forme P (z) e™*).

Résoudre 'équation différentielle y' + 2y = b, ou b est la fonction définie sur R par :

1=z sl |z <1
b<x>_{0$i |z] > 1



10.

11.

12.

13.

14.

On se donne deux scalaires a,b et on s’intéresse a I’équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 2 sur R :
y' =ay +by. (3)

Résoudre cette équation différentielle en se ramenant a une équation différentielle d’ordre 1.

On s’intéresse a I'équation différentielle :
y' 4+ 2zy + (2 = 1)y =0

sur R.
On désigne par ¢ 'endomorphisme de £ = C* (R, C) défini par :

YyeE, o(y) =y +ay (4)

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de ¢ et ¢?, puis en déduire les solutions de
(4).

Montrer que si f est une fonction de classe C* sur [0, 1] telle que :

on a alors : 3 )
Vo € [0, ].] s f(l‘) S 56233 — 5

On se fixe 7y € I, 1o € R et on suppose que f est une fonction de classe C* sur I telle que :

{ f(20) < wo
v e0.1], £ () <a() f (@) +b()

On dit que f est une barriere inférieure de 1’équation différentielle (1) sur U'intervalle I.
Montrer que :

Vo e IN[zy,+oo], f(z) < eA(””)/ b(t) e AOdt 4 yoet@.

zo

Soient f la solution sur R de I’équation différentielle v/ + 2xy = 1 vérifiant la condition initiale
y (0) = 0 et D I'ensemble des réels a strictement positifs tels que f’(a) = 0.

(a) Donner une expression intégrale de f.

(b) Montrer que :
Vo >0, 1—e <2zf (z).

(c) Montrer que :
x et2 €x2
5 t 3

(d

1
Montrer que f (z) est équivalent a 5, AU voisinage de 'infini.
x

e) Montrer que D n’est pas vide.

Montrer que D est réduit a un point et que la fonction f admet en ce point un maximum
global strict.

)

(e)

(f) Montrer qu’en tout point de D, la fonction f admet un maximum local strict.
)

(g

On désigne par « un réel strictement positif et ¢ une fonction continue de R dans R.

2



(a) Donner la forme générale des solutions y de I’équation différentielle :
Yy +ay=¢ (5)

14
(b) Montrer si liI_iI_l ¢ (z) = ¢, on a alors lirf y () = — pour toute solution y sur R de (5).
r—400 T—+00 «

(c) Montrer que si f est une fonction continiment dérivable de R dans R telle que :

lim (f"(z) +af (z)) = ¢

T—+00

on a alors lim T) = —.
xr——+00 f ( ) [0

+oo
(d) Montrer que si I'intégrale / @ (t) dt est absolument convergente, il en est de méme de
0

+00 “+o0o
/ y (t) dt pour toute solution y sur R de (5) et exprimer / y (t) dt en fonction de
0 0

/:Oogo (t) dt.

15. On désigne par « un réel strictement positif et ¢ une fonction continue de R dans R telle que

400
/ ¢ (t) dt soit absolument convergente

o

(a) Donner la forme générale des solutions y de I’équation différentielle :
y—ay=y¢ (6)

(b) Montrer (6) admet une unique solution f bornée sur R.

+00 +oo
(c) Montrer que 'intégrale f (t) dt est absolument convergente et exprimer f(t)dt
too —00 —00
en fonction de / @ (1) dt.

16. En étudiant 1’équation différentielle :
2y —y =0, (7)

sur R, montrer que le résultat de 4 n’est pas valable. Pourquoi ?
17. Etudier les équations différentielles sur R :
(a)
vy +y=a" (8)
ou n est un entier naturel non nul

(b) et
zy —ny = 2" (9)

oll n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

18. On suppose ici que les fonctions a et b sont périodiques sur R de méme période 7" > 0, la
fonction b n’étant pas identiquement nulle.

(a) Montrer qu’une solution y de (1) est T-périodique si, et seulement si, y (0) = y (7).



(b) Montrer que si I’équation homogene y' = ay a une solution non identiquement nulle qui
est non T-périodique (ce qui équivaut a / a (t)dt # 0) il existe alors une unique solution
T-périodique de (1). ’

(c) On suppose que I’équation homogene y' = ay a une solution T-périodique non identique-
ment nulle. Montrer que I’équation (1) a des solutions T-périodiques si, et seulement si,

T
/ b(t) e A®dt = 0, ot A est la primitive de a nulle en 0.
0

19. On suppose ici que les fonctions a et b sont développables en série entiere sur |—R, R| avec

0< R<+oc0et:
+00 “+oo
a(x)= Zanx", b(x)= Z by
n=0 n=0
et on s’intéresse au probleme de Cauchy :
Yy =ay+b
10
Lo e (10)
sur [ =]—R,R|.

(a) En supposant qu’il existe une fonction f solution de (10) qui est développable en série
entiere sur |—R, R| avec :

+o0o
f(z)= Z cpa”
n=0

montrer que les coefficients ¢, sont uniquement déterminés.

(b) On désigne par (¢,), . la suite numérique définie par la relation de récurrence :

neN

¢ =Y

vn Z 07 (n + 1) Cny1 = Z axCn—i + bn
k=0

on se fixe un réel r dans |0, R[, on note :

+o00 “+o0o
A(r) =) lan|r, B(r) = |ba| 1"
n=0 n=0

on désigne par n () un entier naturel tel que :

r(A(r)+ B(r))
n+1

<1

Vn >n(r),

et on note :

M (r) = max ( max )|ck| rk, 1)

0<k<n(r

i. Montrer que :
M (r)

Tn

Vn >0, |e,| <

ii. En déduire que le rayon de convergence de la série ) ¢,z" est au moins égal a R,
+o0
puis que la fonction f définie par f () = > ¢,a™ sur U'intervalle |— R, R| est 'unique

n=0
solution de (10).



Pour les équations différentielles d’ordre 1 non linéaires, on a le résultat suivant.
Si U une partie ouverte de R x R™ et f une application de U dans R™, on dit alors qu’une fonction
u : I — R™ est une solution de ’équation différentielle :

¥ = f(t,x) (11)

si:

— [ est un intervalle non trivial (ni vide, ni réduit & un point) de la droite réelle R;

— u est une application dérivable de I dans R™ ;

— pour tout t € I, on a (t,u(t)) €e Uetu (t) = f(t,u(t)).

Siug: [; — R™ et ug : [5 — R™ sont deux solutions de (11) , on dit alors que u; est une restriction
de uy si Iy C I et si, pour tout ¢ € I1, on a u; (t) = usg (). On dit aussi que uy est un prolongement
de uy, ou encore que us prolonge u;.

Une solution de (11) est dite maximale si elle n’admet pas d’autre prolongement qu’elle méme.

On dit que Papplication f est localement lipschitzienne en x si, pour tout point (tg,zo) de U, il
existe deux nombres réels € > 0 et k > 0 tels que :

— l'ensemble C' = [ty — ¢,t9 + €] x By (z0,¢) est inclus dans U ;

— si (t,21) et (¢, 22) sont deux points de C, on a :

1 @ 1) = f (Ez)|| < Ky — 22|
Par exemple, une fonction f € C™ (U, R™) est localement lipschitzienne en z.

Théoreme 1 (Cauchy-Lipschitz) Soient U une partie ouverte de R x R™, f € C°(U,R™) une
fonction localement lipschitzienne en x, (to, xo) un point de U ; alors :
— léquation différentielle (E) admet une solution mazimale unique u : I — R™ satisfaisant a
u (to) = Xo,
— son ensemble de départ I est un intervalle ouvert de R ;
— toute solution v de (E) telle que v (ty) = xo est une restriction de u.

— IT — Equations différentielles linéaires d’ordre n a coefficients constants

On s’intéresse tout d’abord aux équations différentielles linéaires, homogenes (ou sans second
membre), d’ordre n > 1 a coefficients constants sur I =R :

y(n) — anily(nfl) + “ e + aoy (12)

ou les a; sont des scalaires donnés.

On note D l'opérateur de dérivation qui associe a toute fonction y € C* (R, C) sa dérivée. Cet
opérateur est un endomorphisme de C* (R,C) et on peut définir ses itérés D* par D° = I; et
DM = DF o D pour tout k € N (pour tout y € C* (R,C), on a D* (y) = y*)). A tout polynome

q q
Q (X) = > ¢.X* dans C [X] on peut associer 'opérateur différentiel Q (D) = > qp D et il est facile
k=0 k=0

de vérifier que si P, @ sont deux polynomes alors P (D)o Q (D) =Q (D)o P (15) = (PQ) (D).

Le polynome :
n—1

P(X)=X"-> aX"
k=0
est le polynome caractéristique de (12) et 'ensemble S des solutions de cette équation différentielle
est ker (P (D)) . C’est donc un espace vectoriel.

En notant Aj,---, A, les racines complexes deux a deux distinctes de multiplicités respectives
p p
my, -+ ,myde Pona P(X)= [ (X =M)™ et P(D)=[](D—Nla)™ .
k=1 k=1



1. Avec les notations qui précedent, montrer que :
p
S =ker (P (D)) = @ ker (D — \eIo)™).
k=1

2. Soient A un nombre complexe et m un entier naturel non nul. Montrer que les solutions sur R
de I’équation différentielle :
(D= AMa)" (y) =0

forment un espace vectoriel de dimension m engendré par les fonctions :
. k Az
Yp x> xve 0<k<m-—1).

3. En déduire que les solutions définies sur R et a valeurs complexes de ’équation différentielle
(12) sont de la forme

P
v y(a) =) P (),
k=1

ol, pour tout k compris entre 1 et p, P, est une fonction polynomiale a coefficients complexes
de degré inférieur ou égal a m; — 1, ce qui revient a dire que ’ensemble S des solutions de cette
équation est un C-espace vectoriel de dimension n engendré par les fonctions :

= leM (1<k<p 0<j<my—1)

4. On suppose ici que les coefficients a; sont réels et on note ayq, - - - , a,. les racines réelles distinctes
de P (s’il en existe) et a1 £i0,41, -, as i les racines complexes non réelles (s'il en existe)
de P, les 3; étant tous non nuls.

Montrer que les solutions définies sur R et a valeurs réelles de 1'équation différentielle (12) sont
de la forme

r

y(z) = Zeak‘TPk (z) + Z e’ cos (W) Pr (z) + Z e’ sin () Qp (2) |

k=1 k=r+1 k=r+1

ou, pour tout k£ compris entre 1 et r, P, est une fonction polynomiale a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a my — 1 et pour tout k compris entre r + 1 et s, P, et (J; sont des
fonctions polynomiales a coefficients réels de degré inférieur ou égal a my — 1, ce qui revient
a dire que I'ensemble S des solutions réelles de cette équation est un R-espace vectoriel de
dimension n engendré par les fonctions :

e (1<k<r, 0<j<my—1)
el cos (vpa), 2leP @ sin (yr), (r+1<k<s 0<j<my—1)



