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Exercice 1 On note C° l’espace des fonctions f : R — C qui sont continues; L™ le sous-espace
de C° constitué des fonctions continues et bornées; L' le sous-espace de C° constitué des fonctions

continues et intégrables.

1. Soient f,qg dans L', l'une de ces deux fonctions étant dans L.

(a) Montrer qu’on peut définir la fonction :

f*g:xeRHAf(x—y)g(y)dy

que cette fonction f*g est dans L' et que / (f*g)(z)dx = /f dxx/g(x) dr (fxg
R
est le produit de convolution de f et de g).

~

(b) Montrer que f xg=[-7.
2. Calculer, pour tout réel a > 0, la transformée de Fourier de la fonction pq : t — e,

3. Montrer qu’il n’existe pas d’unité pour le produit de convolution, c’est-a-dire qu’il n’est pas
possible de trouver une fonction f € L' [resp. [ € LY N L>¥] telle que [ * g = g pour tout
g € LY N L™ [resp. g € L] (on admetira que | |lim f(z)=0).
T|—-+00

4. Soit (pn),en+ la suite de fonctions définie sur R par :

1
sonof):{l‘z“'t'ﬁn
0silt|>n

(a) Montrer que, pour tout entier n € N*, la fonction o, est dans L' N L> et calculer sa

transformée de Fourier.

oo gin? (¢) o ,
(b) En admettant que / v dt = 7, calculer / ©n (x) dx pour tout entier n € N*.
(c) Montrer que, pour tout réeln >0, on a :
lim ©On () dz =0

n—-+o0o \$|>77

(d) Soit f € L' telle que fe LY. Montrer que, pour tout entier n € N* et tout réel t, on a :

f*on (1) :/_ oo% (z) f (z) e da

o0



(e) On suppose de plus que f € L.
Montrer que pour tout réel t, on a :

1 [T

FO) = [ Fla)ede

21 ) _ o

1 =~
soit f (t) = 2—f (—t) (formule d’inversion de Fourier).

T
En fait Uhypothése f € L n’est pas indispensable et la transformation de Fourier est
injective sur L.

5. Résoudre Uéquation f x f = f dans L' N L.

Exercice 2
—+o00

1. Sotent f : R — C une fonction continue sur R et y un réel tel que l’'intégrale / f(t) e widt

soit convergente. La transformée de Fourier de f en y est définie par :

“+o00

Yy ERT fly)= [ f(t)e ¥t

~

Donner une expression de f (y) qui utilise les transformées de Laplace des fonctions f, et f_
définies sur R™* par :

VEER™, fi(t)=f (), f- () = f (1)

2. Pour tout nombre complexe o et tout nombre réel x > 0 fixé, on définit la fonction ¢, : R — C

par :
o eia arctan ( ¥ )

o (y) = |z +iy|
et on note o, (y) = (v +iy)" .

(a) Montrer que la fonction @ est de classe C* sur R avec :

. . ya—1
o (y) = 1o (z + 1y)

iXe’ . .
o (y), ou p fonction p est de classe Ct

b) Résoudre 'équation différentielle o' =
(b) Résoudre I’équation différentielle ¢ (y) Tt iy
sur R.

3. En utilisant les résultats des questions précédentes, on se propose de calculer la transformée de

Fourier sur R* de la fonction :
frite R !

ot a est un nombre compleze tel que 0 < R (o) < 1.
(a) Vérifier que ]?(y) est bien défini pour tout réel y € R*.
(b) Calculer L (f
(¢) Calculer L (f
(d) En déduire la valeur de f (y) pour tout réel y € R*.

(e) En déduire les valeurs des intégrales de Fresnel :

“+o0o +00
/ cos (t%) dt et / sin (¢%) dt
0 0

x), pour tout réel x > 0.

) (
) (x 4 iy) , pour tout réel x > 0 et tout réel y.



Exercice 3

+o0
1. Soit f : RT — R (ou a valeurs dans C) une fonction continue telle que / ft)dt soit
0

convergente.

Montrer que la fonction L (F) est définie et continue sur RY.
En particulier, on a :

+o0o
lim £(f)(z) = [ f(t)dt

z—0t 0

2. On désigne par f la fonction définie sur R par :

Vit e RT, f(t) =
1sit=0

t2

+00 L3142 +00 o3
/ sin” (t) gt :/ sin (t) g
0 ¢ 0 t

(b) Montrer que L (f) (x) est définie pour tout nombre réel x > 0, calculer L (f) (x) pour tout
sin ()
dt.

+00 (142 +00 3
sin” (¢ sin (¢
(a) Montrer que les intégrales / ( )dt et/ t( )dt sont convergentes et que :
0 0

“+oo
x >0 et en déduire la valeur de "intégrale de Dirichlet /
0

3. En considérant la fonction f = cos, vérifier que la fonction L (f) peut étre définie sur R™*
avec une limite finie quand x tend vers 07, alors que lintégrale de [ sur RY* est divergente.

Exercice 4

1
1. Montrer que les solutions sur R™* de ’équation différentielle y" +y = — sont les fonctions
x
définies par :
_ ¥ sin ()
Vo € R™, y(x) = acos (z) + Ssin () +/ ——=dt
0 T+t
ou «, B sont deux constantes réelles.
Vérifier qu’il existe une unique solution sur R™* de limite nulle en +oco.

2. Montrer que la transformée de Laplace de f est définie sur R, puis que :

. _ [Tsin(t)
vee R L() @) = [T

dt

sin ()
t

dt.

+o0o
3. En déduire la valeur de /
0

Exercice 5
1. En utilisant la transformation de Laplace, résoudre [’équation différentielle :
y" (t) = 5y" () + 8y (1) — 4y () = tcos ()

avec les conditions initiales y (0) = 3/ (0) = y” (0) = 1, ot y est une fonction de classe C* sur

R.
2. En utilisant la transformation de Laplace, résoudre le systeme différentiel :
2u” () + 0" (t) +2u(t) =0
u’ (t) +0" (t) +v(t)=0

avec les conditions initiales u (0) = 1, ' (0) = v (0) = 0" (0) = 0, ot u et v sont des fonctions
de classe C* sur R.



