Endomorphismes cycliques et matrices de Frobenius (ou compagnon)

Pour ce probleme :

— K est un corps commutatif;

— K[X] est 'algebre des polynomes a coefficients dans K;

— pour tout entier n > 0, K,, [X] est le sous-espace vectoriel de K[X] formé des polynomes de

degré au plus égal a n (avec la convention deg (0) = —o00) ;

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1;

L (FE) est l'algebre des endomorphismes de E';

— GL(F) est le groupe des automorphismes de E;

— E* = L(FE,K) l'espace dual de F;

— si B = (&)<, est une base de E, B* = (e
caractérisée par :

*
%

)1<i<n, €st sa base duale; on rappelle qu'elle est

. 1sii=j .
ei(ej)zaij:{osii#j (1§Z7j§n)

— la transposée de u € L (E) est I'application 'u € £ (E*) définie par :
Vo € E*, "u(p)=pou
— l'orthogonal dans E* d’une partie non vide X de F est ’ensemble :
Xt={peE"|VreX, p(x)=0}
— l'orthogonal dans E d’une partie non vide Y de E* est ’ensemble :
Ve={z e E|VpeY, ¢(x)=0}

- M, (K) est I'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K
— GL, (K) est le groupe des matrices inversibles dans M,, (K);
— Id [resp. I,,] est P'endomorphisme [resp. la matrice] identité.
Pour tout endomorphisme u de E, la sous algebre de £ (FE) engendrée par u est constituée des
endomorphismes v = P (u) ot P est dans K [X].
P P
Si P(X)=)>Y axX* € K[X],ona P(u) =Y apu* avec la convention u" = Id.
k=0 k=0
On note naturellement K[u| cette algebre et il est facile de vérifier qu’elle est commutative.
Précisément on a :

V(P,Q) €KX, (PQ)(u) = P(u)oQ(u) = Q(u)o P(u) = (QP) (u).

On définit de maniére analogue la sous algebre K[A] de M, (K) engendrée par une matrice
Ae M, (K).

Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme u € L (E) [resp. d'une matrice A € M,, (K)]
est défini par P, (X) = det (XId —u) [resp. P4 (X) = det (X1, — A)] (noter que le polynéme ca-
ractéristique est ici unitaire).

Dans ce qui suit, u est un endomorphisme de FE.

N p—1
A tout polynéme unitaire P (X) = XP— Y a3 X* de degré p > 1, on associe sa matrice compagnon

k=0
définie par :
0 --- 0 ag
cr=| 1 N emm)
o0 :
0 1 ap—1

Une telle matrice est dite de Frobenius.
Pourp=1, P(X)=X —ap et Cp = (ay).



Etude de K [u] . Polynéme minimal

1. Montrer que I’ensemble :
I, ={P e K[X] | P(u) =0}

est un idéal de K [X] non réduit au polynéme nul et qu’il existe un unique polynéme unitaire
7. tel que I, = K[X]m, (idéal engendré par m,).
On dit que I, est 'idéal annulateur de u et m, est le polynome minimal de u.
On définit de maniere analogue I'idéal annulateur et le polynome minimal d’une matrice A €
M, (K).

2. Quels sont les endomorphismes de F ayant un polynome minimal de degré égal a 17

3. Quels sont les valeurs possibles du polynome minimal d’un projecteur ?

4. Calculer le polynéme minimal d’un endomorphisme nilpotent d’ordre p > 1 (i. e. tel que u? =0
et uP~! £ 0).

5. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors le polynéme minimal de
la restriction de u a F' divise celui de wu.

6. Montrer que les valeurs propres de u sont les racines de son polynome minimal.

7. On note p, le degré de 7,.

(a) Montrer que pour tout polynéme P € K[X], il existe un unique (g, - ,ap,—1) € KP¢
pu_l
tel que P (u) = Zakuk.
k=0

(b) Donner une base de K [u] et préciser sa dimension.
[X]
(7u)

(c) Montrer que K [u] est isomorphe a I’espace quotient

n—1
8. Soient P (X) = X" — 3" ;X" un polynéme unitaire de degré n > 1 et Cp sa matrice com-
k=0

X
(T)]’ ot (P) = K[X] - P est l'idéal

pagnon. On désigne ici par E 'espace vectoriel quotient

engendré par P.

(a) Préciser la dimension de E en donnant une base.

(b) Montrer que Cp est la matrice de 'endomorphisme u € £ (E) défini par :
VR B, u(R) = XR

(c) Montrer que P est le polynome minimal de u (et de Cp).
(d) Montrer que P est aussi le polyndme caractéristique de u (et de Cp).

(e) Montrer que u (ou Cp) est inversible si, et seulement si, P (0) # 0. Donner une expression
de u~! qui utilise les coefficients de P dans ce cas. En déduire C}".

(f) On suppose que P (0) # 0. Montrer que le polynéme minimal de u™! (et de Cp').est

%w (%) .



Sous-espaces cycliques

Pour tout vecteur non nul x dans E, on note :
Lo ={P e K[X]| P (u) (z) = 0}
et le sous-espace vectoriel £, , de E défini par :
By, = Vect {u* (z) | k € N}

est appelé sous espace cyclique engendré par x.

1. Montrer que I, est un idéal de K [X] non réduit au polynome nul et qu’il existe un unique
polynéme unitaire 7, , € K, [X] tel que I, = K[X] 7. Justifier le fait que m, ., divise m,.
On dit que m, , est le polynome minimal de z relativement a u.

On notera p, , le degré de m, .

2. Montrer que E,, est le plus petit sous-espace vectoriel de I/ contenant x et stable par wu.
Préciser sa dimension.

3. A quelle condition sur dim (£, ;) le vecteur = est-il vecteur propre de u?

4. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) u est une homothétie;
(b) dim (E, ) = 1 pour tout z € E '\ {0};
(c) deg (my,.) =1 pour tout z € E'\ {0} .
5. On désigne par v, , la restriction de u a E, , (E,, est stable par u).
(a) Montrer qu'il existe une base de E,, , telle que la matrice de v, , soit la matrice compagnon
de 7, 4.
(b) Montrer que m,, est le polynéme minimal et le polynome caractéristique de v, ;.
6. Montrer que P, (u) = 0, ou P, désigne le polynome caractéristique de u (théoreme de Cayley-
Hamilton).

7. En déduire que le polynéome minimal 7, de u divise le polynome caractéristique P, et que
deg (m,) < n.

8. On suppose ici que le corps K est infini et on se propose de montrer qu’il existe un vecteur
x € E tel que 1, , = .

.,
(a) Montrer que si (Fj), .., sont des sous-espaces vectoriels de E tels que E = UFk, il existe
k=1
alors un indice £ tel que E = Fj.

(b) Montrer qu’il existe un vecteur = € E tel que m,, = m,.
9. K est a nouveau un corps commutatif quelconque.

(a) Soient x,y dans E \ {0}. Montrer que si E,, N E,, = {0}, alors 7y 4y = Tuz V Tuy
(ppem de 7y, et ).

(b) Soient p € N\{0,1}, 21, - -, x, dans £\ {0} tels que les sous-espaces cycliques Ey ;, - , By,
sont en somme directe. Montrer que Ty 2 1..ya, = Tuz V'V Ty,

(c) Soient p € N\ {0,1}, @1,--- ,x, dans £\ {0} tels que my 4, , Ty, sont premiers entre
eux. Montrer que Fy g\ 1..qz, = Eue, @ D Euyg,.



(d) On suppose que le polynéme minimal de u est de la forme 7, = P™, ou P est un polynéme
irréductible (unitaire) dans K [X] et m un entier naturel non nul. Montrer qu’il existe un
vecteur € E \ {0} tel que 7, , = m,.

(e) Montrer, dans le cas général, qu'il existe un vecteur x € E tel que 7, , = 7.
Endomorphismes cycliques

On dit que 'endomorphisme u est cyclique sil existe un vecteur = € E \ {0} tel que £ = E, ,.

1. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, il existe un vecteur x € E'\ {0} tel que la famille
By, = (v (a:))0<k<n_1 soit une base de F.

2. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, il existe un vecteur x € E\{0} tel que deg (7, ;) =
n.

3. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, il existe une base de F/ dans laquelle la matrice de
u soit une matrice de Frobenius. Préciser le polynome minimal et le polynome caractéristique
de u dans ce cas.

4. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, son polynome minimal est égal a son polynome
caractéristique.

(a) On suppose que u est diagonalisable et on désigne par A1, --- , A, les valeurs propres deux
a deux distinctes de u. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, p = n.

(b) On suppose que u est cyclique. Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, il a n
valeurs propres distinctes.

6. On suppose ici que £ = K, ;[X] et on désigne par (ex)cp<,_, la base canonique de F
(ex (X)=XFpour 0 <k <n-—1).

(a) Montrer que l’endomorphisme u défini par u (P) = P’ pour tout P € E, ou P’ est le
polynome dérivé de P, est cyclique et nilpotent d’indice n.

(b) Montrer que ’endomorphisme u défini par u (P)(X) = P(X +1) — P(X) pour tout
P € FE est cyclique et nilpotent d’indice n.

7. On suppose que u est nilpotent d’ordre ¢ > 1. Montrer qu’il existe un vecteur z € E \ {0} tel
que la famille B, , = (u” (x))ogkgq—l soit libre (et donc ¢ < n).

8. On suppose que u est nilpotent. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, son indice de
nilpotence vaut n.

9. On suppose ici que K = R et n = 2. On suppose de plus qu’il existe un entier p > 3 tel que
uP = Id et u¥ # Id pour tout entier k compris entre 1 et p — 1 (u est d’ordre p dans GL (E)).
On se fixe une base By de E et on désigne par Ay la matrice de u dans B.

(a) Montrer que Ay est diagonalisable dans My (C).
(b) Montrer que Ay n’a pas de valeurs propres réelles. Précisément, vérifier que ses valeurs

propres complexes sont A = e et A= 6_%, ol k est un entier compris entre 1 et p—1
premier avec p.

(c) Montrer que, pour tout vecteur z € E \ {0}, la famille (z,u (x)) est une base de E (et u
est cyclique).

(d) Soit z € E\ {0}. Montrer que la matrice de u dans la base (z,u (x)) est :

0 -1
A= ( 1 2008(2’%) )



10. Soient u un endomorphisme cyclique et A € K une valeur propre de u (s’il en existe) Montrer
que 'espace propre associé est de dimension 1 et donner un générateur de cet espace propre en
fonction des coefficients du polynome caractéristique (ou minimal) de u.

Décomposition de Frobenius

1. Montrer qu'un endomorphisme u € L (E) et son transposé ‘u € L (E*) ont méme idéal
annulateur et méme polynome minimal.

2. Soient u un endomorphisme de E, z € E \ {0} tel que 7, = m, et p = p,. le degré de 7, ;.
On compléte la base B, , = (u <x>)0§k§p—1 de E, . en une base B = (ex), <, de E, en notant
ex = u*1 (z) pour k compris entre 1 et p. On définit la famille (%) 1<p<, de formes linéaires
par :

k=1
o= ("u)" () 1<k <p)
et G est le sous-espace de E* engendré par (o), <j<, -

(a) Montrer que dim (G) = p.

(b) Montrer que £ = E, , & G°.

(¢) Montrer que G est stable par 'u et que G° est stable par u.
)

(d) On suppose que n = dim (E) > 2. Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale par blocs de la forme :
F, 0 - 0
ja 0 F . 0
0 - 0 F

ou les F}, sont des matrices de Frobenius.

Commutant d’un endomorphisme

Le commutant de u € L (F) est le sous ensemble de £ (F) défini par :
Cluy={ve L(E)|uov=vou}

1. Montrer que C (u) est une sous-algebre de £ (F) qui contient K [u] .

2. On suppose que u est diagonalisable avec des valeurs propres deux a deux distinctes Ay, -+, A,
de multiplicités respectives my,--- ,m,. Montrer que :

dim (C (u)) = Z m;.

3. Montrer que si u est cyclique, on a alors C (u) = Ku| et dim (C (u)) = n.
4. Montrer que n < dim (C (u)) < n?.

5. Montrer que u est cyclique si, et seulement si, C (u) = K|[u].



