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Notations

K désigne un corps commutatif.
E est un K-espace vectoriel supposé de dimension finie dans un premier temps.
En compléments, on s’intéressera au cas de la dimension infinie.
L (E) est l’algèbre des endomorphismes de E.
GL (E) = (L (E))× est le groupe des éléments inversibles de L (E) , soit le groupe des automor-

phismes de E.
E∗ = L (E,K) est l’espace dual de E.
On rappelle qu’un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.
Pour tout entier n ≥ 1, Mn (K) désigne l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans

K et GLn (K) le groupe des éléments inversibles de Mn (K) , soit le groupe des matrices inversibles
de Mn (K) .

Pour E de dimension finie, le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme d’algèbres
de L (E) sur Mn (K) , où n est la dimension de E.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme de groupes de GL (E) sur GLn (K) .
On note Id [resp. In] l’endomorphisme [resp. la matrice] identité.
Une matrice scalaire est une matrice diagonale de la forme λIn, où λ ∈ K.
Une homothétie est un endomorphisme de E de la forme λId, où λ ∈ K.

– I – Premières propriétés. Questions diverses

E est un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.

1. Caractérisations des éléments de GL (E)
Pour u ∈ L (E) , montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) u ∈ GL (E) ;

(b) ker (u) = {0} (u est injectif) ;

(c) Im (u) = E (u est surjectif) ;

(d) rg (u) = n ;

(e) det (u) ̸= 0 ;

(f) u transforme toute base de E en une base de E ;

(g) il existe v ∈ L (E) tel que u ◦ v = Id ;

(h) il existe w ∈ L (E) tel que w ◦ u = Id.

2. Cas des corps finis
Pour cette question, K = Fq est un corps fini à q éléments (on a alors q = pr, où p ≥ 2 est un
nombre premier et r est un entier naturel non nul).

(a) Montrer que :

card (GL (E)) =
n∏

k=1

(
qn − qk−1

)
= q

n(n−1)
2

n∏
j=1

(
qj − 1

)
(b) Soient E,F deux Fq-espaces vectoriels de dimensions respectives n ≥ 1 et m ≥ 1.

Déduire de la question précédente que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes si, et
seulement si, les groupes GL (E) et GL (F ) sont isomorphes.

(c) On suppose que n ≥ 2.
Montrer que si L est un corps tel que les groupes GLn (Fq) et GLn (L) soient isomorphes,
L est alors un corps fini à q éléments (donc isomorphe à Fq).
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(d) Montrer qu’un automorphisme u ∈ GL (E) est diagonalisable si, et seulement si, on a
uq−1 = Id.

(e) Montrer que, tout groupe fini d’ordre n ≥ 1 est isomorphe à un sous-groupe de GLn (Fp) .
Indication : utiliser un théorème de Cayley et les matrices de permutations.

3. GL (E) coupe tout hyperplan de L (E)
Montrer que pour tout hyperplan H de Mn (K) , où n ≥ 2, on a H ∩GLn (K) ̸= ∅.

4. Bases de L (E) dans GL (E)
En supposant que le corps K est infini, montrer qu’il existe une base de L (E) formée d’isomor-
phismes.

– II – Sous-groupes de GL (E)

E est un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.
SL (E) [resp. SLn (K)] est le sous-ensemble de GL (E) défini par :

SL (E) = {u ∈ L (E) | det (u) = 1} , SLn (K) = {A ∈ Mn (K) | det (A) = 1}

1. Le sous-groupe SL (E)

(a) Montrer que SL (E) est un sous-groupe distingué de GL (E) isomorphe à SLn (K) (dis-

tingué dans GLn (K)) et que le groupe quotient
GL (E)

SL (E)
est isomorphe à K∗.

(b) Pour K = Fq (corps fini à q éléments), montrer que :

card (SL (E)) = qn−1

n−1∏
k=1

(
qn − qk−1

)
= q

n(n−1)
2

n∏
k=2

(
qk − 1

)
(c) Pour n = 2, quels sont les éléments d’ordre 2 du groupe SL (E) ?

2. Centres de GL (E) et de SL (E)
On note Z (G) le centre d’un groupe (G, ·) .

(a) Déterminer le centre de L (E) et de GL (E) .

(b) Les groupes GLn (Q) , GLn (R) et GLn (C) peuvent-ils être isomorphes ?

(c) Déterminer le centre de SL (E) , justifier le fait qu’il est cyclique et donner une condition
nécessaire et suffisante pour que Z (SL (E)) = {Id} .

(d) Déterminer le centre de PGL (E) = GL (E) /Z (GL (E)) et de PSL (E) = SL (E) /Z (SL (E)) .

(e) Montrer que, pour K algébriquement clos, les groupes PGLn (K) et PSLn (K) sont iso-
morphes.

(f) Montrer que, pour tout entier n ≥ 1, on a :

card (PGLn (Fq)) = card (SLn (Fq))

card (Z (SLn (Fq))) = n ∧ (q − 1)

card (PSLn (Fq)) =
q

n(n−1)
2

n ∧ (q − 1)

n∏
j=2

(
qj − 1

)
3. Isomorphisme entre GLn (K) et SLn (K)× Z (GLn (K))

On suppose que n ≥ 2.
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(a) On suppose que le morphisme de groupes :

φn : K∗ → K∗

λ 7→ λn

est un isomorphisme.

i. Donner des exemples de telle situation.

ii. Montrer que l’application :

θn : SLn (K)×K∗ → GLn (K)
(S, λ) 7→ λS

est un isomorphisme de groupes (GLn (K) est isomorphe SLn (K)× Z (GLn (K))).

(b) On suppose qu’il existe un sous-groupe G de GLn (K) tel que l’application :

θn : SLn (K)×G → GLn (K)
(S,A) 7→ SA

soit un isomorphisme de groupes.

i. Montrer que l’application det : G → K∗ est un isomorphisme de groupes et que le
groupe G est commutatif.

ii. Montrer que G = Z (GLn (K)) et φn est un isomorphisme.

Remarque : De manière générale, GLn (K) est produit semi-direct de SLn (K) et K∗.

4. Sous-groupes finis de GL (E) dont tous les éléments sont d’ordre 1 ou 2
On suppose que K est de caractéristique différente de 2 et on se donne un sous-groupe fini G
de GL (E) tel que tout élément de G soit d’ordre au plus égal à 2.

(a) Montrer que tous les éléments de G sont diagonalisables de valeurs propres dans {−1, 1} .
(b) Montrer que G est commutatif de cardinal 2r où r est un entier compris entre 0 et n.

(c) Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n ≥ 1 et m ≥ 1.
Montrer que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes si, et seulement si, les groupes
GL (E) et GL (F ) sont isomorphes.
Pour K fini de caractéristique 2, c’est encore vrai (question I.??).
Pour K infini de caractéristique 2, c’est encore vrai (plus difficile, voir J. Fresnel, Algèbre
des matrices, Hermann, exercice A.4.7.21.3).

5. Sous-groupes finis de GL (E) , un théorème de Burnside
Le théorème de Burnside qui suit nous donne deux caractérisations des sous-groupes finis de
GL (E) .
On suppose que le corps K est de caractéristique nulle et algébriquement clos.
On rappelle qu’un groupe G est dit d’exposant fini s’il existe un entier m ≥ 1 tel que gm = 1
pour tout g ∈ G.
Le théorème de Lagrange nous dit que tout groupe fini est d’exposant fini (si G est d’ordre
n ≥ 1, tout élément g de G a un ordre qui divise n, donc gn = 1).
Pour les sous-groupe de GL (E) , le théorème de Burnside nous dit que la réciproque est vraie,
c’est-à-dire qu’un sous-groupe de GL (E) est fini si, et seulement si, il est d’exposant fini.

(a) Soit G un sous-groupe fini de GL (E) . Montrer que tous les éléments de G sont diagona-
lisables et que l’ensemble :

tr (G) = {tr (u) | u ∈ G}
est fini.
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(b) Montrer qu’un endomorphisme u ∈ L (E) est nilpotent si, et seulement si, 0 est la seule
valeur propre de u.

(c) Montrer qu’un endomorphisme u ∈ L (E) est nilpotent si, et seulement si, Tr
(
uk
)
= 0

pour tout k compris entre 1 et n = dim (E) .

(d) Soient G un sous-groupe de GL (E) , F le sous-espace vectoriel de L (E) engendré par G,
B = (ui)1≤i≤p une base de F extraite de G et φ l’application :

φ : G → Kp

u 7→ (tr (u ◦ u1) , · · · , tr (u ◦ up))

i. Montrer que si u, v dans G sont tels que φ (u) = φ (v) , l’endomorphisme u ◦ v−1 − Id
est alors nilpotent.

ii. Dans le cas où tous les éléments de G sont diagonalisables, montrer que l’application
φ est injective.

(e) Soit G un sous-groupe de GL (E) .
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i. G est fini ;

ii. G est d’exposant fini ;

iii. tous les éléments sont diagonalisables et tr (G) est fini.

– III – Générateurs de SL (E) et GL (E)

E est de dimension finie n ≥ 2.

Définition 1 Soit φ une forme linéaire non nulle sur E.
On appelle transvection d’hyperplan ker (φ) toute application linéaire u ∈ L (E) définie par :

∀x ∈ E, u (x) = x+ φ (x) a (1)

où a ∈ ker (φ) .

Définition 2 Soit φ une forme linéaire non nulle sur E.
On appelle dilatation d’hyperplan ker (φ) toute application linéaire u ∈ GL (E) définie par :

∀x ∈ E, u (x) = x+ φ (x) a (2)

où a ∈ E \ ker (φ) .

On notera τφ,a = Id + φ · a une transvection définie par (1) , où φ ∈ E∗ \ {0} et a ∈ ker (φ) et
δφ,a = Id+ φ · a une dilatation définie par (2) où φ ∈ E∗ \ {0} et a /∈ ker (φ) .

1. Transvections, définitions équivalentes
Montrer que pour u ∈ L (E) \ {Id} , les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) u est une transvection.

(b) Il existe un hyperplan H de E tel que u|H = IdH et Im (u− Id) ⊂ H.

(c) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

Tn =

 In−2 0 0
0 1 1
0 0 1


(avec T2 =

(
1 1
0 1

)
).
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(d) Il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :

Tij (λ) = In + λEij

avec 1 ≤ i ̸= j ≤ n et λ ∈ K∗.

(e) rg (u− Id) = 1 et le polynôme caractéristique de u est Pu (X) = (X − 1)n .

2. Quelques propriétés des transvections

(a) Montrer qu’une transvection τφ,a est un isomorphisme de E, son inverse étant la transvec-
tion τφ,−a, puis que 1 est son unique valeur propre, l’espace propre associé étant ker (φ) si
u ̸= Id.

(b) Montrer que l’ensemble T (H) des transvections d’hyperplan H = ker (φ) est un sous
groupe commutatif de GL (E) isomorphe au groupe additif (H,+) .

(c) Montrer que le polynôme minimal d’une transvection u ̸= Id est (X − 1)2 .

(d) Montrer que, pour K ayant au moins 3 éléments (K ̸= F2), toute transvection différente
de Id s’écrit comme produit de deux matrices diagonalisables inversibles.

(e) Montrer que le conjugué dans GL (E) d’une transvection est une transvection.

(f) Montrer que, pour n ≥ 3, toutes les transvections différentes de Id sont conjuguées dans
SL (E) .
Que se passe-t-il pour n = 2?

3. Dilatations, définitions équivalentes
Soit u ∈ GL (E) . Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) u est une dilatation.

(b) Il existe un hyperplan H de E tel que u|H = IdH et u est diagonalisable de valeurs propres
1 et λ ∈ K \ {0, 1} (c’est-à-dire que E = ker (u− Id)⊕ ker (u− λId)).
On dit que u est une dilatation de rapport λ (pour K de caractéristique différente de 2 et
λ = −1, on dit que u est une réflexion d’hyperplan H = ker (φ)).

(c) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

Dn (λ) =

(
In−1 0
0 λ

)
= In + (λ− 1)En,n

avec λ = det (u) ∈ K \ {0, 1} .

4. Quelques propriétés des dilatations

(a) Montrer que l’inverse d’une dilatation de rapport λ est une dilatation de rapport
1

λ
.

(b) Montrer que le polynôme minimal d’une dilatation de rapport λ est (X − 1) (X − λ) .

(c) Montrer que le conjugué dans GL (E) d’une dilatation est une dilatation de même rapport.

(d) Montrer que deux dilatations sont conjuguées dans GL (E) si, et seulement si, elles ont
même rapport.

5. Générateurs de SL (E)
On se propose de montrer que, pour E de dimension n ≥ 2, le groupe SL (E) est engendré par
l’ensemble des transvections.

(a) Soient H1, H2 deux hyperplans distincts de E et a ∈ E \ (H1 ∪H2) .

i. Montrer que H = H1 ∩H2 ⊕Ka est un hyperplan de E.
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ii. Montrer que E = H +H1 = H +H2.

iii. Montrer qu’il existe une transvection u telle que u (a) = a et u (H1) = H2.
Indication : pour a2 ∈ H2 \H, on justifiera l’existence de a1 ∈ H1 \H et b ∈ H tels
que a2 = a1 + b, puis on peut considérer la transvection τφ,b où φ est une équation de
H telle que φ (a1) = 1.

(b) Montrer que pour tous x, y non nuls dans E, il existe u ∈ SL (E) produit de une ou deux
transvections tel que y = u (x) .

(c) Montrer que le groupe SL (E) est engendré par l’ensemble des transvections.
Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant les opérations élémentaires sur les matrices.

6. Générateurs de GL (E) .

(a) Montrer que, pour E de dimension n ≥ 2, le groupe GL (E) est engendré par l’ensemble
des dilatations et des transvections.

(b) Montrer que, pour K ayant au moins trois éléments (K ̸= F2), le groupe GL (E) est
engendré par l’ensemble des dilatations.

(c) Montrer que, pour K ̸= F2, le groupe GL (E) est engendré par l’ensemble des matrices
diagonalisables inversibles.

(d) Montrer que le groupe GL (E) est engendré par l’ensemble TN (E) des automorphismes
de E de trace nulle.
Indication : utiliser des matrices de permutation pour n ≥ 3.

7. Morphismes de groupes de GL (E) dans F∗
q

On suppose que K = Fq et on se donne un morphisme de groupes γ de GL (E) dans F∗
q.

(a) Montrer qu’il existe un entier naturel r compris entre 0 et q−2 tel que pour toute dilatation
δ de rapport λ ∈ F∗

q on a γ (δ) = λr.

(b) Montrer que, pour toute transvection τ, on a γ (τ) = 1.

(c) Déduire de ce qui précède que :

∀u ∈ GL (E) , γ (u) = (det (u))r

– IV – Topologie sur GL (E) (K = R ou K = C)

Pour cette partie, K = R ou K = C et (E, ∥·∥) est un K-espace vectoriel normé de dimension finie
n ≥ 1.

1. Densité de GL (E) dans L (E)

(a) Montrer queGL (E) est un ouvert dense de L (E) et que l’application u 7→ u−1 est continue
de GL (E) dans GL (E) .

(b) Montrer que GLn (R) est ouvert dans Mn (R) , mais fermé dans GLn (C) .
(c) Montrer, en utilisant la densité de GL (E) dans L (E) , qu’il existe une base de L (E)

formée d’isomorphismes.

(d) Pour tout entier n ≥ 2, toute matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) et tous i, j compris
entre 1 et n, on note Ai,j la matrice carrée d’ordre n − 1 déduite de A en supprimant la
ligne i et la colonne j.
Le scalaire det (Ai,j) est le mineur d’indice (i, j) et le scalaire (−1)i+j det (Ai,j) est le
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cofacteur d’indice (i, j) .
La comatrice de A est la matrice :

C (A) =
((

(−1)i+j det (Ai,j)
))

1≤i,j≤n

Montrer que :
∀A ∈ Mn (K) , det (C (A)) = (det (A))n−1

(e) Montrer que :

∀ (A,B) ∈ Mn (K)×Mn (K) , C (AB) = C (A)C (B)

(f) Montrer que si A et B sont semblables dans Mn (K) , alors leurs comatrices le sont aussi.

2. Connexité de GL (E)

(a) Montrer que C∗ est connexe par arcs.

(b) Montrer que, pour K = C, GL (E) est connexe par arcs.

(c) Montrer que, pour K = R ou K = C, SL (E) est connexe par arcs.

(d) Montrer que, pour K = R, GL (E) n’est pas connexe, puis que ses composantes connexes
sont les ouverts de L (E) :

GL+ (E) = {u ∈ GL (E) | det (u) > 0} et GL−
n (E) = {u ∈ GL (E) | det (u) < 0}

Ce résultat permet de définir une orientation sur un espace vectoriel réel E de dimension
n. On dit que deux bases B et B′ de E définissent la même orientation si la matrice de
passage de B à B′ est dans GL+

n (R) .

3. Sous-groupes de GL (E) .

(a) On suppose que K = C.
Montrer que si G est un sous-groupe borné de GL (E) , alors toutes les valeurs propres des
éléments de G sont de module égal à 1, puis que tous ses éléments sont diagonalisables.

(b)

i. Montrer que si λ ∈ C est tel que λ ̸= 1 et |λ| = 1, il existe alors un entier naturel p
tel que |1− λp| >

√
2.

ii. Montrer que le seul sous-groupe de GL (E) contenu dans la boule de centre Id et de
de rayon

√
2 est {Id} .
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