Agrégation Interne

La fonction gamma

1

Ce probleme est en relation avec les legons d’oral suivantes :

267 : La fonction Gamma;

223 : Intégrale d’une fonction dépendant d’un parametre. Propriétés, exemples et applications;

— 221 : Intégrale impropre d’une fonction continue sur un intervalle de R ('intégration sur un
segment étant supposée connue). Exemples ;

— 217 : Fonctions convexes d’une variable réelle. Applications;

— 212 : Série de Fourier d’une fonction périodique ; propriétés. Exemples.

On pourra consulter les ouvrages suivants.

— E. ARTIN. The Gamma function. Holt, Rinehart and Winston, Inc. New York (1964).

— M. COTTRELL, V. GENON-CATALOT, C. DUHAMEL, T. MEYRE. Fzercices de probabilités.Cassini
(2011).

— X. GOURDON. Les Maths en téte. Analyse. Ellipses (1994).

— J. P. Ramis, A. WARUSFEL. Mathématiques tout en un pour la licence. Niveau L2. Dunod.
(2007).

— A.W. ROBERTS, D.E. VARBERG. Convex functions. Academic Press (1973).

— W. RUDIN. Principes d’analyse mathématique. Edisciences (1995).

~ J. E. ROMBALDL. Eléments d’analyse réelle. EDP Sciences (2004).

1 Enoncé

Pour tout nombre complexe z, i (z) désigne la partie réelle de z.
On rappelle que pour tout nombre complexe z, la fonction puissance t — t* est définie par

Vi € RYF, 7 = ¢2n®)

On rappelle qu'une fonction continue par morceaux d'un intervalle réel dans C est intégrable si,
et seulement si, 'intégrale impropre de f sur I est absolument convergente.

Rappelons quelques versions pratiques des théoremes classiques sur :

— la continuité et la dérivation d’une fonction définie comme intégrale dépendant d’un parametre ;

— lintervertion d’une intégrale et d’'une sommation infinie;

— Dintégration d’une fonction de deux variables (théoreme de Fubini) ;

— l'intégration par changement de variables.

Théoréme 1 Soient I une partie non vide d’un espace vectoriel normé E (pour nous E = C), J un
intervalle réel non réduit a un point, F' un espace de Banach (pour nous F'=C), f:1xJ — F une
fonction continue et @ : J — RT une fonction continue par morceauz et intégrable sur J telle que :

Vi, t) e IxJ |If (z, )]l < ¢ (1)

Dans ces condition, pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur J et la fonction

T /f (z,t)dt est continue sur I.
J
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Théoreme 2 Soient I,.J deux intervalles réels non réduits a un point, f: I x J — C une fonction
continue admettant une dérivée partielle par rapport a x en tout point (x,t) de I x J telle que pour

tout réel x € I la fonction t — f(x,t) est intégrable sur J et la fonction t — Iz (x,t) est continue
x

par morceaur sur J.
S’il existe une fonction ¢ : J — RT continue par morceaux et intégrable sur J telle que :

V(z,t) € I x J, '%(m,t)‘ < p(t)

alors la fonction g : x /f (z,t)dt est dérivable sur I avec :
J

/o) = [ G

0 0
Si de plus la fonction 8_f est continue sur I X J (ou si pour tout t € J, la fonction x +— —f (x,t) est
x

ox

continue sur I), alors la fonction ¢ est de classe C* sur I.

Théoréme 3 (convergence dominée) Si (f,),cy €st une suite de fonctions continues par mor-
ceaux, & valeurs complezes et intégrables sur un intervalle I telle que la série de fonctions _ f,
converge simplement vers une fonction f continue par morceauzr sur I, alors la fonction f est

+oo
intégrable sur I sila série / | fr (2)| dx est convergente et dans ce cas, on a /f (x)dx = Z/fn (x) dx.
I I n=0"1

Théoréme 4 (Fubini) Soient I,J deux intervalles réels non réduits a un point et f : I x J — C
une fonction continue telle que :
— pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur J ;

— la fonction x — / |f (z,t)| dt est intégrable sur I.

J
Dans ces condition, la fonction f est intégrable sur I x J et :

/Mf (x,t)dtdx:/luff(x,t)dt) dz

Dans le théoreme de Fubini, on peut permuter les roles de = et ¢t. D'un point de vue pratique,

pour f: I x J — C continue telle que les intégrales / (/ |f (z,0)] dt> dx et / (/ |f (z,1)] dx) dt
1 \Js J\J1

aient un sens, on a :

/IXJf(x,t)dtdx:/I(/Jf(x,t)dt) dxz/J(/If(:v,t)dx) dt

Théoréeme 5 (changement de variables) Soient U,V deuz ouverts de R™ et ¢ : V — U un C!-
difféomorphisme. En notant J, : x € V +— det (dp (x)) le déterminant jacobien de ¢, une fonction
continue f : U — C est intégrable sur U si, et seulement si, la fonction (f o ) |J,| est intégrable sur
V' et dans ce cas, on a :

lLﬂ@@zAj@@M%@Wm

— I — Résultats préliminaires



1. Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ € [0,n], on a :

t\" t\ "
(1-0) == (+7)
n n

2

Vie[-1,0], 0< (1+t)e ' <e =z

2. Montrer que :

n

1
3. Montrer que la suite <Z - In (n)) est convergente. Sa limite est la constante d’Euler,
k=1 n>1

notée .

4. Montrer que :

— IT — Généralités sur la fonction gamma

On désigne par ‘H le demi plan complexe défini par :

H={ze€C|R(z) >0}

+oo
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, l'intégrale / t"e~'dt est convergente et que I'on a :
0

+oo
/ t"e~tdt = n!
0

2. Montrer que, pour tout nombre complexe z, la fonction ¢ — t*~'e~ est (absolument) intégrable
sur |1, 4+o00].

3. Soit z un nombre complexe. Montrer que la fonction ¢ — t*~1e™" est intégrable sur ]0, 1[ si, et
seulement si, z € H.
Définition : La fonction gamma d’Euler est la fonction définie sur H par :

“+oo
VzeH, I'(z) = / = te~tdt
0

4. Montrer que :
1
F(l)zletl“(§) =7
5. Montrer que la fonction gamma vérifie I’équation fonctionnelle :

VzeH, I'(z+1) ==zI'(2) (1)

6. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

1 (2n)!
p— ' —_ pr—
I'(n+1)=n! etF(n+2) 22”n!ﬁ
7.
z ,—at
(a) Soient z et o deux nombres complexes. Montrer que la fonction ¢ — — est intégrable
—e

sur ]0, +oo[ si, et seulement si, (2, ) € H2.

3



(b) Montrer que :

+0o0 1z ,—at
V(z,a)GHZ,/ e dt=T(z+1)C((z+1,a)
0

ou ( est la fonction dzéta de Hurwitz définie par :

+o0o
1
V(z,a) € /HZ, +1,a)= _—
(Z 0‘) C(z 04) RZ:O (n—i—oz)ZH

En particulier, pour « =1, on a :

+oo
VzeH,/ ! Lt =T (2 +1)( (= + 1)
0

el —

ou ( est la fonction dzéta de Riemann.
— IIT — Formules d’Euler, de Wallis, de Legendre et de Stirling

1. Pour tout entier n > 1 et tout z € H, on note :

nln®

G+D-(z1n)

Vz e H, / (1 - 3) =7t = I, (2)
0 n

z

I, (Z) = >

(a) Montrer que :

(b) En déduire que :

nln

v r = i
2EH T(2) n—1>I-SI-IOOZ<Z+1)"'<Z+n)

(formule d’Euler).
2. Montrer que :
22n
™= lim —s—
\/— nos-+oo \/E(ZT?)
soit :
2n 1 2%
n n—+o00 ﬁ \/ﬁ
(formule de Wallis).

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout z € H, on a :

2 ) I (3) I (357)

2n + 1 I, ()

Iy, (2) = 2771 (1 +

(b) Montrer que, pour tout z € H, on a :

ro-2r ()

(formule de Legendre).



4. On désigne par f la fonction définie sur R™* x R par :

0siu<—yx

+x = ’
V(z,u) e R xR, f(z,u) <1+%> eWTsiu > —\/x
x

(a) Montrer que pour tout réel z > 0, on a :
+oo

T (z+ 1) :\/E@) (2, u) du

—00
(b) Montrer que, pour tout réel u, on a :

2
lim f(z,u) =e 2
T——+00

(c) Montrer que pour tout (x,u) € [1,4+00[ x R, on a :

ogf(x,u)Sso(u):{

e
(I+u)e™siu>0
(d) En déduire la formule de Stirling :

Tr+1) v Vore (f)x

T——+00 (&

Pour & = n entier naturel non nul, on retrouve la formule usuelle :

n!l  « 2mn <E>

n—-+o0o e

— IV — Continuité et dérivabilité de la fonction gamma

1. Montrer que la fonction gamma est continue sur .

1
2. Montrer que T (2) D eten particulier lim I () = 4o0.
z€H, 2—=0 Z z—0

3. Montrer que la fonction gamma est indéfiniment dérivable sur R™* avec pour tout entier naturel
non nul n et tout réel strictement positif x :

r® (z) = / - (In ()" t*te~'dt

4. Montrer que la fonction I' est strictement convexe sur R**.
5. Etudier les variations de la fonction I' sur R

6. Montrer que la fonction I' est log-convexe sur R™*.
On rappelle qu'une fonction f définie sur un intervalle I et a valeurs strictement positives
est dite logarithmiquement convexe (ou plus simplement log-convexe) si la fonction In (f) est
convexe sur /.

(a) Montrer que :

n—-+0o00

n t n
Vo >0, I"(z) = lim / In (%) (1 — —) " dt
0 n



(b) Montrer que, pour tout entier n > 1, on a :

/Onln(t) (1—%)ndt: nj—l <1n(n)—|—/01 (1_96):1_1@)

~ 1
(¢) En déduire que I'" (1) = —y, ou v = lim —— —In(n) | est la constante d’Euler
ntoo | k+1

(question 1.3).
(d) Montrer que pour tout réel z > 0, on a :
I"(z+1) I'(2)

1
Tz+1) T =

(e) En déduire que, pour tout entier n > 1, on a :

1
F’(n—i—l):n!( E—fy)
k=1

— V — L’équation fonctionnelle f (z+ 1) = zf () sur R™*

3

On s’intéresse ici aux fonctions f : R™* — R™* qui vérifient les conditions suivantes :
() Vo € R**, f o+ 1) = of (2);
(i) f(1) =1

(7i1) f est logarithmiquement convexe.

Dans ce qui suit, on se donne une telle fonction f et on note g =In(f).
La fonction g étant convexe sur R™*, elle est continue et il en est de méme de la fonction f = e9.

1. Montrer que si f : R™* — R™* vérifie les conditions (i) et (i), on a alors pour tout réel

x € R™ et tout entier n € N :

fn+1l)=nletg(n+14+2)—g(n+1)=1In (%ﬁ(x—irk))

T k=0

. Montrer que si f: R™* — R™* vérifie la condition (ii7) , on a alors pour tout réel = € ]0,1] et
tout entier n € N* :

gn+1l4+z)—gn+1)

In(n) < .

<ln(n+1)

. Montrer que si f: RT™* — R*™* vérifie les conditions (7), (i7) et (4ii), on a alors pour tout réel
x €]0, 1] et tout entier n € N* :

fg)H(ﬂk)g(nH)x

k=0

. Montrer que la fonction I" : R™* — R** est 'unique fonction qui vérifie les conditions (z), (i7)
et (ii7) (théoreme de Bohr-Mollerup).



— VI — Prolongement de la fonction gamma

1. En utilisant I’équation fonctionnelle (1), montrer que la fonction I' peut étre prolongée en une
fonction continue sur C \ Z~ et que ce prolongement vérifie la méme équation fonctionnelle.
Pour tout z € C\ Z~, on notera encore I' (2) ce prolongement.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

3. Montrer que :

+oo n +o0
—1 1
Vze M, I'(z) (=1 +/ t*letdt
1

nl z4+n

et retrouver ainsi le fait que [' se prolonge en une fonction continue sur C \ Z~ telle que
-" 1
['(z) (=1) :
z=»-n nl z4n
4. Montrer que :

nln®

V2eC\ZL T = b oy e

— VII — La formule des compléments

On désigne par ¢ la fonction définie sur H par :

1.[/.271
VzE’H,@z:/ dt
(2) o 1+t

et par D la bande ouverte du plan complexe définie par :
D={ze€C|0<R(z) <1}

1. Montrer que, pour tout z € D, on a :

“+o00 tzfl
dt = 1-—
|t et-2)

2. Montrer que, pour tout z € D, on a :

PRI -2)=¢(z)+e-2)

3. Montrer que, pour tout z € ‘H, on a :

+0c0 n
N
v <Z) N n-+z
n=0
4. Montrer que, pour tout z € D, on a :
+00 n
(=1
r rlt—z)=--2

EL=2) =2 -2 0



(@)

. Montrer que, pour tout nombre complexe z € C\ Z et tout réel t € [0, 7], on a :

cos (zt) = sin (rz) (1 - 222 (=1)" cos (nt))

T z n? — 22

6. Montrer que, pour tout z € D, on a :

7r
'z)r1—=z) =
()11 =2) sin (7z)
7. Montrer que, pour tout z € C\ Z, on a :
7r
'z)ra—-z =
()11 =2) sin (7z)
8.
(a) Montrer que, pour tout z € C\ Z, on a :
T
T ()T (—2) = ——
()T (=2) zsin (7z)

(b) En déduire que, pour tout z € C, on a :

o1 (1 2)

n=1

— VIII — Fonction Béta

1. Soient u, v deux nombres complexes. Montrer que la fonction ¢ — ¢“~1 (1 — )"~ est intégrable
sur ]0, 1] si, et seulement si, (u,v) € H2.
Définition : la fonction béta (ou fonction de Bessel de seconde espece) est la fonction définie
sur H? par :

1
Y (u,v) € H?, B (u,v) = / 1= at
0

[\

. Montrer que, pour tous nombres complexes u,v dans H, on a :

B (u,v) = B(v,u) et B(u+ 1,v) = B (u,v)

U+ v

3. Montrer que, pour tous nombres complexes u,v dans H, on a :

lim n“B(u,v+n+1) =T (u)

n—-+00

()T (v)

4. Montrer que, pour tous nombres complexes u,v dans H, on a B (u,v) = Tluto)
u—+v

5. Calculer B (n+ 1,m + 1), pour n,m entiers naturels.

— VIII — Calcul de certaines intégrales a 1’aide de I'



. Calculer :

1 z—1
[ ()
0 T
+00 1 +o0 :
/ e dx et / e v dx
0 0
+o00o u—1
/ T g
0 (1+2)

+o0 .I'Z_l +o0o
/ dx et / tan® 1 (¢) dt
0 1+ 0

pour tout z € H.

. Calculer :

pour tout réel z > 0.

. Calculer :

pour tout (u,v) € H2.

. Calculer :

pour z € C tel que 0 < R (z) < 1.
. Donner une expression des intégrales de Wallis :

jus

W (a,b) = /02 cos® (6) sin® () dt

ol (a,b) € C* sont tels que R (a) > —1 et R (b) > —1. Préciser le casota=0et b=n € N.



