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INTRODUUCTION
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On munit B® du produit
scalaire usuel :
i3 ’
Vo= {x,.. 2, €ER", Yy= {1y, ... ,y.) € R?, {z,y) = § &Y
PECRT

et on définit la norme d'un vecteur = {24.....2,1 € B™ par
X Ry ]

Soit e un vecteur de R” non nul, on note s, la symétrie orthogonale de R" dans B”

définie par

3

. 7 . . VG, T
Jr & R, Sale) =2 ~2 ({ L

' £k &}

On dit qu'une partie R de B" est un systéme de racines dans R” si elle vérifie les
conditions suivantes :

~ la partie R est finie, ne contient pas 0 et engendre le R-espace vectoriel R" ;

~ pour tout & € R, s,{R) = R {en particulier ~a € R);

. L e 3y .
~ pour tous . F € R, nypg= 2+t € Z
’ {ov, )

%

— pour tout o € A, les seuls éléments de R proportionnels & o sont o ot —o.
Les coefficients nap (a, 8 € R) sont appelés les coefficients de structure du systéme
de racines R. _
On dit que deux systémes de racines R et R’ sont des systémes de racines isomorphes

$'il existe un isomorphisme d'espaces vectariels v R™ — R" vérifiant
. o IV e ehen 2 e ] . ) .
P(R)y=R e Yo, 3€R, Piplapl8) = o g

Dans la partie 1, on étudie les systémes de racines du plan. Cette partie permet de se
familiariser avec cette notion et d’avoir des exemples sur lesquels §'appuyer pour la suite
du probléme. Puis dans la partie 1i, on étudie des relations d’ordre total compatibles avec
la structure d’espace vectoriel de R". Cette partie est indépendante de la partie L Ces

relations d'ordre permetiront, dans la partie I, dextraive d'un systéme de racines une
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base de R™. Méme si le fait davoir fraité la partie I permet de mieux aborder celle-ci,
le seul résultat utile est rappelé en début de la partie I et pourra 8tre admis. Seule la
derniére question dépend de la partie 1. La partie IV est consacrée & P'étude d’un groupe

engendré par les symétries associées & un systéme de racines. On montrera que les symétries

établis dans la partie [11. Ensuite, dans la partie V, on étudiera les groupes diddraux et on
montrera qu'ils sont engendrés par deux éléments d'ordre 2. Cette partie est indépendante
de ce qui précéde (sauf pour traiter la dernidre question). Dans la partie VI, on associe A un
systéme de racines un ensemble de parties connexes de R™ sur lesquel agit le groupe défini
dans la partie IV. On montre ensuite, par des arguments de dualité et de topologie, que
toutes les bases extraites du systéme de racines sont en bijection avec ces connexes. Cette
partie se finit en montrant que le groupe agit simplement transitivement sur Pensemble de

ges connexes b sur Vensemble des bases du systéme de racines.

Partie I. SYSTEMES DE RACINES DANS »?
Dans cette partie, on supposera n = 2. Soit B un systéme de racines de R%. Pour
o, 3 € R, onnote 8, 5 Vangle géométrigue extre o et 3, Le. le nombre réel corapris entre
0 et w défini par
{ev, )

cos(fo,3) = 3l

]

1. Soit o, F & R.
a) Montrer que na.gng.0 = 4c08° (00 a) .
b} En déduire les valeurs possibles de 6, 5.
¢) Montrer que le couple (N, g.ns.) ne peut pas prendre les valeurs (1,4), (4,1},
(—1,-4) et (—4,-1).
d} Pour 4,
rapport <

131

e) En supposant |jo|| < |13

lell®* _ nsa
.= B

{
#

7 P . .
# -, monbrer que et déduire les valeurs possibles du

:s@ ¢ 2> E

P, 3

|, présenter sous forme d’un tableau, les différentes valeurs

de Nag, Npe, Bag et W

H .
- i N N A k T 2‘
2. Dessiner les figures correspondant & quatre systeémes de racines dans B® non deux
& deux isomorphes (dans chacun des cas, I'ane des racines devra étre {1,0)). On les
ordonnera dans Pordre croissant du nombre de racines et on les appellera Ay x Ay,

A, By et Gy {ayant respectivement 4, 6, 8 et 12 racines).
H o ¥ g

2



3. Soit o une racine de K de norme minimale. Supposons qu’il existe une racine 3 de R
non proportionnelle et non orthogonale & . Quitte & transformer R par une rotation,
une homothétie ou une symétrie orthogonale d'axe R x {0} (qui laissent invariants les
coeflicients de structure du systéme de racines), on peut supposer « = (1,0) et § de

deuxitme coordonnde strictement positive.

a) Montrer que n, g # 0. En posant y = 5,(3). montrer que n, , = ~9, 5.

Quitte & remplacer J par s,{3), on supposera n, g < 0 et d'aprés le tablean des valeurs
de #, 5. trois cas peuvent se présenter.
R g ISy S b 3?? ; - .
b) cas 1 : Supposons que |[3]] = v2{la|]| et 8,4 = T Calcuder 5,{8) et sp(a) et
représenter graphiquement les gquatre racines o, 4, 8,(5) et s3{e) . En déduire que

By € R. En supposant qu'il existe v € R\ By, montrer qu'alors Vangle entre « et

< . it g » & % o o
upe racine de By est inférieur & 5 En conclure que K = By.

- -
¢) cas 2 : Supposons que ||F| = V3|lal] et 0,5 = fg;« . Caleuler
>

et les représenter graphiquement ainsi que o et 5. En déduire que G9 C R. En

raisonnant par Vabsurde, montrer gque A = (.
d) cas 3 : Supposons que 3] = |inl] et B = —

H

; . Caledler s,{3) et en déduire
que Ay C R. Supposons que R # Ay, soit v € R\ Ay . Montrer que I'angle entre v et
. . T o s oy )
deux vecteurs adjacents de Az est égal & rE Quitte & réindexer les éléments de Ag,
: 3

B

montrer qu’on peut supposer §, ., = 5 En déduire que B =Gy

N

4. En conclure qu'a isomorphisme prés, il n'y a que quatre systémes de racines dans R?,
Partie II. RELATIONS D’ORDRE DANS R"

Une relation d’ordre < sur R" est dite compatible avec la structure d'espace vectoriel de
R" st elle vérifie les deux conditions suivantes -

------ Ye,y,ze R, o <y==+2<y+z;

- Y,y € R VA e RY 2 <y == Az < Ay

La relation dordre sirict associde est notée .

v 8

1. Soit < une relation d'ordre total sur compatiible avee la structure d’espace vec-

toriel.



a) Montrer que
Yo,y €RY, YAe R, o =<y = Ay < A

b} Soit ¢ € GL{R"™) (le groupe linéaire de R™). On définit une relation par : pour
z,y € R™, ona z <"y si o) < ely). Montrer que </ est une relation d’ordre total
sur R® compatible avec la structure d'espace vectoriel.

vy 12

On définit une relation < sur R™ par ipour = (21,.. ,2n), 9= {41, .. ., ¥n) € RY,

onax Xy s
=y ou {; #yet zp <y avec k=min{i € {1,..  n},z; # ;j@}j
a) En munissant le plan P dan repére (O, 4, 7)), représenter graphiquement la partie
{M{z.y) e P; (0,0) = {2, 9)}

en la hachurant d’une couleur particuliere.
b) Montrer que la relation < est une relation d’'ordre total sur R™ compatible avec

la structure despace vectoriel. Cet ordre est appelé Pordre lexicographique.

Partie ITI. BASE D'UN SYSTEME DE RACINES

On supposera n quelconque. Soit B un systéme de racines de B”. Les résultats obtenus

en [.1.e restent vrals, méme si la dimension w'est plus 2. En particulier, pour deux racines

o, 3 € R distinctes, 81 nag > 0, Pun des deux coeflicients n. 3 ou ng est égal & 1

On appelie base du systéme de racines H une partie B de R telle que

~ la famille B est une bhase de Pespace vectoriel B",

tout dément de A est combinaison lingaire d'éléments de B, & coeflicients entiers,

soit tous positifs ou nuls, soit tous négatifs ou nuls.

L’objet de cette partie est de metire en évidence de telles bases.

1. On munit B® d’une relation d’ordre total < compatible avec la structure d'espace

.

vectoriel. On note alors Rt Pensemble des racines positives et R ensemble des

racines négatives, ¢’est & dire .

Rf={aeR 0<a} e¢ R ={acR o=<0}
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On appelle racine simple wne racine positive qui n'est pas somme de deux racines

positives et on note B Uensemble des racines simples.

a) Montrer que tout élément de RB¥ est soit dans B, soit somme de deux racines
positives strictement plus petites.

b} Montrer que tout dlément de BT est combinaison lindaire d'¢léments de B a
coefficients entiers positifs ou nuls. (Indication : On pourra ordonner les éléments de

R* et faire une démonstration par récurrence ou raisonner par Uabsurde).

2. Soit deux racines distinctes o, 9 € R.
a) Montrer que si ny g > 0, alors o~ S € R,

b) Supposons que «, 7 € B. Montrer que o~ ¢ R et ng g < 0.

3. Solent vy, .. e, ..., 0y € B des racines simples deux a deux distinctes et

soterd Aty ... Av, Argds ., Ay des réels positifs tels que
Arey o Ap Qe = Apg i@y o b Agty

Montrer que les réels Aq, o, A Avgg, o, A sont tous nuls. {Indication : On pourra

H >

paser v = Aytey 4 -+ Aor, el montrer que (v, vy < 0.)

4. Montrer que B est une base de Pespace vectoriel R". (On dit que B est une base du
systeme de racines R, associée & Pordre sur B™).

5. En munissant R? de Pordre lexicographique, pour chacun des quatre systémes de

racines, dessiner d'une couleur particulire les vecteurs de la base associde.
Partie IV. GROUPE DE WEYL D'UN SYSTEME DE RACINES

Soit R un systéme de racines de R™, < une relation d'ordre total sur B® compatible
avec la structure d'espace vectoriel, B Pensemble des racines positives et B la base de R
associée & la relation d'ordre. On appelle groupe de Weylde R, noté W, le sous-groupe
des automorphismes de 'espace vectoriel R”, engendré par les symétries s, {a € R).
v0 i ~ vive 9 - o 44 4 »
1. Soit a € R" et soit ¢ € O(R") (le groupe orthogonal de BR™). Etablir que

— L R 3 ‘”’”I’
Bola) TR S, @

2. Montrer que le groupe de Weyl W est un groupe fini.
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3,

a) Soit & € BT\ B. Montrer qu'il existe 4 € B tel que (3,a) > 0 (Ind : on pourra
wtiliser H1.1.b et développer {e, &) ). En déduire que ng o > 0 et que o~ 3 € RT.
b) Soit & € B et B € B tels que a # J. Montrer que sz(a) € B*.

On note Wy le sous-groupe de W engendré par les applications {8,)uen et on pose

S o= {2@;({}5}; weWy et ac 8}

a) Montrer que R C 5. (Ind : On pourra ruisonner par Uobsurde).
b) En déduire que B = 8. (Ind : On pourra remarquer que s,(0) = ~a pour a € B).

¢) Conclure que W = Wp.
Partie V. GROUPES DIEDRAUX

Soit £ un plan affine euclidien orienté, Soit p € N, p > 2. On appelle groupe diddral

dlordre 2p, noté Dy, , le groupe des isométries laissant invariant un polygdne régulier
f?p == {V.gi*fg.q x ey 3fﬁw§}

& p sommets, parcourus dans le sens direct. On posera M, = My .

a) Mountrer que le sous-groupe € de Dy, constitué des isométries directes, est un

’e ; & ¥ ;. % 3 3 S
groupe cycligue d'ordre p engendré par la rotation p de centre O ot d'angle -§~ ol

O est le centre du polygbne P, .
b} Préciser une symétrie orthogonale o laissant le polygbne P, invariant.

¢} Montrer que
Doy ={p'oo’;ie{0,...,p—1}etj€ {0,1}}

et en déduire gue D, est un groupe d'ordre 2p.

d) Soit k € {0,....p~1}. Montrer que oo ¥ oo = pP%,

Soit G un groupe fini engendré par deux éléments distinets s eb s dlordre 2. On
pose v = s8' et on note p Uordre de r. On note ¢ 'élément neutre de G

a) Montrer que G est engendré par r et s.

b) Etablir que sr = r~1s, puis que sr* = 1#7%s pour tout k € N. En déduire que

G={r's ief{0,....p~1tetje{0,1}}

6



¢) Montrer que pour tout k € IN, s # r* {on pourra raisonner par Uabsurde et montrer
que G serait commaulatif, puis que G = {e,r}). En déduire que G est d'ordre 2p.

d) Montrer que G est isomorphe & Dy, .

& » ES 4 % » ::Z
e} Déterminer les groupes de Weyl associés aux systémes de racines de R*.

Partie VI. CHAMBRES DE WEYL

Soit R un systéme de racines de R™ ot W le groupe de Weyl associé. Pour tout o € R,

on note P, Uhyperplan orthogonal & .

1.

Montrer que £2:=R" \ U P, est une partie onverte de R",

i iR

La partie 1 est réunion finle disjointe de parties non vides ouvertes connexes de R”, ce

sont les chambres de Weyl du systéme de racines K.

2.

3.

Seit ¢ une partie connexe non vide de R™ incluse dans Q. Montrer qu'il existe une
chambre de Weyl de A contenant O

Montrer que le groupe de Weyl W permute les hyperplans F, (o € R}, ainsi que les
chambres de Weyl,

Soit €y et (o deux chambres de Weylde R et soit 23 € Oy et 20 € Oy

a) Justifier Vexistence d'un élément w € W tel que
Hay = w(zg)l] = inf{]la; ~ @' (@)l v’ € W}

b} Onpose I = {tay+ (1 ~thwlzs): t €[0,1]}. Montrer que I C . (Indication : On
pourra supposer qu'il existe o € R tel que INFP, # 0 et montrer qu'il existe ty €]0,1]
tel que {fory + (1~ tg)wlxg), &) =0 ef que [lxy — 84 0 wlzg)|® < |2y — wlz)]]?).
¢) En déduire que w{Cs) = Cy. On dit que le groupe W opére transitivement sur
les chambres de Wevl de R.

Soit B = {f,...,5,) une base de R et soit (F,....73

/) la base duale de B pour le

produit scalaire de B”, c'est & dire, une famille de vecteurs de R" vérifiant

1 sii=j

vi,je{l,...,n} (8:,85) = 3 .
s { s 10 Wk g | O sinon

On pose

¥
CBYy={zeR"; (.8 >0, (2,0 >0} = {Zi“ﬁ; D T, € ?5162”*"*}

fux
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égalité que U'on ne demandera pas de démontrer.
a) Montrer que C{B) C £ et qu’il existe une chambre de Weyl O telle que C(B) c C.

b) Soit ¢ € {1,...,n} fixé. On pose
Ch={zeC; {2,8) >0} et O ={xeC; (& 8) <0}

Montrer que C;% et C; sont des parties ouvertes telles gue Crug, = C et
Cr @7 =1, En déduire que € = O} .

¢} En déduire que C(B) = €. On dit que C{B) est la chambre de Weyl fonda-
mentale relativement & 5. ,

Pour chacun des quatre systémes de racines de RB?, hachurer d’une couleur parti-
culiére la chambre de Weyl fondamentale relativement & la base associde b Pordre
lexicographique de R*. /

a) Montrer que pour toute chambre de Weyl € de R, il existe une base B de R telle
que C'= C(B). ‘

b} Montrer que Papplication qui & une base B de R associe la chambre C(B) est
une bijection de 'ensemble des bases de H sur Pensemble des chambres de B.

Soit B une base de R, BY Pensemble des racines positives et B~ Pensemble des
racines négatives.

a) Soit fi,....0, (p€ IN") des éléments non nécessairement distinets de B tels que

sgoo--osg,  (Bp) €ER
Montrer qu'il existe g € {1,...,p— 1} tel que
S V085, FEE O 088, 0 88y, O 0 8,

b) En déduire que si w € W et w5 id, alors §l existe g€ B tel que w(f) € B~
a) Montrer que le groupe de Weyl W de R opére simplement transitivement
sur Vensemble des bases de R, c'est & dire que pour deux bases B et B données de
R, il existe un unigue élément w € W tel que w(B) = B'.

b} En déduire que le groupe de Weyl W de R opére simplement transitivement sur

Pensemble des chambres de Weyl de K.



