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— I — Répartition des nombres premiers

On note (py,), oy 1a suite strictement croissante des nombres premiers et P I'ensemble des nombres
premiers.
Pour tout entier naturel non nul n, on note :

P,=PnN[l,n]

I’ensemble des nombres premiers compris entre 1 et n.
Le théoreme des nombres premiers (de démonstration délicate) nous dit que :

7 (n)

n

’I’L*;\‘JFOO In (n)
1. En admettant le théoreme des nombres premiers montrer que :

Dn e nln (n)

1
2. Quelle est la nature de la série Z—a, ol « est un nombre réel ?
Dn,
an
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z—
Pn
4. En admettant le théoreme des nombres premiers, montrer que :

™) Y / ” lnd(tt)

5. En admettant le théoréme des nombres premiers sous la forme 7 (z) = card (PN [1,z]) ~
T——+00

I (2)’ ou x est une variable réelle, montrer que I’ensemble des nombres rationnels de la forme

n(x
b . .

r = =, ou p et ¢ sont des nombres premiers, est dense dans R™*.
q

6. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3 [resp. 6n + 5].

7. Soit p un nombre premier impair.

(a) Montrer que (—1) est un carré dans F, si, et seulement si, p est congru a 1 modulo 4.
(b) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 1.

(c) Montrer que s'il existe deux entiers a, b premiers entre eux tels que p divise a® + b?, on a
alorsp=1 (4).

(d) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 8n + 5.

8. On se fixe un nombre premier p > 2 et on se propose de montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers de la forme pn + 1, ou n est un entier naturel non nul.

(a) Montrer que les diviseurs premiers de U'entier m = 2P — 1 sont de la forme pn + 1, ou n
est un entier naturel non nul (il existe donc de tels nombres premiers).

(b) On suppose qu’il n’y a qu'un nombre fini p; < --- < p, de nombres premiers de la forme
pn + 1 et on note :
N=p - pmm:(N—Fl)p—Np

En désignant par ¢ > 2 un diviseur premier de m, montrer que N # 0 dans le corps

Z _
F, = —7» aue (N+1)-N " est d’ordre p et conclure.
q



9. Le n-éme polynome cyclotomique est le polynome :

ZeRn

ou R, est I’ensemble de toutes les racines primitives n-emes de I'unité.
D,, est I'ensemble des diviseurs positifs de n > 1.

(a) Soient n > 2 un entier naturel et a un entier relatif.
Montrer que si p est un nombre premier qui divise ®,, (a) mais aucun des @, (a) pour tout
d dans D, \ {n}, p est alors de la forme An + 1 avec A € N*.

(b) Soient n un entier naturel au moins égal a 2 et ¥, = [[ P4 (X).
deDp\{n}
Montrer qu’il existe deux polynomes U,V a coefficients entiers relatifs et un entier relatif
a tels que :

{ U®, + V¥, =a
P, (a) ¢ {—1,0,1}

(c) Montrer que pour tout entier m > 2 fixé, il existe une infinité de nombres premiers de la
forme A\m + 1 avec \ € N*.

10. On se propose de montrer que :

Vn > 2, In(2)

(théoreme de Tchebychev).
Pour tout entier naturel n > 2, on note :

Mn:ppcm(1727 7”)

Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul n, on note v, (n) I'exposant de p
dans la décomposition de n en facteurs premiers avec v, (n) = 0 si p ne figure pas dans cette
décomposition et v, (1) = 0 (valuation p-adique de n).

La décomposition en facteurs premiers de n peut donc s’écrire sous la forme :

n = H pr(n)

PEPn

(a) On se propose de montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a :

Hn = PPCI (1727 T )n) > 271—2

Pour tout entier n € N*, on, note :

1
In:/ 2" (1—z)"dx
0

i. Montrer que :

1

ii. En déduire que :
Vn € N*7 Hon+1 Z 2271

puis le résultat annoncé.
(On peut en fait montrer que pu,, > 2" pour tout n > 7).



(b) En utilisant la décomposition en facteurs premiers de p,,, montrer que :
Vn > 2, u, < n™

puis en déduire que :

n—2
Yn > 2, In(2 <
(c¢) Pour tout entier n > 2, on note :
Pn: Hp
PEPn

i. Montrer que :

ii. Montrer que :

iii. En déduire que :

iv. Montrer que :
Vn>2 In(n!) >n(ln(n)—1)

v. En déduire que :

n
Vn > 2 <
n > ’W(n)_eln(n)
400 1
— IT — La série —
1 Pn

On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries numériques a termes positifs > wu, et > v,
qui sont convergentes est convergent et :

+o0 400 +00 n
(z ) (z ) = (z) =Y
n=0 n=0 n=0 \k=0 (ov1,002)EN2

Plus généralement, le produit de Cauchy de r > 2 séries numériques a termes positifs »  uy,, qui
sont convergentes est convergent et :

+oo +00
E Uip | - E Urn | = E Uty * " Ur
n=0 n=0 (041,“‘ 7a7‘)ENT

1. Onnote 2 =p; < py < -+ < p, < --- la suite strictement croissante des nombres premiers et

1
on se propose de montrer la divergence de la série E —.
n

1 1
(a) Justifier le fait que la série Z— est de méme nature que la série Zln (1 - —> :
Pn

Pn



(b) En désignant par (uy),, la suite définie par :

(1-3)
Dk
+u>1
(Z— = —f-oo) = ( lim u, = —l—oo)
n:lpn n—-+o0o

(c¢) En désignant, pour tout entier n € N* par E, l'ensemble des entiers naturels non nuls
qui ont tous leurs diviseurs premiers dans P, = {p1, - ,pn}, montrer que :

Yn>1, u, =

ol
=t

montrer que :

1

Vn € N¥, un:1+2j

JE€ER

déduire que :

Pn
1
Vn € N*, unzz—.
J

j=1
et conclure.

. On propose de montrer le résultat précédent en raisonnant par I’absurde.

Pour ce faire, on suppose que la série E — converge et on se donne un entier r > 1 tel que :
n

Montrer que, dans ce cas, en notant P =p;---p,, on a :

Lo 1 X /1Y
men Y2 (3)

n=1

et conclure.

— IIT — Nombres premiers et groupes

1. Montrer qu’'un groupe d’ordre premier est cyclique.

. Soit G un groupe commutatif fini d’ordre n > 2.
Montrer que, pour tout diviseur premier p de n, il existe dans G un élément d’ordre p (théoreme
de Cauchy dans le cas commutatif).

On peut procéder par récurrence sur n > 2.
,

. Montrer qu'un groupe commutatif d’ordre n = Hpk, ou (pk>1§k§r est une suite de r > 2
k=1

nombres premiers deux a deux distincts, est cyclique.

. Soient G un groupe commutatif et (gk)1gkgr une suite de r > 2 éléments de G, chaque g,

pour k compris entre 1 et r, étant d’ordre n; > 2, les entiers ny, no, - - - , n, étant deux a deux

premiers entre eux.

s T
Montrer que g = Hgk est d’ordre n = an
k=1 k=1



5. Soient G' un groupe commutatif et (gi),.;, une suite de r > 2 éléments deux & deux distincts
dans G, chaque g, pour k compris entre 1 et r, étant d’ordre my > 2.
Montrer qu’il existe un élément de G d’ordre égal au ppcm de ces ordres.

6. Soit (G, ) un groupe commutatif fini. Montrer que :

max ¢ (g) = ppem {0 (g) | g € G}

geG

(max 6 (g) est I'exposant de G).
geG

7. Soient G un groupe commutatif fini d’ordre n > 2 et m = ppem {6 (g) | g € G} son exposant.
Montrer que n et m ont les mémes facteurs premiers.

8. En utilisant la question précédente, retrouver le théoreme de Cauchy dans le cas commutatif.

9. Soit GG un groupe fini d’ordre n > 2.
En faisant agir G' sur lui méme par automorphismes intérieurs et en utilisant le théoreme de
Cauchy dans le cas commutatif, montrer que, pour tout diviseur premier p de n, il existe dans
G un élément d’ordre p (théoreme de Cauchy).

10. Soient 2 < p < ¢ deux nombres premiers. Un groupe d’ordre pq est-il cyclique ?

11. Montrer (de maniére élémentaire) que, pour tout nombre premier impair p > 3, un groupe
d’ordre 2p est soit commutatif et cyclique, soit non commutatif et diédral.

— IV — Les anneaux o théorémes de Fermat et de Wilson
n

Pour tout entier n > 2, on note Z,, 'anneau — des classes résiduelles modulo n et Z) le groupe

multiplicatif des éléments inversibles de Z,,.
On rappelle que, pour tout entier relatif a, on a :

(@eZy) = (aAn=1)< (Z; = (a))
et la fonction indicatrice d’Euler est définie, pour n > 2, par :

¢ (n) =card (2)) =card{a € {1,--- ,n—1} |[aAn =1}
=card{a€{l,--- ,n—1}|Z} = (@)}

en convenant que ¢ (1) = 1.

Du théoreme de Lagrange, on déduit les résultats suivants, o n > 2 est un entier :

pour tout entier relatif @ premier avec n, on a a®™ =1 (n) (théoréme d’Euler);

si p est un nombre premier, alors pour tout entier relatif a premier avec p, on a a?~!' =1 (p) et
pour tout entier relatif a, on a a”? = a (p) (théoreme de Fermat).

1. Montrer que, pour tout entier n > 2, les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) n est premier ;

(b) pour tout entier naturel non nul a, on a ¢ (n%) = (n — 1) n>!;
(¢) p(n)=n—1;

(d) Z,, est un corps;

(e) Zi est un integre;

(f) (n—1)!'=—1 (n) (théoréeme de Wilson);

(g) (n=2)'=1(n);



(h) pour tout k compris entre 1 et n, on a (n — k)! (k — 1) = (=1)" (mod n);

(i) pour tout entier & compris entre 1 et n — 1, on a ( =0 (mod n);

(j) pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (Z) = 0 (mod n) et (n - 1) =
(=1)" (mod n).
2. Soit p > 2 un nombre premier et P (X) = X? — X dans Z, [X].
(a) Montrer que P (X + 1) = P (X) dans Z, [X].

k

compris entre 1 et p — 1.

-1
(b) Retrouver le fait que (p) =0 (mod p) et (p i > = (—=1)* (mod p) pour tout entier k

3. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que pour tout entier n > 2 et tout n-uplet (ay,--- ,a,)
d’entiers relatifs, on a :

(g + - +a,)! =a +---+af (mod p)

et retrouver le théoreme de Fermat.

4. Soit n > 2 un entier naturel. Montrer que :

—1 (mod n) sin est premier
(n—1!'=< 2 (mod n) sin=4
0 (mod n) sin # 4 est non premier

2
n—1
5. Montrer qu'un entier naturel impair n > 3 est premier si, et seulement si, ((T) !> est

n—1
congru a (—1) 2 modulo n.
6. Déduire du théoreme de Fermat un test de non primalité.

7. Soit n > 2 un entier non premier qui ne soit pas un nombre de Carmichael. Montrer qu’il y a
au moins une chance sur 2 pour qu’'un entier a compris entre 1 et n — 1 premier avec n soit un
témoin de non primalité pour le test de Fermat (i. e. n ne divise pas a" ! — 1).

8. Soit n > 3 un entier. Montrer que si pour tout diviseur premier p de n — 1, il existe un entier a

n—1

tel que n divise "™ — 1 et n ne divise pas a"F — 1, alors n est premier (test de primalité de

Lucas-Lehmer).

9. Soit n > 3 un entier. Montrer que s’il existe un entier relatif a tel que n divise a®~! —1 et, pour
tout diviseur d € {1,--- ,n — 2} de n — 1, n ne divise pas a? — 1, alors n est premier (test de
primalité de Lehmer).

— V — Réciprocité quadratique

7
On se donne un nombre premier impair p > 3 et on note F, le corps A
b

On dit qu'un entier ¢ non multiple de p est un résidu quadratique modulo p si il existe un entier
k tel que k? = a (modp) .
1. On note :
Cp:{x2|x€IF;}

I’ensemble des carrés de ]F; et :

by

p:

—

xEIF;|xpT_I—T}

Pensemble des racines du polynéme X"z — 1 € F, [ X].

7



-1
(a) Montrer que card (C,) = b 5 et que C), = X,,.

(b) On désigne par v le morphisme de groupes :

. * *
Y Fp o — IE‘&
r = T2z

Montrer que ker (1)) = C, et Im (¢) = {-1,1}.

-1
2. On note S = {1, 2,50, pT} et on se donne un entier relatif a non divisible par p.

(a) Montrer que, pour tout entier k£ € S, il existe un unique couple (e, s;) dans {—1,1} x S
tel que :
ka = €35,

(en fait (eg, s;) dépend de k et de a), puis que 'application k — s réalise une bijection
de S sur lui méme.

p-1
(b) Montrer que a”z = Hek (modp) .
k=1

3. Pour tout entier relatif a non divisible par p, on définit le symbole de Legendre (2) par :
p

a) _ [ 1siaestun résidu quadratique modulo p
p) | —1 sinon

(a) Montrer que, pour tout entier relatif a non divisible par p, on a :

(%) =a"7 (modp)

p—1

2

CL) H
(p k=1

et en déduire que :

(notations de la question IV.2a).

() Caleuter () et (2).

(c) Montrer que, pour tout entier relatif a non divisible par p, on a :

(g) B ﬁsin (axy)
P o sin (xx)
ou :
Ty = %—W (1 <k< p%l)

(a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul r, il existe un polynéme unitaire P, de degré
égal a r tel que :

Vr € R, cos(2rx) = (_24) P, (sin® (z))



(b) Montrer que pour tout entier naturel non nul r et tout réel x € R\ 7Z, on a :

Sm(iiz; (Z)l)w) — (—4) H (sin2 () — sin® (23T1>>

(a) Montrer que, pour tout entier naturel impair a non divisible par p, on a :

(©) -0 T (e (2) ()

._a—1
1<j<es
L<ksto

(b) En déduire que, pour tout nombre premier impair ¢ # p, on a :

() === )

(formule de réciprocité quadratique).



