Agrégation interne

Nombres premiers
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Ce probleme est en relation avec les legons d’oral suivantes :

103 Anneaux Z/nZ. Applications.

104 Nombres premiers. Applications.

— 157. Arithmétique dans Z.

— 302. Exercices faisant intervenir les notions de congruence et de divisibilité dans Z.
— 305. Exercices faisant intervenir les nombres premiers.

— 357. Exercices utilisant le corps —h
p

On pourra consulter les ouvrages suivants.

- V. BECK, J. MALICK, G. PEYRE. Objectif Agrégation. H et K (2004).

— O. BORDELLES. Thémes d’arithmétique. Ellipses (2006).

— J. M. DE KONINCK, A. MERCIER. 1001 problemes en théorie classique des nombres. Ellipses.
(2003).

— M. DEMAZURE. Cours d’algébre. Cassini. (1997).

— S. FranciNOU, H. GIANELLA, S. N1cOLAS. Orauz X-ENS. Algébre 1. Cassini (2009).

— X. GOURDON. Les Maths en téte. Algebre. Ellipses.

— D. PERRIN. Cours d’algébre. Ellipses (1996).

— J. P. Ramis, A. WARUSFEL. Mathématiques tout en un pour la licence. Niveau L1. Dunod.
(2007).

— P. TAUVEL. Mathématiques générales pour l'agrégation. Masson (1993).

1. Le 01/01/2015



Pour tout entier n > 2, on note Z,, ’anneau 7 des classes résiduelles modulo n et Z, le groupe

n
multiplicatif des éléments inversibles de Z,,.
On rappelle que, pour tout entier relatif a, on a :

(@acZy) s (aAn=1) s (Z; = (a))
et la fonction indicatrice d’Euler est définie, pour n > 2, par :

¢ (n) =card (Z)) =card{a € {1,--- ,;n—1} |[aAn=1}
=card{a€{l,--- ,n—1}|Z} = (@)}

On convient que ¢ (1) = 1.

Pour p > 2 premier, 7 est un corps. On le note F),.

Du théoreme de Lagrange, on déduit les résultats suivants, ou n > 2 est un entier :

~ pour tout entier relatif a premier avec n, on a a?™ =1 (n) (théoreme d’Euler)

— si p est un nombre premier, alors pour tout entier relatif a premier avec p, on a a?~! =1 (p) et
pour tout entier relatif a, on a a? = a (p) (théoreme de Fermat).

Pour tout entier n > 2, on note D,, I'ensemble des diviseurs de n dans N* et ¢ (n) la somme de
tous ces diviseurs.

On dit que n est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs stricts, ce qui équivaut a :

o(n) = Zd:2n

de€Dy,

Exercice 1 Nombres premiers de Mersenne.

1. Sotent a > 2, m > 2 deux entiers et p=a™ — 1.

(a) Montrer que si p est premier, on a alors a =2 et m est premier.

(b) La réciproque est-elle vraie ?
On appelle nombre premier de Mersenne tout nombre premier de la forme 2™ — 1.
Le plus grand nombre premier de Mersenne connu au 25 janvier 2013 est 257885161 1 quyg
est formé de plus de 17 millions de chiffres en base 10 (exactement 17 425 170 chiffres).

2. On appelle nombre d’Euclide tout entier de la forme 2™~ (2™ — 1) o m est un nombre premier
tel que 2™ — 1 soit premier (de Mersenne).
Montrer qu’un entier n est un nombre d’Euclide si, et seulement si, il est pair et parfait.

Exercice 2 Tests de primalité.
Pour tout entier n > 2, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. n est premier;

pour tout entier naturel non nul a, on a ¢ (n®) = (n —1)n®"1;
en)=n-1;

n est premier avec tout entier compris entre 1 et n —1;

Ly, est un corps;

L, est un integre ;

(n—1)!'= -1 (mod n) (théoréme de Wilson);

(n—2)!'=1 (mod n);

pour tout k compris entre 1 et n, on a (n — k) (k —1)! = (=1)" (mod n) ;
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—1 2 n+1
10. n =2 oun est impair et ((n 5 )') (—1) 5 (mod n) ;

> 3

11. pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (

) =0 (mod n);

—1
12. pour tout entier k compris entre 1 etn—1, on a (Z) =0 (mod n) et (n ) = (—1)* (mod n);

13. il existe un entier relatif a premier avec n tel que (X +a@)" = X™ +a dans Z, [X].
On pourra montrer que :

(H)=2)=3)=4)=(5)=(6)=(1)
puis :
(1)< (7), ()= @®), (7)< (9), (7)< (10)
(1) =(11) = (12) = (1)
(1) < (13)

Exercice 3 Théoreme de Wilson.
Soit n > 2 un entier naturel. Montrer que :

—1 (mod n) sin est premier
(n—1)!=< 2 (mod n) sin=4
0 (mod n) sin # 4 est non premier

Exercice 4 Théoréme de Fermat et tests de primalité.

1. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que pour tout entier n > 2 et tout n-uplet (a1, -+ ,a,)
d’entiers relatifs, on a :

(a1+...+an)p5a€+---+aﬁ (mod p)

et retrouver le théoréme de Fermat.

2. Soitp > 2 un nombre premier. Expliquer comment utiliser le théoreme de Fermat pour simplifier
le calcul du reste dans la division euclidienne par p d’un entier de la forme a®, ot a,b sont des
entiers plus grands que p, ’entier p ne divisant pas a.

3. Soient p > 2 un nombre premier et P(X) = X? — X dans F, [ X].

(a) Sans utiliser Uimplication (1) = (11) de Uezercice 2, montrer que P (X +1) = P (X)
dans F, [X] .

-1
(b) Retrouver le fait que (z) =0 (mod p) et ( i ) = (—1)" (mod p) pour tout entier k

compris entre 1 et p — 1.

4. La réciproque du théoréme de Fermat est-elle vraie ¢

5. Soit p > 3 un entier. Montrer que s’il existe un entier relatif a tel que ™' =1 (mod p) et,
pour tout diviseur d € {1,--- ,p—2} dep—1, a® # 1 (mod p), alors p est premier (test de
primalité de Lehmer).

6. Soit p > 3 un entier. Montrer que si pour tout diviseur premier d de p — 1, il existe un entier
—1
a tel que a?' = 1 (mod p) et a" # 1 (mod p), alors p est premier (test de primalité de
Lucas-Lehmer).



Exercice 5 Pour p > 2 premier, Z, est cyclique.

Le résultat étant évident pour Zo = {G,T}, on s’intéresse au cas ou p > 3 est un nombre premier
1MPaLr.

T
On utilise la décomposition en facteurs premiers, p—1 = Hpg’“, ou 2 < py < --- < p,. sont premiers

k=1
et les ay,, pour k compris entre 1 et r, sont des entiers naturels non nuls.

1. Soient k compris entre 1 et r, qu =
0<rpr < ay.

2. Montrer que, pour k compris entre 1 et r, il existe dans Z,, un élément d’ordre PRt

T \
o et x € Z,. Montrer que x% est d’ordre pt ol

k

3. En déduire que Z,, est cyclique d’ordre p — 1.

Exercice 6 Nombres de Carmaichaél.
On appelle nombre de Carmichaél tout entier n > 2 non premier tel que a® ' = 1 (mod n) pour

tout entier a premier avec n, ce qui revient a dire que, pour tout v € Z,, on a vt =1

1. Montrer qu’un nombre de Carmichaél est impair.

2. Soit a € N* tel que les entiers pp =6 -k -a+ 1 pour k = 1,2,3, soient premiers. Montrer que
n = p1paps est un nombre de Carmichaél.

3. Montrer qu’un nombre de Carmichaél est sans facteur carré.

4. Soit n > 3 un entier. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) n est un nombre de Carmichaél.

(b) il existe un entier r > 3 et des nombres premiers 3 < p; < --- < p, tels que n = [] p; et,
j=1
pour tout indice j compris entre 1 et r, p; — 1 divise n — 1.
. . . . Z
Exercice 7 Carrés dans I, ou p est premier et F), = T
p
On note :
Cp,={2* |z €eF;}
’ensemble des carrés de I, et :
Zp:{xEIF;\xpT_I—T}
Lensemble des racines du polynome X'z —1 € F,[X].

1. Montrer que les carrés de ¥, sont les racines du polynome X% —Te F,[X] et qu’il y en
p—1

2
2. Soit p un nombre premier impair.

(a) Monrer que (—1) est un carré dans F), si, et seulement si, p est congru a 1 modulo 4.
(b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 1.

(¢) Montrer que s’il existe deuz entiers a,b premiers entre euz tels que p divise a®> + b*, on a
alorsp=1 (4).

(d) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 8n + 5.

3. En désignant par 1) le morphisme de groupes :

v: By - F

p—1

r = I 2

montrer que ker () = C,, et Im (¢) = {-1,1}.
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-1
4. On note S = {1, 2, ,pT} et on se donne un entier relatif a non divisible par p.
Montrer que pour tout entier k € S, il existe un unique couple (e, s) dans {—1,1} x S tel
que : o
ka = €5,

(en fait (ey, sk) dépend de k et de a), Uapplication k +— sy réalise une bijection de S sur lui
meme et on a :

S
N
Il

5 = [ (mod p)

k=1

Exercice 8 Réciprocité quadratique.
On dit qu’un entier a non multiple de p est un résidu quadratique modulo p si il existe un entier k
tel que k? = a (modp) .

Pour tout entier relatif a non divisible par p, on définit le symbole de Legendre (ﬂ) par :
p

a\ _ | 1sia est un résidu quadratique modulo p
p) | —1 sinon

1. Montrer que pour tout entier relatif a non divisible par p, on a :

(%) =4"7 (modp)

p—1
2
a
()= 1[=

et :

(notations de l’exercice précédent).

2. Calculer (_—1) et (g)
p b

3. Montrer que pour tout entier relatif a non divisible par p, on a :

p—1
(a> B ﬁsin (azy)
D 7 sin (k)
ol : ol
= (1 <k< ]L)
p
4. Montrer que pour tout entier naturel non nul r, il existe un polynome unitaire P, de degré égal
ar tel que :

—4)
Vo e R, cos(2rz) = ( 2) P, (sin® (z))
et pour tout entier naturel non nul r et tout réel x € R\ nZ, on a :

sin (;25(4;)1) z) _ (—4)" H (sm2 (z) — sin® (;kfl))

k=1

5. Montrer que pour tout entier naturel impair a non divisible par p, on a :

() T (e (2) - ()




6. Montrer que pour tout nombre premier impair ¢ # p, on a :

ORRGG

(formule de réciprocité quadratique).

7. Sotent p > 3 un nombre premier impair et n un entier impair de la forme n =2%m + 1, ou «
est un entier supérieur ou égal a 2 et m un entier impair compris entre 1 et 2% — 1.
On suppose que p ne divise pas n et que n n’est pas un résidu quadratique modulo p.
Montrer que n est premier si, et seulement si, p% = —1 modulo n.

8. En utilisant le test de primalité de la question précédente, montrer qu’un entier de PEe?"lmat,
F, = 2% 41 ou n est un entier naturel non nul, est premier si, et seulement si, 3 2 est
congru a —1 modulo F,.



