Agrégation Interne

Probabilités

1 Enoncé

— 0 — Quelques rappels

2 est un ensemble non vide et P (€2) est 'ensemble des parties de €.

Une tribu (ou o-algebre) sur € est une partie B de P () telle que :

- 0 e B;

- VA e B, Q\ A€ B (B est stable par passage au complémentaire) ;

— pour toute partie I de N et toute famille (A;),., d’éléments de B, on a UAi € B (B est stable

il
par réunion dénombrable).

Si B est une tribu sur €2, on dit alors que le couple (€2, B) est un espace probabilisable (ou
mesurable).

L’ensemble 2 est appelé univers et les éléments de B sont appelés événements.

Dans le cas ou (2 est dénombrable (fini ou infini), on prend souvent B = P (£2).

Deux événements disjoints sont dits incompatibles.

Si C est une famille de parties de €2, on dit alors que l'intersection de toutes les tribus sur € qui
contiennent C est la tribu engendrée par C.

C’est aussi la plus petite tribu sur Q (pour ordre de l'inclusion sur P (€2)) qui contient C.

On la note ¢ (C) et on a :

sC)= () B

B tribu sur 2
ccB

La tribu de Borel sur R est la tribu engendrée par les intervalle ouverts (ou par les ouverts de R,
puisque tout ouvet est réunion dénombrable d’intervalles ouverts), on la note B (R) et ses éléments
sont les boréliens de R.

Une mesure de probabilité (ou simplement une probabilité) sur '’espace probabilisable (2, B) est

une application :
P:B—[0,1]
telle que :
- P =1;
— pour toute suite (A,), . d’éléments de B deux & deux disjoints (i. e. A, N A, = ) pour n # m

dans N), on a :
P (UAH> => P(4,)

neN neN
(o-additivité de P).
Avec ces conditions, on dit que le triplet (€2, B,P) est un espace probabilisé.
Pour tout événement A € B, P (A) est la probabilité de A.
Pour tout entier » > 1, on dit que les événements Ay, --- , A, sont mutuellement indépendants
dans I'espace probabilisé (€2, B, P) si, pour toute partie J non vide de {1,2,--- ,r}, on a :

P (ﬂ Aj> =[P«

JjeJ jed



Dans le cas ou I'univers Q = {w; | i € I}, ou I est une partie non vide N (i.e. Q est dénombrable)
se donner une probabilité sur (€2, P (€2)) équivaut a se donner une suite (p;),.; de réels positifs telle

que Zpi = 1. Dans ce cas la probabilité d’'un événement A € P (Q2) est :
icl

sz‘

iEI, wiEA

Une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, B,P) est une application X : 2 — R
telle que pour tout borélien B € B(R), X~ (B) € B.

Comme la tribu de Borel B (R) est engendrée par les intervalles ouverts, une application X :  — R
est une variable aléatoire si, et seulement si, on a X! (I) € B pour tout intervalle ouvert 1.

Dans le cas d'une variable aléatoire réelle, on note pour tout borélien B € B(R), (X € B)
I'événement X! (B) € B, soit :

(XeB)=X'B) ={weQ|X(w) e B}

Dans le cas particulier des intervalles, on note respectivement (X =z), (X <a), (a < X <),

, les événements X ' ({z}), X~ (J]—o0,a]), X! ([a,d]),

Si X : Q — F C R est une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (X, B,P), on vérifie
alors que la famille :

C={BeP(({F)| X "(B)eB}

est une tribu sur la partie ' de R et ’application :

Px: C — [0,1]
B — P(X € B)

est une mesure de probabilité sur (F,C).

On dit que Px est la loi de la variable aléatoire réelle X.

On dit qu’'une variable aléatoire réelle X : Q@ — F C R sur un espace probabilisé (X, B,P) est
discrete si I’ est une partie dénombrable de R.

Une application X : 2 — F' C R ou F est dénombrable est une variable aléatoire si, et seulemet
si, on a X! ({x}) € B pour tout réel .

En notant, dans le cas discret, F' = {x; | i € I} ou I est une partie non vide de N, la loi de X est
définie par :

VBEP(F),P(XeB)= Y P(X

i€l, x;,€B
la suite de réels positifs (p;);c; = (P (X = 2;)),; étant telle que Zpi =1.
iel
Cette suite (p;),.; caractérise la loi de X.

Si X : Q — F est une variable aléatoire discrete avec F' = {x; | i € I} ou I est une partie non
vide de N, on dit alors qu’elle est intégrable si :

Z]P’ x;) || < 400

el

et son espérance est le réel :

=Y P(X=

il

Cette espérance est linéaire et positive.



Sif:F — R est telle que ZIP’ (X =) |f (z;)] < 400, la fonction f(X) = f o X est alors une
i€l
variable aléatoire discrete intégrable d’espérance :

E(f(X)) = ZP(X = ;) f (z3)

(théoréme de transport).

On dit qu’une variable aléatoire discrete X : 2 — F' est de carré intégrable si la variable aléatoire
X? est intégrable.

La variance d’une telle variable aléatoire est :

V(X)=E((X ~E(X))®) =E (X?) - (E(X))’

— I — Quelques classiques et moins classiques résultats probabilistes

1. Soit (2,.A,P) un espace probabilisé. Que dire d'un événement A qui est indépendant de tout
autre événement ?

2. Soient (92, .A,P) un espace probabilisé et Ay, -+, A,, ou n > 2, des événements mutuellement
indépendants dans A.
(a) Montrer que Q\ Ay, As, -+, A, sont mutuellement indépendants.
(b) En déduire que pour tout entier & compris entre 1 et n, les événements Q \ Ay, .-+, Q\

Ag, Agi1,- -+, A, sont mutuellement indépendants.

3. Soit n > 2 un entier naturel.
On considere I'espace probabilisé (Q, P (2),P), ou Q ={1,--- ,n} et :

k€ Q, P({k}) = %

ce qui revient a considérer I'expérience aléatoire qui consiste a choisir de maniere équiprobable
un entier compris entre 1 et n.

Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par A; ’événement :< le nombre choisi est divisible
par d >.

(a) Calculer P (A,) pour tout diviseur positif d de n.

(b) Montrer quesi 2 < p; < py < -+ < p, sont tous les diviseurs premiers de n, les événements
A , Ap, sont alors mutuellement indépendants.

(c) On désigne par ¢ la fonction indicatrice d’Euler définie sur N* par

Py

o (n)=card{k €{1,--- ,n} |kAn=1}

Montrer que
d 1
p(n)=n (1 - —)
g Pk

(d) Soit d un diviseur positif d de n. Calculer la probabilité de I’événement B, : < le nombre
a choisi est tel que a An =d >.

(e) En déduire que :

=3¢ (5)

d/n



4. On munit 'ensemble N* de la tribu P (N*) .

On rappelle que la fonction dzéta de Riemann est définie par :

—&-oo1
Va > 1, ((a) = —

ne
n=1

On note :
2=p1<p2<- - <pp<Pup1 <

la suite infinie des nombres premiers rangée dans 'ordre strictement croissant.
(a) Montrer que l'on définit une probabilité sur (N*, P (N*)) en posant :

Wn € N, P ({n}) = @n—la

(b) Montrer que :

1
Vp e N* P(pN*) = —

Q

ou on a noté pN* I’ensemble de tous les multiples positifs de p.
(c) Montrer que :

P (ﬂ v \pnN*>> -

n=1

(d) En déduire que :

+00 1 +00 1
v [ =2

n=1 Pn n=1

(e) Montrer que lim ( () = +o00.

a—1t

+0o0

(f) Déduire de la question précédente que Z— = +o0.
n=14"

5. Soit (uy),cy une suite réelle strictement décroissante et de limite nulle.
Déterminer un réel A pour lequel il existe une mesure de probabilité P sur (N, P (N)) telle que :

Vn € N, P(NN[n,+o0[) = Au,

6. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Montrer que, pour toute suite (A,), .y d’événements deux

a deux incompatibles, on a lir+n P(A,) =0.
n—-+0oo

7. Soient (€2, A,P) un espace probabilisé et (A, ), .y une suite d’événements.

On note :
limsup A4,, = ﬂ UAk et lif_I}inAn = U mAk

n—=+00 neNk>n neNk>n

limsup A,, est 'ensemble des x € €2 qui appartiennent a une infinité de A,, et liminf A, est
n—+00 n—+o0

I’ensemble des x € € qui appartiennent a tous les A,, sauf au plus un nombre fini.

(a) Montrer que :
Q\ limsup A, = liminf (2 \ A4,)

n——+00 n—r+00
Q\ liminf A, = limsup (2 \ 4,)
n—+00 n——4o00



(b)

(c)

(:1: € lim sup An) & <Z 1,4, (z) = +oo)

n——+0oo neN

(m € l;r_r}llgof An> & (Z lowa, (z) < —i—oo)

neN
Montrer que :
i. sila série ZIP’ (A,) converge, on a alors P (lim sup An> =0;
n—+o00

ii. si les événements A, sont mutuellement indépendants et la série Z]P (A,) diverge,

on a alors P (lim sup An) =1 (loi du zéro-un de Kolmogorov).

n——+oo

Montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité P sur (N*, P (N*)) telle que :

1
Vn € N¥, P(n-N*):E

8. (2, A,P) est un espace probabilisé et R est muni de la tribu de Borel.
On dit qu'une suite (X,,), oy de variables aléatoires réelles sur (€2, .4, P) converge en probabilité
vers une variable aléatoire X : 2 — R si :

Ve >0, lim P(|X — X,|>¢)=0
n—-+00

ou on a noté :

(a)

(b)

(1X =X >e)={w e Q| |X (w) — X, (w)| > ¢}

Montrer que si (X,), .y est une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, A, P) qui
converge en probabilité vers les variables aléatoires X : 2 — Ret Y : 3 — R, on a
alors X =Y presque stirement.

Soient (Xy), oy une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) et X une variable
aléatoire réelle sur (2, 4, P).

Montrer que s'il existe une suite (Y;,), .y de variables aléatoires de 2 dans R* qui converge
en probabilité vers la variable aléatoire nulle et telle que | X — X,,| <Y}, pour tout n € N,
la suite (X},), oy converge alors en probabilité vers Y.

Soient (X,),cy €t (Y7),en deux suites de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) qui
convergent en probabilité vers les variables aléatoires X : 2 —+ R et Y : Q — R respecti-
vement.

Montrer que la suite (X, +Y;,),,cy converge en probabilité vers X + Y.

Soient (X,),cy €t (Yn),en deux suites de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) qui
convergent en probabilité vers la variable aléatoire nulle.
Montrer que la suite (X,,Y},), .y converge en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

Montrer que, pour toute variable aléatoire X : 2 — R, on a :

lim P(|X|>k)=0

k—+4o0

Soient (X,),cy €t (Yn),en deux suites de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) qui
convergent en probabilité vers les variables aléatoires X : 2 — R et Y : Q — R respecti-
vement.

i. Montrer que les suites de variables aléatoires (X (Y —Y,)), oy €t (X — X,,)Y,)
convergent en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

neN

5



9.

10.

11.

ii. Montrer que la suite (X,Y;),cy converge en probabilité vers XY.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé.
Montrer que :

(a) pour tout X € £ (2, A,P), on a :

E (1X1)

Va >0, P(|X|>a) <
(6%

(inégalité de Markov) ;
(b) pour tout X € £ (2, A4,P), on a :

PX >a)=1)= (E(X) > a)

)= (E(X) <a)
)= (E(X) =«a)

(P(X < a)
(P(X = «)

(c) pour toute fonction strictement croissante ¢ : RT™ — RT et tout X € £ (Q, A,P), on a :

1
1

Va > 0, P(|X|2a)g%

(d) pour tout X € £*(92, A,P), on a :

V(X)

a2

Va >0, B(IX —E(X)| > a) <

(inégalité de Tchebychev);

(e) pour toutes variables aléatoires X,Y dans £! (2, A, P) tellesque X > 0,Y > 0et XY > 1
presque surement, on a :

E(X)E(Y) > 1

(f) pour tout X € L' (22, A, P) telle que X > 0 presque siirement, on a :
EX)E(<)>1
X/ =2
Soient (€2, A, P) un espace probabilisé et (A,), .y une suite d’événements.

On rappelle que :
limsup A,, = ﬂ UAk et lirgiann = U ﬂAk

n—+00 neNk>n neNk>n

Montrer que :

P (lim inf An> <liminfP(4,) < limsupP (A,) <P (lim sup An>

n—-+0oo n——+00 n—s+oo n——+oo

Soient (€2, A, P) un espace probabilisé et (A, ), oy une suite d’événements mutuellement indépendants.

(a) En notant P (A) la probabilité qu’aucun des événements A,, ne soit réalisé, montrer que :

P(A) < exp <— an))



(b) En déduire que :

(IP’ (DOAR> = 1) & <+§P(An) = —i—oo) & <+i In(1-P(A4,)) = —oo)

12. Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, (X), ., une famille finie de variables aléatoires indépendantes
sur (€2, A,P) et (Fi) <<, la suite des fonctions de répartition correspondantes.

(a) Montrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire X = 113@121 X} est :
SKESn

n

Fx=1-J]-F)

k=1

et que celle de la variable aléatoire Y = max X} est :
1<k<n

By = HFk,
k=1

(b) Montrer que, pour tous réels x < y, on a :

Pz <X <Y<y =][][(F@) - F(2)

13. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (£2,.4,P).
On dit que X est sans mémoire si :

V(z,y) eR* xRY, P(X >z +y) =P (X >z)P(X > z)

(a) Montrer qu’une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de parametre A > 0
est sans mémoire.

(b) On se donne une variable aléatoire sans mémoire X de fonction de répartition Fly.

i. Montrer que P (X > 0) = 0 si, et seulement si, P (X > x) = 0 pour tout réel x > 0.
ii. En supposant que P (X > 0) > 0, montrer que X suit une loi exponentielle.

14.
(a) Soit P (X) = aX?—2bX + ¢ un polynome réel de degré 2 avec a > 0.

Calculer :
/ e P® gt
R

(b) Montrer que si X;, Xy sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois
normales de parametres respectifs (1, 01) et (ug,09), alors la variable aléatoire X; + X5

suit une loi normale de parametres (,LL1 + po, \/ 0} + ag) :

(¢) Soit (Xk),<j<, une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k com-
pris entre 1 et n, X}, suit une loi normale de parametres (g, o)) € R x RT*,

n n
Montrer que la variable aléatoire X suit une loi normale de parameétres
q k p Mk
k=1 k=1
En particulier, dans le cas ou les X}, suivent toutes une méme loi normale de parametres
)
(u,0) € R x RT* la variable aléatoire :

Y = ﬁ (;Xk —n,u)

suit une loi normale centrée réduite.




15. On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi gamma de parametres a > 0 et A > 0 si
elle possede une densité définie par :

16.

)\a
VtER, for(t) = m1&“‘16—”1R+ (t)

On note X < I' (a, \) .

()

(b)

Montrer qu’'une variable aléatoire réelle X qui suit une loi I' (a, \) admet une espérance
et une variance données par :

a a
IE()()::'X et‘f()():: XE
Soit (Xk), <k<n une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k

compris entre 1 et n, X, suit une loi gamma de parametres a; > 0 et A > 0.
n n

Montrer que la variable aléatoire X = ZX % suit une loi gamma de parametres a = Zak
k=1 k=1

et A

Soit (Xk);<p<, une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k

compris entre 1 et n, X} suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
n

Montrer que la variable aléatoire X = ZX  suit une loi gamma de parametres n et \.
k=1
Soit (Xk);<p<, une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k

compris entre 1 et n, X, suit une loi normale centrée réduite.

n

n 1

Montrer que la variable aléatoire ZX 2 suit une loi gamma de parametres 5 et 3
k=1

Soient a < b deux réels et f une fonction continue de [a,b] dans R que l'on prolonge en
une fonction continue sur R en posant f (z) = f (a) pour tout = < a et f (z) = f (b) pour
tout = > 0.

On suppose que, pour tout réel x € [a,b], on dispose d'une suite (Y, ,), .y de variables
aléatoires réelles sur un espace probabilisé (€2, A, P), toutes de carrées intégrables et telles
que :

VneN, E(Y,,) ==
lim V(Y,.)=0

n—-+00

la convergence étant uniforme sur [a, b] .
Montrer que :

lim E(f (Yoe)) = f (2)

n——+00
la convergence étant uniforme sur [a, b| .

On se donne une fonction continue f : [0,1] — R et on lui associe la suite (B,,) des

polynomes de Bernstein définie par :

Vn e N*, Vo € [0,1], B, (x) = ki:of (S) (Z) (1 )t

Montrer, en utilisant le résultat de la question précédente, que la suite de fonctions poly-
nomiales (B,,), .. converge uniformément vers f sur [0, 1].

neN*

neN



(c¢) On se donne un réel a > 0 et une fonction continue f : [0,a] — R que l'on prolonge en
une fonction continue sur R* en posant f (z) = f (a) pour tout = > a.

On lui associe la suite de fonctions (u,), .. définie par :

+oo k
Vn € N*, Vx € [0,qd], u, (z) = e‘”fo (%) %xk‘
k=0 ‘

i. Montrer que, pour tout entier n € N*, la fonction u,, est bien définie et continue sur
[0,a].

ii. Montrer que la suite de fonctions (uy),, . converge uniformément vers f sur [0, a] .

17. 'On s’intéresse ici au probleme de laiguille de Buffon.
Sur un plan, on trace des droites paralleles distantes de A > 0 et on lance une aiguille de
longueur ¢ > 0 : quelle est la probabilité pour que cette aiguille rencontre I'une des droites du
réseau ?
Cette situation probabiliste nous conduit a des calculs d’aires de domaines définis par des
courbes cartésiennes.

On note X la variable aléatoire égale a la distance du milieu O de 'aiguille a la droite D la
plus proche du réseau et 6 la variable aléatoire égale a 'angle géométrique que fait 1'aiguille
avec la droite passant par O et perpendiculaire a D.

T
On suppose que X suit une loi uniforme sur [0, 5] , que # suit une loi uniforme sur [—5, 5}

et que X et 0 sont indépendantes.

On note A I'évenement : < 'aiguille coupe une des droites du réseau >.

On note N la variable aléatoire égale au nombre de points d’intersection de ’aiguille avec le
réseau de droites.

20
(a) On suppose que 0 < ¢ < h. Montrer que P (A) = e

7T
(b) On suppose que h < ¢ < 2h. Calculer P (A).

(c) Calculer I'espérance de N dans les deux cas précédents.

1. D’apres, Raisonnements divins



