Approximation polynomiale uniforme

1 Le théoréme de Weierstrass

On note R [z] 'espace vectoriel sur R des fonctions polynomiales & coefficients réels. Cet espace est muni de la base
(ex) ey définie par :

VkeN, VzxeR, e(x)=a"

Pour tout entier naturel n, on note R, [z] le sous-espace vectoriel de R [z] formé des fonctions polynomiales de
degré égal au plus n.

I = [a,b] a priori désigne un intervalle réel fermé borné et l'espaces vectoriels C (I) des fonctions continues de [
dans R est muni de la norme de la convergence uniforme notée ||| .

Avec les exercices qui suivent, on propose plusieurs démonstrations du théoreme de Weierstrass : 'espace R [z] est
dense dans (C (1), ||||,,) - C’est-a-dire que toute fonction continue sur I est limite uniforme sur cet intervalle d'une
suite de fonctions polynomiales.

On donne aussi quelques applications.

Exercice 1 Une démonstration du théoréme de Weierstrass due a Landau.
On définit la suite (Pn)n21 des noyauzr de Landau par :

n

vn>1, P, (z) =a, (1-2%)",
ou la suite (an), >, est définie par :

1
Vn > 1, / P, (z)dx =1.
-1

1. Calculer :

1
I, = / (1 —x2)ndx

-1
pour tout entier naturel n et en déduire a,.

2. Pour tout réel o € ]0,1[, on note K, = [—1, —a] U [a, 1].
Montrer que la suite (Pn)n21 converge uniformément vers 0 sur K.

3. Soit f une fonction continue sur lintervalle [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0. On prolonge cette fonction en
une fonction continue sur [—1,2] en posant f (z) = 0 pour tout x € [—1,2]\ [0,1] et on lui associe la suite de
fonctions (Qn),,~, définie sur [0,1] par :

Qn(x):/_lf(a:—i—t)Pn(t)dt

(a) Montrer que (Qy),>, est une suite de fonctions polynomiales.

(b) Montrer que (Qy),,~, converge uniformément vers f sur [0,1].

4. Montrer le théoreme de Weierstrass.

5. Montrer que si la fonction f est limite uniforme sur R d’une suite de polynomes alors f est un polynome (le
théoréme de Weierstrass est faux si l'intervalle I n’est pas borné).

Exercice 2 Une démonstration du théoréme de Weierstrass due a Lebesgue.
On désigne par (an),,cy la suite des coefficients qui interviennent dans le développement en série enticre de la fonction
x — 1 —x sur Uintervalle |1, 1], soit :

+oo
Vee]-1,1[, V1I—x = Zanx".

n=0

Pour tout réel a € [0,1], on désigne par hy, la fonction affine par morceaux définie par x — hgs () = max (0,2 — a) .

1. Préciser la valeur des coefficients a,.

+oo
2. Montrer que la série > a, est convergente.
n=0

3. Montrer que si h est fonction continue et affine par morceauz sur [0,1], il existe alors des réels v1 =0 < xo <

p
e < Ty = 1 et des réels Yo, Y1 Yp tels que h = Yo + E ykha:k
k=1



4. Montrer que toute fonction continue sur [0,1] est limite uniforme sur cet intervalle d’une suite de fonctions
continues et affines par morceauz.

5. Montrer que :

(a) la fonction x — /1 — x est limite uniforme d’une suite de polyndmes sur Uintervalle [—1,1] ;

(b) pour tout réel o € [0,1] les fonctions x — |z — af et hy sont limites uniformes de suites de polynémes sur
Vintervalle [0,1] ;

(c) toute fonction continue et affine par morceaux sur [0,1] est limite uniforme d’une suite de polynémes sur
cet intervalle.

6. En déduire le théoreme de Weierstrass.

Exercice 3 Une démonstration du théoréme de Weierstrass due a Bernstein.
I est lintervalle [0,1] .
Pour tout entier n strictement positif, on note @, la fonction définie sur R? par :

P n
V(@) € R pu(ey) = (vef +1-a) .
Pour tout entier k compris entre 0 et n, on désigne par B,, i la fonction polynomiale définie par :
Vo €1, Buy(z) = Ckab (1 —2)" "

et B, est l'opérateur de Berstein défini par :

wrecn). 5=y f (%) B
k=0

1. Pour tout réel y on désigne par fy la fonction définie sur R par :
Ve eR, f,(x) =e".

(a) Montrer que :
Veel, B, (fy) (I) = Pn (x,y) :

(b) Montrer que pour tout entier naturel j on a :

oy,
Oyl

B () (x) = (x,0).

(c) Ezprimer By (e;) dans la base (er),cy pour j =0,1,2.
2. On se donne un entier naturel n > 1, une fonction f € C(I) et un réel x € I =[0,1].

(a) Montrer que :

(b) Montrer que :

k=

(=)

(c) On se donne un réel € > 0, on lui associe un réeln >0 tel que :
((@y) € I* et lo =yl <n) = (If () = f (2)| <)

k
etonnoteEg;:{ke{O,l,"',n}|‘_95
n

<n}aFI:{0alaan}\Ew

1. Justifier Uexistence de 1, pour € donné.

i. Montrer que :




11. Montrer que :

D

keF,

(3)-re

3. Déduire de ce qui précéde que pour toute fonction f € C(I) la suite (B, (f)),~, converge uniformément vers f
sur I. a

Exercice 4 Utilisation des opérateurs de Bernstein.

1. Montrer que pour toute fonction f € C(I), on a :
B (1) = nnil (f(k—i_l)—f(i))Bn_Lk sin > 1.

k=0 n

2. Montrer que pour toute fonction f de classe C' sur [0,1] la suite (Bn (f)/)
sur [0,1]. (on peut utilier le théoréme des accroissements finis).

n>1 Converge uniformément vers I’

3. Pour toute fonction f de classe CP sur [0,1], avec p > 0, la suite (Bn (f)(p)) ,, converge uniformément vers
n>1
f®) sur[0,1].

4. Montrer que si f € C([0,1]) est croissante alors pour tout entier naturel non nul n la fonction B, (f) est
croissante (les opérateurs de Bernstein conservent la monotonie).

5. Montrer que si f € C([0,1]) est conveze alors pour tout entier naturel non nul n la fonction B, (f) est conveze
sur [0,1] (les opérateurs de Bernstein conservent la convexité).

6. Montrer que toute fonction convexe sur un intervalle fermé borné I est limite uniforme d’une suite de fonctions
convezes indéfiniment dérivables sur I.

7. En utilisant la suite (P, (f)),>, par :

Vn>1, Yz €[0,1], P, (f) (x) :;;) [f (i) c;;f} a(1—a2)" ",

montrer que toute fonction f continue sur [0,1] avec f(0) et f (1) entiers relatifs est limite uniforme sur [0,1]
d’une suite de polynomes a coefficients entiers relatifs.

8. Montrer que si I = [a,b] est un intervalle réel ne contenant pas d’entiers relatifs, alors Uanneau Z[z] des
fonctions polynomiales a coefficients entiers relatifs est dense dans (C (1), |-]|,.) -

Exercice 5 Une démonstration probabiliste du théoréme de Bernstein.
A tout entier naturel non nul n et tout réel x € [0,1] on associe la variable aléatoire X, , qui suit une loi binomiale
B(n,z), c’est-a-dire que X,, » est a valeurs dans {0,1,--- ,n} et sa loi de probabilité est définie par :

Xn,z

A toute fonction f continue sur [0, 1] et d valeurs réelles, on associe la variable aléatoire Yy, » = f < ) . En notant

{yo, - ,yp} les valeurs prises parY, ;, on a :

VE {0, p}, PVaa=k)= > P(Xn.=j).

0<j<n
F(L)=ux

1. Montrer que Uespérance de Y, , est donnée par :

E (me) =B, (f) (z),

ot B, est l'opérateur de Bernstein.

2. Pour € > 0, on désigne par n > 0 un réel tel que |f () — f (y)| < € pour x,y dans [0,1] vérifiant |z —y| < n
(uniforme continuité de f sur [0,1]) et, pour x fixé dans [0,1], on note :
< 5}

)_
)-sef:

J17:E:{je{0717"' an}| ’f

(
Jap={i € 01,000 0 ]f(

J
n
J
n

f (@)
f(x)




(a) Montrer que :
B (f) (@) = f (@) <e+2[fle D, P(Xnz=14).

J€J2 2

(b) Montrer que :
1B (f) (@) = f @) S e +2[[fll o P (Yoo — f (2)] 2 €).

(¢) Montrer que :
1B (f) (2) = f (@) < e+ 2| fll o P (I X —nz| = n-n).

(d) En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

£
B, - < ES
Bu (D))~ o) <+ g1
et conclure.
Exercice 6 Utilisation du théoréme de Weierstrass
1. Montrer que lespace (C (I),|-||) est séparable (i. e. il existe dans E une partie dense dénombrable).

2. Montrer que si f est une fonction continue sur un intervalle réel fermé borné [a,b] a valeurs réelles telle que

b
x)x"dx = 0 pour tout entier naturel n alors elle est identiquement nulle (théoréme des moments de
"d 0 tout enti turel l lle est identi t nulle (théoré d ts d

a

Hausdorff). Pour F de dimension infinie, on a toujours F'N F+ = {0} mais pas nécessairement E = F @ F*,
c’est que mous montre ce résultat.

3. On note w = €' et on désigne par f la fonction définie sur [0, +oc[ par :

Ve >0, f(z) = efm% sin (xi) .

+oo
(a) Calculer I, = / t"e~“!dt pour tout entier naturel n.
0

+oo
(b) Montrer que 2" f (z)dx = 0 pour tout entier naturel n (c’est-a-dire que le résultat de la question

précédente n’est pas valable sur [0, +o0[).

4. Montrer que si fJr est une fonction continue sur R a valeurs réelles telle que lintégrale de f sur RY soit
o0

convergente et (z) e ™ dx = 0 pour tout entier naturel n alors elle est identiquement nulle.
0

5. Montrer que toute fonction paire, continue et 2mw-périodique de R dans R peut étre approchée uniformément sur
R par une suite de polynomes trigonométriques de la forme :

Z ay, cos (kx) .
k=0

Exercice 7 Un théoréme de Korovkin déduit de Weierstrass.

On dit qu’un opérateur linéaire sur C (I) est positif (ou monotone) s’il transforme toute fonction positive appartenant
a C(I) en une fonction positive.
On dit qu’un opérateur bilinéaire v sur C (I) x C (I) est positif si :

viec), v(f.f)=0.

1. Montrer qu’un opérateur linéaire u sur C (I) est positif si, et seulement si, pour toutes fonctions f,g dans C (I)
telles que f < g on au(f) <wu(g).

2. Montrer que si u est un opérateur linéaire positif sur C (I), alors :

viec), u(Hl <u(lf]).

3. Montrer qu’un opérateur u linéaire positif sur C (I) est l'opérateur nul si, et seulement si, u(eg) = 0.

4. Montrer qu’un opérateur linéaire positif u sur Cy, (I) est continu et qu’on a :

[[ull = llu(e0)ll s »



5.

10.

Soient u un opérateur linéaire positif sur C (I) tel que u(eg) < eg et v Uopérateur bilinéaire symétrique défini
sur C(I) x C(I) par :
v(f,9) =u(fg) —u(f)ulg).

(a) Montrer que v est positif et qu’on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

v (£.9) < VO DV (9:9) < \/Ilo (Dol (9:9) 1o

(b) Montrer que pour toutes fonctions f,g dans C (I), on a :

lu(f9) = u (D u @l < 20712 [u(6) - (@)’

(oo}

. Soit (un),cn une suite d’opérateurs linéaires positifs sur C (I) telle que :

— pour tout n € N, on a u, (eg) < ep;

— pour k =0,1,2, la suite de fonctions (un (ex)),cn converge uniformément vers ey, sur I.
Montrer que pour toute fonction polynomiale P, la suite de fonctions (uy (P)), oy converge uniformément vers
P sur 1.

. Soit (un),cy une suite d’opérateurs linéaires positifs sur C (I) telle que pour k = 0,1,2, la suite de fonctions

(un (er))pen converge uniformément vers ey sur I.
(a) Montrer que pour toute fonction polynomiale P, la suite de fonctions (u, (P)),cy converge uniformément
vers P sur I.
(b) Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I) la suite de fonctions (un (f)),cy converge umni-
formément vers f sur I.
Montrer que lidentité est le seul opérateur linéaire positif sur C(I) [resp. sur F] tel que u(er) = ey pour
k=0,1,2 [resp. u(ck) = cx pour k =0,1 et u(s1) = s1/.

Pour tout entier naturel n, on définit l’application u,, sur C ([0,1]) par :

Ve ([0,1]), Vo € [0,1], un (f) () = /0E nsin® (t) cos (t) (%) dt.

T
Montrer que pour toute fonction f € C([0,1]) la suite de fonctions (un (f)),>o converge uniformément vers f
sur [0,1]. -

Soit I =[0,b] avec b réel strictement positif.
Si f est une fonction continue sur I, on la prolonge en une fonction continue sur R* en posant f(x) = f(b)
pour x supérieur ou €gal a b.

(a) Montrer que pour toute fonction f appartenant & C (I) et pour tout entier naturel n strictement positif on
peut définir une fonction u, (f) appartenant a C (I) en posant :

—nx+oo k nk k
Veel, u, (f)(x)=¢ Zf(n)k'x
k=0 )

(b) Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I) la suite de fonctions (u, (f)),~, converge uni-
formément vers f sur I. B

Exercice 8 Un théoréme de Korovkin sur C (I)
On note I = [a,b] avec a < b et E = C(I) l'espace des fonctions continues de I dans R. L’espace E est muni de la
norme de la convergence uniforme définie par :

Vf€E, |fle=suplf(z)
xzel

On désigne par L (E) espace vectoriel des endomorphismes de E. Un élément de L (E) est aussi appelé un opérateur
linéaire sur E.

On dit qu’un opérateur linéaire u est positif s’il transforme toute fonction positive appartenant ¢ E en une fonction
positive.

On note R [z] Uespace vectoriel sur R des fonctions polynomiales d’une variable d coefficients réels. Cet espace est
muni de la base {ey | k € N} définie par :

Vk €N, Vo € R, ey (z) = 2",



. Soit u un opérateur linéaire positif sur E. Montrer que :

ViEE, [u(f)l <u(lf]).
. Soit u un opérateur linéaire positif sur E. Montrer que u est l'endomorphisme nul si et seulement si u (eg) = 0.

. Montrer que tout opérateur linéaire positif sur E est continu et exprimer ||u|| , = sup I (£)lloo

——=2"% en fonction
rermor Il

de u et de eg.

. Soit f un élément de E. Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel n > 0 tel que :

Vt,z)elxlI, |f(t)—f(a;)|§5+2”fnL°°(t—x)2. (1)

. Pour toute fonction g appartenant a E, pour tout entier naturel k et pour tout réel x fizé dans I, on désigne par
g — g (x)ex la fonction de I dans R définie par :

tsg(t)—g(z)th.
Soit f appartenant a E. Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel n > 0 tel que :

[/ lloo

Veel, |f—f(z)eo] <eep+2 pe

(62 — 2ze; + x2eo) . (2)

. Soient u un opérateur linéaire positif sur E et f une fonction appartenant a E. Montrer que pour tout réel e > 0,
on peut trouwver un réel n > 0 tel que :

ILf

Ve e I, Ju(f - (x)eo) < uleo) + 2 n'Lw

(u(e2) — 2zu (e1) + 2u(eg)) . (3)

. Soit (up), cy une suite d’endomorphismes positifs de E telle que pour toute fonction f appartenant a {eg,e1,ea}
la suite (ur (f)),cn converge uniformément vers f sur I.

(a) Montrer que la suite de fonctions (gn),cn définie par :

Vn € Na gn = Un (62) — 2e1up, (61) + exuy, (60)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

(b) Montrer que pour toute fonction f appartenant a E, la suite de fonctions (hy,), cy définie par :

VneN, Ve eI, hy (z) = (u, (f — f(z)e0)) (2)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I (on peut utiliser l'inégalité (3)).
(c) Montrer que, pour toute fonction f appartenant a E, la suite (uy (f)),cy converge uniformément vers f
sur I (théoréme de Korovkin).

. Pour cette question on prend I = [0,1] et on considére la suite des opérateurs de Bernstein (By,), > -

Montrer que pour toute fonction f appartenant a E, la suite (B, (f)),, converge uniformément vers f sur
[0,1].

. Pour cette question on prend I = [0,b] avec b réel strictement positif. Si f est une fonction continue sur I, on
la prolonge en une fonction continue sur R™ en posant f (x) = f (b) pour x supérieur ou égal a b.

(a) Montrer que pour toute fonction f appartenant a E et pour tout entier naturel n > 0, on peut définir une
fonction uy, (f) appartenant o E en posant :

7nw+oo k nk k
Ve eI, u, (f)(z) =e Zf(n)k'x
k=0 )

(b) Montrer que pour toute fonction f appartenant a E la suite de fonctions (uy (f)),, converge uniformément
vers f sur I. a

Exercice 9 Un théoréme de Korovkin sur F
On note F espace vectoriel réel des fonctions définies sur R a valeurs réelles périodiques de période 2 et continues.
On munit F de la norme de la convergence uniforme définie par :

VfeHR, [fllo =suplf (2)].
z€R



On désigne par L (F) Uespace vectoriel des endomorphismes de F. Un élément de L (F) est aussi appelé un opérateur
linéaire sur F.

On dit qu’un opérateur linéaire u est positif s’il transforme toute fonction positive appartenant a F en une fonction
positive.

On note P le sous-espace vectoriel de F formé des polynomes trigonométriques a coefficients réels, c’est-a-dire des
fonctions de R dans R de la forme :

x+—ap+ Z (a cos (kx) + by sin (kx)),
k=1

ou n est un entier naturel, le coefficient ag et les coefficients ag, by, pour tout entier k compris entre 1 et n sont réels.
Cet espace est muni de la base {c, | k € N} U {sg | k € N\ {0}} définie par :

Vk e N, ¢ (z) = cos (kx),

VR, { Vk € N\ {0}, sg(z)=sin(kz).

Pour toute fonction f appartenant a F, on désigne par (ar (f))p>o €t (bk (f))p>1 les coefficients de Fourier de f
définis par : - -

VkeN, a, (f) = % 7rf(t)cos(kt) dt,

Wk € N\ {0}, bx (f) :% jf(t)sin(k:t)dt.

On note :

So (f) = a02<f) Co

et pour tout entier n strictement positif, on désigne par S, (f) le polynéme trigonométrique défini par :

50 (F) = Dy 3 (ar (P + by () ) (5)
k=1

1. Montrer que toute fonction f appartenant a F est uniformément continue sur R
Pour tout x fizé dans R, on désigne par i, la fonction définie par :

vt € R, 9, (t) = sin® (t—2x>

2. Soient f appartenant ¢ F. Montrer que pour tout réel e > 0, on peut trouver un réel n dans Uintervalle 0, 7| tel
que l'on ait :
[1/1

V(t,x) €eR ) |f(t) —f($)| §€+2W¢x (t) (6)

Pour f appartenant ¢ F et x fixé dans R, f — f (z) co désigne la fonction définie sur R par :
s £ ()~ f ().

3. Soit f une fonction appartenant a F. Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel n dans l'intervalle
10, 7| tel que lon ait :

11l oo
Yo (1)

4. Soient u un opérateur linéaire positif sur F et f une fonction appartenant a F. Montrer que pour tout réel e > 0,
on peut trouver un réel n dans Uintervalle |0, 7| tel que 'on ait :

11l oo
Yo (1)

5. Soit (un),cy une suite d’endomorphismes positifs de F telle que pour toute fonction f appartenant a {co,c1,5s1},
la suite (uy, (f)),en converge uniformément vers f sur R.

Vr €R, |f— f(x)col < eco+

(co — cos (x) ¢; — sin (x) s1) . (7)

Ve e R, |u(f— f(z)co)| <eulen)+ (u(cp) — cos (z)u(cr) —sin (x) u (s1)) - (8)

(a) Montrer que la suite de fonctions (gn), ey définie par :
Vn € N, gn = Un (CO) — C1Unp (Cl) — S1Un (81)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R.



(b) Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite de fonctions (hy), oy définie par :

converge uniformément vers la fonction nulle sur R (on peut utiliser (8)).

(c) Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (u, (f)),cn converge uniformément vers f
sur R (théoréme de Korovkin sur F).

6. Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (Ty, (f)),~, définie par par :

r,()=13 55, (9)
k=0

converge uniformément vers [ sur R.



