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1 Leçons concernées
La liste suivante n’est pas exhaustive.

1. 209 : Séries de fonctions. Propriétés de la somme, exemples
2. 210 : Séries entières de variable réelle ou complexe. Rayon de convergence. Propriétés de la somme. Exemples.
3. 212 : Série de Fourier d’une fonction périodique ; propriétés de la somme. Exemples
4. 264 : Fonctions développables en série entière.
5. 410 : Comparaison, sur des exemples, de divers modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions.
6. 411 : Exemples d’étude de fonctions définies par une série
7. 412 : Exemples de développement d’une fonction en série entière. Applications.
8. 413 : Exemples d’applications des séries entières.
9. 414 : Exemples de séries de Fourier et de leurs applications.

2 Séries entières

Exercice 2.1 Montrer que pour tout α ∈ R les séries entières
∑
anz

n et
∑
nαanz

n ont même rayon de convergence.

Exercice 2.2 Soit une série entière
∞∑
n=0

anz
n de rayon de convergence R > 0 et de somme f(z).

1. Montrer que pour 0 < r < R,
∞∑
n=0
|an|2 r2n = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)
∣∣2 dθ

2. Que dire de f si |f | admet un maximum local en 0 ?
3. On suppose maintenant que R = +∞ et qu’il existe P ∈ RN [X] tel que |f(z)| ≤ P (|z|) pour tout z complexe.

Montrer que f ∈ CN [X].

Exercice 2.3 Théorème de Bernstein et application .– Soient a > 0 et f ∈ C∞(]−a, a[ ,R) telle que

∀n ∈ N,∀x ∈ ]−a, a[ , f (n)(x) ≥ 0

1. Si |x| < r < a, montrer ∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

f (k)(0)
k! xk

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣xr ∣∣∣n+1
f(r)

2. Montrer que f est développable en série entière sur ]−a, a[.
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3. Montrer que x 7→ tan x est développable en série entière sur ]−π/2, π/2[.

Exercice 2.4 Inverse d’une série entière .– Soit
∑+∞
n=0 anz

n une série entière de rayon R > 0 et telle que a0 = 1
(ou plus généralement a0 6= 0).

1. Montrer qu’il existe une et une seule suite (bn)n∈N telle que ∀n ∈ N,
∑n
k=0 akbn−k = δ0,n.

2. Montrer que la série entière
∑+∞
n=0 bnz

n a un rayon strictement positif.

Exercice 2.5 Soit In le nombre d’involutions de J1, nK.
1. Montrer que

∀n ∈ N∗, In+2 = In+1 + (n+ 1)In.

2. En déduire que la série entière S(x) =
+∞∑
n=1

In
n! x

n a un rayon de coonvergence R supérieur ou égal à 1 et montrer que

S(x) = e
x2
2 +x − 1.

Exercice 2.6 Nombres de Bell .– 1 On note, pour n ≥ 1, In = {1, 2, · · · , n} et on désigne par βn le nombre de
partitions de In (nombres de Bell). On convient que β0 = 1.

1. Calculer β1, β2, β3.

2. Montrer que :

∀n ∈ N, βn+1 =
n∑
k=0

Cknβk

3. Montrer que βn ≤ n! pour tout n ∈ N.

4. Étudier la convergence et la somme de la série entière
∑ βn

n! z
n.

Exercice 2.7 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N . La fonction génératrice de X est

gX : s ∈ [0, 1] 7→ gX(s) = E
(
sX
)

=
∑
k∈N

skP (X = k) .

1. Montrer que gX est croissante, continue et convexe sur [0, 1], et C∞ sur [0, 1[.
2. Montrer que X admet une espérance si et seulement si gX est dérivable à gauche en 1. On a alors E(X) = (gX)′g(1).
3. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,A, P ) à valeurs dans N . Si X et Y sont indépendantes,

gX+Y (s) = gX(s)gY (s).

4. On considère des variables aléatoires à valeurs entières N et (Xi)i∈N définies sur (Ω,A, P ) . On suppose les Xi

indépendantes et de même loi et on pose, pour tout ω ∈ Ω , S0 = 0

SN (ω) =
N(ω)∑

1
Xk(ω).

Montrer que SN a pour fonction génératrice gN ◦ g .

1. F. G. N. Algèbre 1 ou Meunier

2



3 Autres séries de fonctions

Exercice 3.8 Pour x > 0, on pose f(x) =
∑+∞
n=0 e

−x
√
n. Étudier la convergence de cette série de fonctions. Trouver un

équivalent simple de f en 0 à droite.

Exercice 3.9 Soit f une fonction continue de I = [0, 1] dans R. Pour tout entier n ∈ N on note fn la fonction définie
sur I par

fn(x) = xnf(x).

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite (fn)n∈N converge uniformément sur I.
2. Donner de même une condition nécessaire et suffisante pour que la série

∑
fn converge uniformément sur I.

Exercice 3.10 Pour tout entier n, on considère la fonction gn définie par

gn(x) = nx2e−x
√
n

définies sur R+.
Etudier la convergence de la série

∑
gn.

Exercice 3.11 On pose

ζ(x) =
+∞∑
n=1

1
nx

1. Montrer que la fonction ζ est définie et de classe C∞ sur ]1,+∞[.
2. Etudier monotonie et convexité de la fonction ζ.
3. Déterminer la limite de la fonction ζ en +∞.
4. Déterminer un équivalent de la fonction ζ en 1+.
5. Montrer que x 7→ ln(ζ(x)) est convexe.

4 Séries de Fourier

Exercice 4.12 2Soient λ ∈ C \ [−1, 1] et f définie sur R par :

f (x) = 1
λ+ cos (x)

On se propose d’utiliser les séries de Fourier pour calculer les valeurs des intégrales :∫ π

0

cos (nx)
λ+ cos (x)dx

pour n ∈ N.

1. Montrer que l’équation polynomiale P (z) = z2 + 2λz+ 1 a deux solutions complexes z1, z2 telles que 0 < |z1| < 1 <
|z2| .

2. Montrer que, pour tout réel x, on a :

f (x) = 2eix

P (eix)

2. D’après Ramis, Deschamps, Odoux, exercices d’analyse 2
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3. En utilisant la décomposition en éléments simples de 1
P (z) et le développement en série entière de 1

1− z pour |z| < 1

dans C, donner le développement en série de Fourier de la fonction f.

4. En déduire les valeurs des intégrales
∫ π

0

cos (nx)
λ+ cos (x)dx, pour tout entier n ≥ 0.

5. Calculer en particulier les intégrales suivantes :∫ π

0

cos (nx)
2 + cos (x)dx,

∫ π

0

cos (nx)
ch (a) + cos (x)dx

pour tout entier n ≥ 0, tout réel a > 0.

Exercice 4.13
1. [Nombres de Bernoulli] Soit Bn la suite de polynômes définie par B0 = 1 et, pour n > 0,

B′n = nBn−1,

∫ 1

0
Bn(x)dx = 0.

Pour tout entier n on note B̃n la fonction périodique de période 2π égale à Bn( x2π ) sur [0, 2π].
(a) Montrer que pour tout entier k et tout n > 0 on a :

ck

(
B̃n

)
= − n

(2πik)n .

(b) À l’aide de la série de Fourier de B2p, en déduire la valeur de ζ(2p).

Exercice 4.14 [Formule sommatoire de Poisson] Soit f une fonction continue intégrable telle que la série∑
n∈Z

f(x+ n)

converge normalement sur tout compact de R.
1. Montrer que si la série

∑
n∈Z f̂(n) converge absolument, alors pour tout x on a∑

n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2πinx.

2. On considère la fonction f définie par f(x) = e−πx
2
. Soit α un réel strictement positif. Calculer la transformée de

Fourier de g(x) = f(x/α) et lui appliquer la formule sommatoire de Poisson. Qu’en pensez-vous ?
3. Soit f : x 7→ 1

a2+x2 , calculer sa transformée de Fourier et montrer que∑
Z

1
a2 + n2 = π

a

∑
Z

e−2πa|n|.

4. En déduire que
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

Exercice 4.15 Soit f une fonction continue intégrable à spectre borné. On suppose que le support de f̂ est inclus dans
[−ν, ν], montrer que , pour tout réel x 6= kπ

ν ,

f(x) =
+∞∑
−∞

f

(
kπ

ν

)
sin (νx− kπ)
νx− kπ

.
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