Transformation de Laplace

1 Enoncé

Un nombre complexe sera noté z = x + iy, ou x = R (2) est la partie réelle de z et y = F(2) sa
partie imaginaire.
Pour tout réel o, on désigne par P, [resp. P,| le demi-plan ouvert [resp. fermé| défini par :
P,={2€C|R(2) >0} [resp. P, ={z € C|R(2) > o}]

On note également P, ., = () et P_,, = C.
On désigne par C l'espace vectoriel des fonctions continues de R™ dans C.

+00
Soient f € C et z € C. On dit que L (f) (z) est défini si 'intégrale impropre / e~ f (t)dt est
0

convergente et dans ce cas, on note L (f) (z) la valeur de cette intégrale.
L’application £ (f), quand elle est définie, est la transformée de Laplace de f.
On note DL (f) le domaine de définition de L (f) pour f € C.

— I — Quelques exemples

Déterminer le domaine de définition DL (f) de L (f) et préciser les valeurs de £ (f) (2) pour tout
z € DL(f) dans les cas suivants.

1. f est la fonction constante égale a 1 sur R*.

2. f est la fonction définie par :
Vvt € RT, f(t) =eM

ou A est un nombre complexe donné.

3. f est la fonction définie par :
VteRT, f(t)=1"

ou n est un entier naturel donné.

4. f est la fonction définie par :
Vt e RY, f(t) = eMt"

ol A est un nombre complexe et n un entier naturel donnés.

5. f est la fonction définie par :
Vt € R, f(t) =t"cos(wt) [resp. f (t) = t"sin (wt)]

ol w un nombre réel, n un entier naturel donnés. Préciser ces fonctions pour n =0 et n = 1.
— IT — Abscisse de convergence. Continuité de L (f). Injectivité de L

Soit f € C.
1.

(a) On suppose que L (f) est définie en un point zg = xg + iyp € C et on désigne par Fy la
fonction définie sur R* par :

t
Vit e RY, Fy(t) = / e " f (u) du
0

Montrer que pour tout z € Py, L (f) (2) est défini et que :

L(f)(2) = (2 — =) / T oGm0ty (1) dit



(b) On désigne par E (f) la partie de R définie par :

+0o0
E(f) = {x eR| / e ™ f (t)dt est convergente}
0

+oo
i. Montrer que si F (f) = 0, alors I'intégrale / e ' f (t)dt est divergente pour tout
0

z € C. On note, dans ce cas, o (f) = +00. Donner un exemple de telle situation.

ii. Montrer que si F (f) est non vide et non minoré, la fonction £ (f) est alors définie
sur tout C. On note alors o (f) = —oo. Donner un exemple de telle situation.

iii. Montrer que si £ (f) est non vide et minoré, il existe alors un réel o (f) tel que :

siR(z) > o (f) alors L(f)(z) est défini
{ si R(z) <o (f) alors L(f)(z) n’est pas défini

Avec les notations de la question précédente, on dit que o (f) est 'abscisse de convergence de
la transformée de Laplace £ (f) et on a :

Py5y CDL(f) C Pyy)

Pour la suite, on suppose que f € C est telle que o (f) < +o0.

Nous utiliserons & plusieurs reprises le résultat suivant. Si pour og > o (f), on désigne par Fj
la primitive nulle en 0 de la fonction ¢ — e~ f (¢), soit :

Vit e RT, Fy(t) = /Ote"ouf (u) du (1)

on a alors :

Vze P,,, L(f)(z)=(z—00) /+Ooe_(z_"0)tF0 (t)dt
0

De plus Fy est de classe C' sur RT et avec Tlirf Fo(T) = L(f)(00), on déduit que cette
—+o0

fonction est bornée. On note alors :

M(] = sup ‘FO (t)‘

teR+

+oo
2. Montrer que si f est a valeurs réelles positives, I'intégrale / e~* f (t) dt est alors absolument
0
convergente pour tout z € Fy(y).

3. Soit (ap),y une suite complexe bornée.

(a) Montrer que la série entiere ) a,z" a un rayon de convergence R > 1 et que la série
entiere Y n—T'Lz" a un rayon de convergence infini. On note respectivement ¢ (2) et f(2)
les sommes de ces séries entieres.

(b) On note encore f la restriction de f a R*. Montrer que o (f) < 1.

(c) Montrer que :

z z

Vze P, L(f)(2) = ¢ (l)



4. En utilisant la suite de fonctions (¢,,),,cy. définie sur C par :

Vne N, VzeC, ¢,(z) = / e P f(t)dt
0

montrer que £ (f) est continue sur F,).
5. Donner une deuxiéme démonstration de la continuité de £ (f) sur Fyy).

6. On se donne un réel oy > o (f) et Fy est la fonction définie par (1).

(a) Montrer que, pour tout z € P, et tout entier naturel k, I'intégrale :

“+oo
/ e~ OOk (t) dt
0

est absolument convergente.

(b) En déduire que, pour tout z € P,y et tout entier naturel &, I'intégrale :

+o00o
/ e # R f (1) dt
0
est convergente. On a donc :
VkeN, o (t"f) <o (f)

7. Montrer que, si ¢ est une fonction continue sur un intervalle réel fermé borné [a,b] a valeurs
b

complexes telle que @ (t)t"dt = 0 pour tout entier naturel n, elle est alors identiquement

nulle (théoreme des moments de Hausdorff).

8. En utilisant les transformées de Laplace des fonctions ¢ — t", vérifier que le résultat de la
question précédente n’est pas valable sur |0, +oof.

9. On suppose qu’il existe un réel oy > o (f) tel que :
VneN, L(f)(co+n)=0
(a) Montrer que la fonction ¢ définie sur ]0, 1] par :
@ (t) = Fo (= In(t))

se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].

(b) Montrer que :
1
Vn € N, / "o (t)dt =0
0
et en déduire que f est la fonction identiquement nulle.

10. Montrer que si £ (f) (2) = 0 pour tout z € Py,y), f est alors la fonction identiquement nulle.

11. On suppose que f est de classe C" sur RT avec n > 1 et que :

Vk € {0,1,--- ,n}, o(f(k))<+oo
Vk € {0,1,---,n—1}, V2 € P, (), thr+n ek (1) =0
—+o0

Montrer que :

—_

V2 € (VP (gmy £(F7) () = 2L () () = 30 =119 (0)

k=0 0
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— III — Etude de la restriction de £ (f) a I'intervalle réel |o (f),+o0]

On s’intéresse ici a la restriction de la fonction £ (f) a l'intervalle Jo (f),4oco[. On note encore
L (f) cette restriction.

1. Montrer que lim L (f)(z) = 0.

r——+00

2. Montrer que lim zL(f)(z) = f(0). On a donc L (f) (z) ~ /)

z—++00 +oo I

o (Dsso-o

3. On suppose, pour cette question, que lim f(t) = /.
t—4o00

si f(0) #0et L(f)(x) =

(a) Montrer que o (f) <0.
(b) Montrer que lirg+ zL(f) (z) = 1.
T—

4. Montrer que la fonction £ (f) est de classe C' sur |o (f), oo avec :

Vo € o (f),+ool, L(f) (x) = —L(tf) () = —/0 Ooe’”tf (¢) dt

5. En déduire que la fonction £ (f) est de classe C* sur o (f), +oof avec £ (f)* = (=1)F £ (t*f)
pour tout k € N.

1 [T
6. Montrer que si f € C est telle que . li+m f(t)=A onaalors lim — / f(t)dt = X (théoreme
—+00 0

T—+o00 T
de Cesaro).

“+o0o
7. On suppose, pour cette question, que f (t) dt est convergente. Montrer que :
0
(a) o (f) <0;
+oo
(b) lim+ L(f)(x)= f () dt (la limite est prise pour z réel positif) ;
1 /7
(c) Tlirilm T/o tf(t)dt =0.
“+oo
8. Sio(f)<O0et lim £ (f) (z) = ¢, peut-on en déduire que f (t) dt est convergente ?
z—0 0

9. On suppose, pour cette question, que f € C est a valeurs positives ou nulles.
+oo
Montrer que si o (f) <0 et lim L(f)(x) = ¢, I'intégrale f (t) dt est alors convergente et
z—0 0

sa valeur vaut /.

10. On désigne par f la fonction définie sur Rt par :

sin ()

it>0
VteRT, f(t) = st

1sit=0

+00 1.2 400 .3

sin” (¢ sin (¢

(a) Montrer que les intégrales / tQ( ) dt et / %dt sont convergentes et que :
0 0

+00 3.2 +00 43
/ sin” () gt :/ sin () gt
0 ¢ 0 t




(b) Montrer que o (f) = 0.

400 ;
¢) Calculer L (f) (z) pour tout = > 0 et en déduire la valeur de wdt.
() p t
0
f () e
11. Soient f € C telle que lim L= (et g € C définie sur R par :
t—0t
f®) sit>0
VteRT, g(t) = t
(sit=0
On suppose de plus que / t) dt est convergente.
(a) Montrer que o (f) <o ) <0.
(b) Montrer que l'intégrale £ (f) (t) dt est convergente et que :

+o0o
V20 L)@ = [ L0

En particulier, on a :

/0+°Of()dt /0+ooﬁ(f)(t)dt

t

et on retrouve les résultats de la question précédente.

— IV — Théorémes taubériens

1
1. Montrer que si f € C est telle que la fonction t — ¢ - f (t) soit bornée (i. e. f(t) = . QF (;) ),
—+00

on a alors o (f) <0.
2. On suppose, pour cette question, que f € C est telle que lim (¢-f(¢)) = 0 (i. e. f(t) =

t—+o00
1
(a) Montrer que o (f) <0.

1
(b) Montrer que hm —/ t|f () dt=0.

(c) Montrer que :

400 —zT
Vo >0, VT > 0, / ety (t)dt‘ < sup(t|f (1))
T :UT tzT
+o0
(d) On suppose de plus que lim £ (f)(t) = ¢. Montrer que f (t)dt est convergente et
t—0+ 0

vaut 4.

1
3. Soit f € C telleque f(t)= o (z) (dans ce cas, on a o (f) < 0).

t—+o0
+o0o
Montrer que / f (t)dt converge si, et seulement si, lim L(f)(x) = ¢. Ce résultat est un
z—0

0
théoréeme de Tauber (faible).



4. On s’intéresse ici a la réciproque du résultat montré en ITI.1.

1 (T
. < , _ 1 _o
Soit f € C telle que o (f) <0, tlf(%ﬁ(f) (t)=1¢, TET@T/O tf(t)dt=0

On désigne par g la fonction définie sur RT* par :

1 t
Vit >0, g(t) = e uf (u) du
0
(a) Montrer que :
. /(0)
1 t)=—=
Ao =
. o _ /(0
On prolonge alors la fonction g par continuité en 0 en posant g (0) = 5 et g € C.
(b) Montrer que o (g) < 0.
(¢) Montrer que lim 2L (t-g)(x) = 0.
z—0+t
(d) Montrer que :
V>0, L(f)(x) = L(g) (x) +2zL(t-g) (z)
(e) Montrer que lim L (g) (x) = ¢.
z—01
“+o0o
(f) En déduire que f(t) dt est convergente et déterminer sa valeur.
0
En définitive, on a montré le résultat suivant :
+oo
Soit f € C. L’intégrale f(t)dt est convergente et vaut { si, et seulement si : o (f) <

0, lim L(f)(z)=4¢, lim l/th(zf)dt:().
0

z—0t T—s4o00 T

1. Soit ¢ une fonction de classe C* sur R™* & valeurs réelles telle que lim+ ¢ () = 7 et la fonction
z—0

x — 22" (x) soit bornée sur R™*. Montrer que lim 2 - ¢' () = 0 (lemme de Littlewood).
z—0

On admet le résultat suivant : (R) Si ¢ € C est a valeurs réelles positives telle que o (¢) < 0 et

: 17
xlgéler - L () (z) =4, on a alors TEIEW T/o e(t)dt =¢.

t—+o00

1
2. Soit f € C a valeurs réelles telle que lim L(f)(x)=Let f(t)= O (z) , C’est-a~dire qu’il
z—0
existe un réel M > 0 tel que t|f (t)| < M pour tout ¢ > 0. On se propose de montrer que, dans
+oo
ce cas, on a / f (t)dt = ¢ (théoreme de Tauber fort).
0

(a) Montrer que lim z- £ (f) (z) = 0.

z—0t

(b) En utilisant la fonction ¢ définie par :

ViEeRY, p(t)=M—t- f(t)

T
t li — t-f(t)dt=0et lure.
montrer que lim - i f(t) et conclure



Solution (proposée par J.E. Rombaldi)

— I — Quelques exemples

. Pour tout nombre complexe z = x + iy, on a :

t tsiz=0
O, ()= | e du=1{ 1— et
(®) / =y e L

Pour x > 0, on a :
xt

— 0

o) = -
t——+00

donc L (f) (z) est défini avec :

t

L(f)(z) = lim e *"du = lim 1 (1 — e—Zt) — 1

t—+o0 [ t—+o00 2 z
Pour x < 0, on a :
{e_Zt‘ =e ™ = +o00
t—-+o0

et la fonction ¢ — e~**, n’a pas de limite quand ¢ tend vers +o0o, donc L (f) (z) n’est pas défini.

Pour z = y = 0, la fonction ®; : ¢ — ¢ n’a pas de limite quand t tend vers o0, donc L (f) (z)
n’est pas défini.
Pour x = 0 et y # 0, on vérifie que la fonction ¢ — e~%, n’a pas de limite quand ¢ tend vers

nm
+00. En effet, en utilisant la suite (t,,),, . définie par ¢, = —, on a lirJlra t, = 400, alors que
n——+0oo

la suite (e=%™) = ((—1)"),y est divergente. Il en résulte que £ (f) (z) n’est pas défini.

En définitive, le domaine de définition de £ (f) est :
Po={z€C|R(z) >0}

et : 1
Vz e Py, L(f)(2) ==~

z

. Pour tout nombre complexe z = x + iy et tout nombre réel t > 0, on a :
e—ztf (t) _ 6—(2—)\)t .1

donc L (f) (2) est défini si, et seulement si, £ (1) (z — A) est défini, ce qui équivaut a R (z — A) >
0. I en résulte que le domaine de définition de L (f) est :

[z€CIR() >R} = Py
et :
1
z— A
. On rappelle que pour —0o < a < b < 400 et f fonction continue par morceaux de [a, b dans

C, L’intégrale de f sur [a,b[ est convergente si, et seulement si, pour toute suite (2j),oy de

points de [a, b[ qui converge vers b, la série ) f:ﬂk“ f (t) dt est convergente.

V2 € Pagy, £() ()= L) (z — N) =

b
Donc pour montrer la divergence de / f (t) dt il suffit de trouver une suite strictement crois-

sante (zy),cy de points de [a,b] qui converge vers b telle que la série ) f;:“ f(t)dt soit



divergente.
Pour f a valeurs réelles, le théoreme des accroissements finis nous permet d’écrire que :

Th41
[ @ = F ()~ F (@) = (o - ) £ (80)
zg
ol xp < & < xRy et F est une primitive de f.

(a) Soit z =z + iy € C avec y > 0. Pour tout entier £ > 0, on a :

(kzl)ﬂ (k+1)7 i un
up = / e "sin (yt) t"dt = / e v"sin (u) du
km k

1
- Yyt

(=1)"e vt / ~$tsin (8) (b + 1) dt
= - e vy 1n v
yn+1 0

et pour £ <0 :

lug| = / e wlsin (t) (km + )" dt > / e v'sin (t)t"dt >0
0 0

yn+1 yn+1

+oo
donc la suite (uy), oy ne tend pas vers 0 et 'intégrale / e *tsin (yt) t"dt est divergente.
0
Comme la fonction sin est impaire, cela est encore vrai pour y < 0 et z < 0.

+00 +oo
Il en résulte que / e " dt est divergente pour x < 0 et y # 0. Sinon / e *indt et
0 0

+00 +oo
/ e #'t"dt son convergentes et aussi / e~ "sin (yt) t"dt.
0 0

(b) Pour z € R et y = 0, en utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient 1'exis-
tence, pour tout réel x et tout entier naturel &k, d'un réel ¢;, € |k, k + 1] tel que :

k+1
/ et dt = e %k cy
k

et pour x <0, on a:

k+1
/ e N dt = e ey > k" > 1
k

k+1 400
donc la suite ( / e"”%”dt) ne tend pas vers 0 et I'intégrale / e~ " dt est diver-
k keN 0

gente.

+oo
(¢) On a donc ainsi montré que / e #t"dt est divergente pour tout z € C tel que z =
0
R(z) <0.
(d) Pour z € C tel que x = R(z) > 0, avec lim t*|e *"| = e "™ = 0, on déduit que

t——+00

“+oo
I'intégrale / e *'t"dt est absolument convergente.
0

(e) En définitive, DL (f) = F.

(f) On note f, (t) = t" pour tout n € N.
Pour n = 0, on a fy(t) = 1 pour tout ¢ > 0 et on a vu que L(fy) (2) = é pour tout
z € Fy.
Supposons que ’on ait, pour n > 1 :

(n—1)!

ZTL

Vz € Py, L(fa1)(2) =



En effectuant une intégration par parties, on a, pour tout nombre complexe z = x + 1y et
tout nombre réel T' > 0 :

T t'n, T > T
/ e ldt = {6_“—] + = / e Fndt
0 ]y MNJo

T =z (T
=e T — + —/ e A dt
n - nJy
Et pour z > 0, on a :
™ ™
lim [e*T—|= lim e*T— =0
T—+00 n T—+o0 n

+00
donc l'intégrale / e *"dt est convergente avec :
0

+oo +oo |
n n!

/ e dt = — / et = —
0 2 Jo o+

On a donc ainsi montré que, pour tout entier naturel n, le domaine de définition de £ (f,)
n!
est Py avec L (f,) (2) = —ng1 pour tout z € F.
4. Pour tout nombre complexe z et tout réel ¢ > 0, on a e *! f (t) = e~ N4 Donc L (f) (2) est

défini si, et seulement si, £ (f,,) (z — A) est défini, ce qui équivaut & R (z — A) > 0. Il en résulte
que le domaine de définition de £ (f) est :

{zeCIR(2) > RN} = Ppy

et :
n!
Vz € Ppoyy, L(f)(2) =L(fo) (2 =A) = ———57
(z—=A)
5. On note f, (t) = t" cos (wt) et g, (t) = t"sin (wt) .
+o0o
Prenant A\ = =iw dans la question précédente, on déduit que chaque intégrale e Fetitindt

0
est convergente si, et seulement si, R (z) > 0. Il en résulte que les intégrales L (f,) (z) =
+00 +oo
t"e * cos (wt) dt et L (gn) (2) = / t"e~* sin (wt) dt sont convergentes si, et seulement
0

0
si, R(z) > 0. Et pour ®(2) >0 :

1

L(fn)(2) = 5 ([, (ei‘“tt") (2)+ L (e’i”tt") (z))

_ ! 1 1

T2 ((z —iw)"t! " (z + z'w)"“)
n! (z 4 iw)" + (2 — iw)" ™

E (22 +w2)n+1

et :

1
2

~n! 1 1

T2 ((z — iw)"+1 a (z + iw)n+1>
n! (z 4 iw)" = (2 —iw)™

2i (22 4+ w2)" !

(L (e“'") (2) — L (e7™"") (2))




En particulier :

(a)

(b)

LU )= e LU E) =
L) ()= o L) ()=

— IT — Abscisse de convergence. Continuité de L (f)

La fonction Fy est la primitive nulle en 0 de la fonction définie sur RT par ¢ — e~ ! f (¢) .
Pour tout nombre complexe z et tout réel T' > 0, une intégration par parties nous donne :

T T T
/ e f(t)dt = / et f (1) e~ 0t = / F}(t) e= G20ty
0 0 0
T T
= [Fo (?) e_(z_z(’)t]o + (2 — 20) /0 Fy (t) e~ E=0)tqt
T
= Fo (T) e )T 4 (2 — 2) / Fy (t) e~ =)t qt
0

Comme : . N
R@) = [ et o [ entad =L )
0 T—+o0 0
cette fonction Fjy est bornée, c’est-a-dire qu’il existe un réel My > 0 tel que :
vVt e RY, |Fy (1) < My

et pour z € P,,, on a :

[Fy (T) e =07| = |Fy (T)] e =07 < Mye 0T 0

T—+o00
puisque x > xg.

+oo
Comme / e~ (@20t dt est convergente pour = > o, l'inégalité précédente (valable pour
0

T
tout 7' > 0) nous dit que I'intégrale / Fy (t) e~ =#)tdt est absolument convergente pour
0

z € P,, et on peut écrire que :

L(f)(z)= /0+00€_th (t)dt = (z — 2) /OJFOOe_(Z_ZO)tFO (t)dt
= (2 — 20) L (Fp) (2 — 20)

Le domaine de définition de la fonction £ (f) contient donc le demi-plan P, .

+o0
i. Si, pour zy € C, l'intégrale / e~ f (t) dt est convergente, la question IT.1a nous
0

+o0
dit alors que / e " f () dt est convergente pour tout x > R (2q) et E (f) # 0.
0

10



Pour f(t) = €', en utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient 1exis-
tence, pour tout réel x et tout entier naturel k, d'un réel ¢, € |k, k + 1] tel que :

k1 , ,
Up = e el dt = e %% — 400

(pour x < 0, on a ug > e et pour x > 0, ux > e‘a’(k“)ekZ), donc la suite
( / kHe‘“”tetht) ne tend pas vers 0 et I'intégrale / +ooe_xtet2dt est divergente.
Onka donc E (f) iGN(Z) dans ce cas et o (f) = +o0. '
ii. Supposons E (f) non vide et non minoré. Cela signifie que :
VmeR, Jxg € E(f) | zo <m
Donc pour tout nombre complexe z, il existe donc un réel xy € E (f) tel que zy < R (z)

+00
et la question II.1a nous dit que / e *' f (t) dt est convergente. La fonction L (f)
0

est donc définie sur tout C.
La fonction identiquement nulle nous donne un exemple trivial.

+o0
Pour f(t) =e et z € R, on a lim e e " =0, donc l'intégrale / e~ wte = dt
0

t—+o00
est convergente.

On a donc E (f) = R dans ce cas et o (f) = —o0.

iii. Si £ (f) est non vide et minoré, il admet alors une borne inférieure :

+oo
o (f) =inf {x €ER| / e " f () dt est convergente}
0

Si z € Cest tel que R(z) > o (f), par définition de la borne inférieure, il existe alors
un réel oy € E (f) tel que o (f) <09 < R(2) et L(f) (2) est défini.
+oo
Si z € C est tel que R(z) < o(f), l'intégrale / e ' f (t)dt est nécessairement
0

+oo
divergente ; sinon pour oy € |R (2),0 (f)[ I'intégrale e~ f (t) dt est convergente,

0
ce qui est en contradiction avec o (f) = inf £ (f) et o9 < o (f).

+oo
. Siz=ux+1iy € P,(y), on a alors x € P,y et e " f (t) dt est convergente (ce qui prouve

0
au passage que E (f) = |o (f),+oo[ ou E(f) = [0(f),+o0]). Dans le cas ou f est a valeurs
“+oo
réelles positives, on a [e ' f (t)] = e " f () et / e ' f (t) dt est absolument convergente.
0

. On note M = sup |a,|.
neN

(a) Comme la suite (ay), .y est bornée, la série ) a,2" a un rayon de convergence R > 1 et

a /7 3 LN /7 . . .
avec ‘—T < —»on déduit que le rayon de convergence de la deuxieme série est infini et :
n! n!
+o00 a
- Znon |2l
VzeC, |f(z)| = g e < Me
n=0

(b) Pour x > 1ett>0,o0na:

+o00 too p
e f (t)| = e*xtz %t” < Me™™ (Z %) = Me (=1t
n=0 n=0

11



+o0 +o0
et avec / e~ (@=Vtdt < 400, on déduit que l'intégrale / e " f () dt est absolument
0 0

convergente. On a donc |1,4+o00[ C E(f) et o (f) < 1.
(c) Pour z=2+iyeC,ona:

+00 +00 +oo o
c(f)(z)z/o e—”f(t)dt:/0 e—zt< Ht)dt

et en notant :

+oo
a
R,(t)= ) k—’jt’“
k=n-+1
on a .
- ak —ztyk oo —zt
£(f)(z):ZH 0 thdt + e R, (t)dt
k=0

lkz () /O+OertRn(t)dt

Il s’agit donc de montrer que :

“+oo

Vz e P, lim e 'R, (t)dt =0

n—-+0o 0

Pour ce faire, on écrit que :

/0 +ooe—ztRn (t) dt’

k=n+1
+oo +oo tk +oo n tk
<M/ ( —'> dt:M/ e ot (et— —‘) dt
k=n+1 0 k=0
+o00 n 1 +o0
<M (/ e~ @ tgt Z o e_zttkdu>
0 0 0

1 1 M 1 "1
<M - = -y = 0
< (x—l Zxk—l-l) T (1_1 kZ:OQ;k> n_>_>+oo

On peut aussi utiliser le théoreme de convergence dominée.
On désigne, pour z fixé dans P, par (u,), .y la suite de fonctions définie par :

Vt € RY, uy, () = et
nl

Toutes ces fonctions sont continues sur Rt avec :

a _
lun, (1)] < %e atyn

12



elles sont donc intégrables sur R™ et on a :
“+oo +o00
Z/ lup, ()] dt < — Z\an|—<+oo

1
puisque 0 < — < R. On déduit alors du théoreme de convergence dominée que u : t
.z

e f(t Zun ) est intégrable sur RT avec :

= [Cerrman= e

1< 1 1
:;Z“nz—nzzg .
n=0

(a) La fonction (z,t) — e * f (t) est continue sur CxR* et 'intégration se fait sur un segment
n

réel, donc la fonction ¢, : z — [ e #f(t)dt est continue sur C.
0

(b) Pour montrer la continuité de £(f), on montre que la suite (@), cp converge uni-
formément vers L (f) sur tout compact de P, ().
Soit donc K un compact non vide dans le demi-plan P, ). Il existe des réels oy, 07 tels
que o (f) < 01 < 09 et un réel b > 0 tels que :

Kc{s=z+iyeCloy <a <oy, |y <b}

On se donne un réel oq tel que o (f) < 09 < o7 et on désigne, comme en II.1a par Fj la
fonction définie sur Rt par :

Folt) = [ s ()

Pour z € K et n € N*, on a :
“+oo
LN =onl) = [ er oy
n+oo oo
= / e 0 f (1) emFmo0t gt = / E} (t) e~ Gmo0tqt

et une intégration par parties nous donne pour 7" > n :

T T
/ Fj(t) e o0t = [Fy (t) e*(Z*”O”}:jL (z — 09) / Fy (t) e~ o0ty

T
=F, (T) e—(z—ao)T —F (n) e—(z—oo)n + (Z i UO)/ F, (t) 6_(Z_Uo)tdt

n

En faisant tendre T' vers l'infini, on obtient, compte tenu du fait que Fj est bornée et

+oo
I'intégrale / Fy (t) e~#=90)tdt absolument convergente :
0

+oo

L(f) () = ¢a(2) = —Fp (n) 7" + (2 — o) / Fy (t) e~ G20ty

13



ce qui nous donne :
T
IL(f) (2) = ¢n ()] < Mo (6(5”’”0)" + |z — ao!/ e(xao)tdt)

T
< M, <€(Ulgo)n + \/(02 — 00)2 + b2/ e(algo)tdt) =én

avec lim e, = 0. Il en résulte que la suite (), oy converge uniformément vers £ (f)
n—-+00

sur tout compact de Py (y).
Comme les fonctions ¢, sont toutes continues sur C, on en déduit que la fonction £ (f)
est continue sur tout compact de Py (), donc sur B, .

5. 11 nous suffit de montrer que £ (f) est continue sur tout demi-plan fermé P,,, ot oy > o (f) .
On se donne donc a1 > o (f) et 0y tel que o (f) < 09 < 1. Pour tout z € P,,, on a :

+o0o
LG = (=00 [ e R @0
0
ou Fjy est définie par (1) et il s’agit alors de montrer que la fonction :

+o00
Dy 2z / e~ OO R (t) dt
0

est continue sur P, .
La fonction ¢ : (z,t) — e" =70 Fy (t) est continue sur P,, x R avec :

Y (z,t) € P,y x RY, | (2,1)| < Mye~ (1700}

+o0
et / e~(@1=00)tdt < 4o00. Le théoreme de convergence dominée nous dit alors que ®q est
0

continue sur P, .

(a) Pour o (f) < oo <R (z) et k € N, on a pour tout réel t >0 :

‘e—(z—ao)tthO (t)‘ < Motke—(%(z)—ao)t

+oo
Comme R(z) — o9 > 0, l'intégrale / the=(R(z)=00)tdt est convergente (on peut dire,
0

+o0o
par exemple, que tlim t2tke=(R(=)=00)t — (), donc I'intégrale / e~ o0tk [y () dt est
—+00 0
absolument convergente.

(b) Pour k = 0, c’est fait. On suppose donc que k > 1.
Pour z € Py, il existe un réel o tel que o (f) < 09 < R (2) et pour tout réel 7' > 0, on
a:

T T T
/ e R f (1) dt = / —oot £ (¢) the=(Fmo0)t gy = / FY () the= o0ty
0 0 0
T
= Fy (T)e= 0T 4 (2 — o) / Fy (t) the= o0t gt
. 0
—k/ Fy (t) th=te= (o0t gy
0

14



avec

|Fy (T) e 70T < Moem (REI=e0)T
T—+o00

+oo
les deux intégrales qui suivent étant absolument convergentes. Il en résulte que / e Pk f (t) dt
0

est convergente. On a donc, o (tkf) < o (f) et pour tout z € P, :

+o0 Foo
£(#F) (=) = (= — o0) / Fo (1) theG-o0tgy — / Fo (1) th=1e—G=oo)t gy
0 0

b
7. Avec la linéarité de l'intégrale, on déduit que pour tout polynome Pona [ ¢ (z) P (x)dx = 0.

Le théoreme de Weierstrass nous dit que la fonction continue @ est limite uniforme sur le
compact [a, b] d'une suite (P,), .y de polynémes. Comme ¢ est continue sur le compact [a, ],
elle y est bornée et avec ||pP, — @, < [l¢ll I|1Pn — Pl , on déduit que la suite (¢P,)
converge uniformément vers ]@]2 . On peut donc écrire que :

neN
b b
/lez(t)dtz lim [ (1) P (t)dt =0

et avec la continuité et la positivité de |p|*, il en résulte que ¢ est identiquement nulle.

8. On a vu en 1.3 que pour tout entier naturel n, on a :

+oo n!
Ve=x+iye Py, L(t")(z) = / e " dt =
0

Zn+1
e —xt L; n Cx n!
/0 e 81n(yt)tdt:—\s<zn+1>
. 2 V2

Enprenantz:el%:7+2’7€P0,n+1:4k, on a :

ce qui nous donne :

too 4 2
Vk € N*, / e %t sin <§t> t*=at =0
0

dt
En effectuant le changement de variable u = t, du = 4t3dt = 4u— sur ]0, +o0[, cela nous

400 2
Vk € N*, / e~ 2! gin (gui) uFldu =0
0

. V2 1
_@u% S1n <—2 u4
2 - @@ 7

u

donne :

=

On a donc une fonction ¢ : u — e continue non identiquement nulle sur

+oo
10, +o0] telle que / u¥ (u) du = 0 pour tout entier naturel k.
0

(a) Avec :
lim Fy(—In(t)) = lim Fo(T)=L(f)(00)

t—0+ T—+o00

on déduit que la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0.
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(b) Pour n € Net 0 < e < T, le changement de variable u = e~* nous donne :

—E&

g —(n+1)t 3y _ C du
Fy(t)e dt = u"TFy (—1In (u)) —
€ e~ T u

et faisant tendre (¢,7") vers (0,400), on obtient :

L(f)(co+n+1)

=0
n+1

1 +o00
/ u"Fy (—In (u)) du = / Fy (t) e (mDigy —
0 0

ce qui équivaut a Fy (—1In (u)) = 0 pour tout u € |0, 1] d’apres le théoreme des moments.
Il en résulte que Fy (t) = 0 pour tout ¢ > 0 et comme Fy (t) = e 7 f (¢), on en déduit que
f=0.

10. On en déduit immédiatement que si £ (f) (2) = 0 pour tout z € P,y), f est alors la fonction
identiquement nulle.

11. On procede par récurrence sur n > 1.
Pour n =1 et z € P,(y) N Py (), une intégration par parties nous donne pour tout réel 7' > 0 :

/O e (t)ydt =[e ' f (t)}OT +z /0 e P f(t)dt

et tenant compte de lim e *Tf (T) = 0, on en déduit que :
T—+o00

+00 +oo
/ e P f (t)dt = —f(0)+ 2 / e P f(t)dt
0 0

soit £(f) (2) = 2L (f) (z) = [ (0).

Supposant le résultat acquis au rang n — 1, une intégration par parties nous donne, de maniere
n

analogue, pour z € ﬂPU(f(k)> :
k=0

+00 +0o0
/ e M () dt = —f™ Y (0) + 2 / et =Y (1) dt
0 0

soit £ (f™) (z) = 2L (f"Y) (z) — f™~1(0) et en utilisant 'hypothese de récurrence :

£ (™) <z>=z<z"1£ S LIt ) 0 (0)

k=0

3
,_.

=2"L(f)(2) - N R0

0

i

— III — Etude de la restriction de £ (f) & intervalle réel |o (f),+o0]

1. Pour z > 09 >0 (f),ona:

L(f) () = (x — o) / " -0t g (1)
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Comme Fj est continue en 0 avec Fy (0) = 0, pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel
n > 0 tel que |Fy ()] < e pour tout ¢ € [0,7], ce qui nous donne :

+o00 n +o00
/ e~ @0t B (1) dt‘ <e / e~ (@=00tqr + M, / e~ (@mo0)t gy
0 0 n

1 — e_(w_o-o)n e—(l’_ao)ﬁ
e+ My——
T — O0p T — O0p
e_(z_o'())n
< + My———
T — O0p T — O0p

et :
1L(f) ()] < &4 Mye™ @70 < 2¢
pour z assez grand puisque lim e~ (=97 = (0. On a donc lim £ (f) (z) = 0.
T—+00 T—+00

2. Pourz >0etx>o(f),ona:

xzuww—f«n—géolx%fw—fm»ﬁ

Comme f est continue en 0, pour tout réel ¢ > 0, on peut trouver un réel n > 0 tel que
|f (t) — f(0)] < e pour tout t € [0,n], ce qui nous donne :

L () (@) = O o [ (@) = O)]de+a

0

+o00

[ e ropa

n +o0
—J:td —xt _ 0)) d

st/oe t~|—x/n e (f(t)— f(0)) t’
+oo +oo +oo

< :vs/ e "tdt + x/ e f(t)dt —xf (0)/ e_mtdt‘

0 n n

+oo
al/" T () dt — £ (0) e
:U/Jrooe”tf (1) dt‘

Comme ligl_l e~ = (), on peut trouver, pour tout réel € > 0, un réel og > 0 tel que og > o (f)
T—r+00
et :

<e+

<e+|[f(0)]e™™ +

Ve > 09, 0 < |f(0)]e™ <e¢

Ensuite pour = > oy, on écrit que :

+oo +00 +00
/ e~ f (1) dt = / e~ f (t) e~ (@O0t dt = / F)(t) e~ @00ty
n n n

+o0

— [Fy (1) )]

+00
+ (z — 0p) / Fy (t) e~ @00ty
n
“+o0o
— _FO (77> e*(:t*do)ﬁ + (:L‘ _ 0-0) / FO (t) e*(xfao)tdt
n

ce qui nous donne :

+o0 +oo
:E/ e—ztf (t) dt‘ < M, (6—(31:—00)77 + (:)3 _ UO)/ e—(:v—ao)tdt>
n n

< 2uMoe~ (@0

T—r+00
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On peut donc trouver o; > o tel que :

Vo > oy,

“+o00
a:/ e_”f(t)dt‘ <e
n

En définitive, on a :
Ve > oy, [2L(f) (x) = f(0)] <3¢
On a donc montré que lirf zL(f)(z) = f(0).
T—+00
On en déduit que lirf xL (Fy) () = Fo (0) =0 et :

lim L£(f)(x)= lim (z—0¢)L(F)(x—09) =0

T—>+00 T—-+00

(a) Comme tlim f(t) = ¢, la fonction f étant continue sur R*, on déduit qu’elle est bornée.
—+00

Il existe donc un réel M > 0 tel que |f ()] < M pour tout ¢t € R*. On a alors, pour tout
+o0
x>0, e f(t) < Me ™ avec / e *'dt < 400, ce qui assure I’absolue convergence
0
+0o0
de / e ' f(t)dt. On a donc o (f) < 0.
0

(b) Comme tlir+n f (t) = £, on peut trouver, pour tout réel € > 0, un réel T, > 0 tel que :
— 400

VE> T, |f(t) -t <e

ce qui nous donne, pour z > 0 :

“+o00
(D))=t = o[ T~ 0
0
Te +oo
Sx/ e—$t|f(t)—z\dt+x/ e~ | [ (1) — €] dt
0 £
T: +oo
<z (M+ |€|)/ e "dt + xe/ e "dt
0 £
+o0
S:L’(M+]€])T5+x5/ e dt =2 (M + )T, +¢
0
g

et pour 0 < x < ,onalzL(f)(x) =1 < 2e.

(M + |£]) T
= /.

|
On a donc lim 2L (f) (x)

z—0t

4. Pour oy > o (f) et x> 0p, on a :

+o00
L@ =@=o) [ e 0
0
et il s’agit alors de vérifier que la fonction ®y définie par :
+oo
Vx € ]0'(), —|—OO[, (I)O (I) = / 6_(x_00)tF() (t) dt
0

est de classe C! sur ]og, +00[, ce qui prouvera que L (f) est de classe C! sur Jo (f) , +o00o[ puisque
oo > o (f) est quelconque.
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(a)

On peut utiliser un théoreme de convergence dominée.
Il nous suffit de montrer que @ est de classe C! sur tout demi-plan fermé P,,, ou oy > 0y.
On se donne donc o1 > g9 > o (f).

+o0o
Pour tout = € P,,, 'intégrale / e~ (@00t [} (t) dt est convergente, la fonction ¢ :
0

— 0
(z,t) — e (@79 [} (t) est continue sur P,, x R* et admet une dérivée partielle 8—SO :
x

(z,t) > —te~ @90 [ (t) qui est continue sur P,, x R*avec :

— 0
V(z,t) € B,, x RT, ge (x, t)‘ < Myte(o1=o0)t
T

+00
et / te~(@1790)tdt < to00. Le théoreme de convergence dominée nous dit alors que ®
0

est de classe C! sur P,, de dérivée :

+oo
B! (2) = — /0 te—E=o0 B (1) dit

Il en résulte que L (f) est dérivable en = de dérivée :

L(f) (z)= /0 +Ooe—@”—"oﬁﬂ) (t)dt — (x — o0) /0 +Ooyfe—(%’—“o)tFo (t)dt

Mais en I1.6b on a vu que :

L(tf)(z) = (z —o0) /0 Ry (0 te ot /0 R (1) e e eoar

ce qui nous donne bien :

L(f) (2) = —L(tf) (2) = — / Ry

La fonction £ (tf) étant continue sur F,up avec o (tf) < o (f), elle 'est sur Py et
L(f) = —L(tf) est continue sur |o (f),+oo.

On peut aussi démontrer directement la dérivabilité de ¢ sur P, .
Soient x > op et 0 <np < x—o0g. Pour 0 < |h| <nm,onaz+h>oet:

) - too
0 (37 + hf)L 0 (37) + / te—(x—ao)tFO (t) dt
0

+00 efht -1
- / (T + t> e~ @O R (t) dt
0

En utilisant la formule de Taylor a 'ordre 2, on déduit qu’il existe, pour tout réel ¢ > 0,
un réel 6, € |0, 1] tel que :

T(x,h) =

242
e _1=—ht+ —h; e Oniht

ce qui nous donne :

AL g _ 1RIE
t| = h,t < n
* ‘ 2 © 2 ©
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(on a —0p,tht < |0y ht| < Opmt < nt) et :

+00 e—ht -1
/ ( P t) e~ @m0 Ey (t) dt
0

|h| e 2 _—(z—nm—oo)t
— t7e 1mo0tt — 0
2 0 h—0

|7 (z, h)| =

< M,

(comme x — 1 — g > 0, I'intégrale du second membre est convergente).
On a donc ainsi montré que ®q est dérivable en x

5. Comme f et t- f vérifie les mémes propriétés avec o (t - f) < o (f), on en déduit par récurrence
que la fonction £ (f) est de classe C*> sur |o (f),+oo[ avec :

“+oo

VkeN, Vo> o (f), L(HP (@)= (1)L (*f) (2) = (-1)’f/ e~k £ (1) dt

0

6. Si tlim f(t) = A, pour tout réel € > 0, il existe un réel 7. > 0 tel que | f (t) — A| < e pour tout
—+00
t > T, et pour tout "> 1T, on a :

[ rwa—=|1 [ vo-va

1 T: 1 T
<g | vo-Nasg [ o -va

L T-T L
=T T =7 7°¢

%/Tf(t)dt—/\‘gk.
0

I
et pour 1" > max <T€, —a) ,on a
€

T

) 1
On a donc TI—IEOO 7/, f()dt =\
7.
+00
(a) Si f (t) dt converge, on a alors 0 € E(f) et o (f) < 0 par définition de o (f) comme

0
borne inférieure.

(b) Comme 0 € E(f), on peut écrire que :

Ve >0, L(f)(x)= ac/OJrooe_ItFo (t)dt

t
la fonction Fy : t — / f (u) du étant continue, bornée sur Rt avec Fy (0) = 0. On a donc :
0

Ve >0, L(f)(x) =xL(Fp) (x)

+o00
Comme Fjy € C et th+m Fy(t) = f(t)dt, on déduit de III1.3 que :
—+00 0
+o00
lim oL (Fy) () = f(t)dt
z—0t+ 0
soit : e
im £(7) ()= [ f(0dt=L() 0
T— 0

c’est-a-dire que L (f) est continue en 0. Comme on sait déja qu’elle est continue sur |0, +o00[
(qui est contenu dans |o (f),+0oo[), on en déduit que £ (f) est continue sur R*.
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8.

10.

(¢) Une intégration par parties nous donne pour tout 7' > 0 :

/ th (t)dt = / TtFé (t)dt = [tFy (1] — / TFO () dt

et : LT LT

— [ tf(t)dt =Fy(T)— = Fo(t)dt

| rwa=rm -5 [ R
avec :

1 T T +o00
Jim 2[R = Jin B = i [r@d= [ raa
T
(théoreme de Cesaro) et en conséquence, lim — [ tf(¢)dt = 0.
T—+o0 0

Sio(f) <0, L(f)(0) est alors défini et vaut £ puisque L (f) est continue sur |o (f),+oo].
Mais pour o (f) = 0, la condition hIglJr L (f) (z) = ¢ n’entraine pas nécessairement la conver-
T—r

+oo
gence de f(t)dt.
0 .
Par exemple, pour f € C définie par f (t) = €' pour tout ¢ € RT, la question 1.5 nous dit que
o(f)=0cet:
1
z—1

V2 € Py, L(f)(2) =

et on a :

lim £ (f) (z) = i

z—0t

“+oo
ce qui permet de prolonger L (f) par continuité en 0, alors que / etdt est divergente (en
0

I.1 on a vu que t — € n’a pas de limite & I'infini).
+oo
Comme o (f) < 0, 'intégrale / e~ f (t)dt est convergente pour tout réel x > 0 et comme

0
f est a valeurs positives, on a pour tout réel T' > 0 :
T +oo
0< / e " ft)dt < / e "f(t)dt =L(f) (x)
0 0

T
Pour chaque T' > 0 fixé, la fonction x — / e "t f (t) dt est continue sur R (la fonction (z,t) —
0

e * f (t) est continue sur R x R* et 'intégration se fait sur un segment), ce qui nous donne :

T T
VT >0, 0< lim e_xtf(t)dt:/ f@)ydt < lim L(f)(x)=1¢
0

z—=0t Jo z—07F
+oo
Il en résulte que l'intégrale f (t) dt est convergente et la question ITI.7 nous dit que :
0
+oo
f@)dt= lim L(f)(x)="/¢
0 z—07F
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11.

(a)

sin () sin ()

est continue sur R™* et avec lim
t—0+

est continue en 0. C’est donc un élément de C, ainsi que f2.

La fonction f : t —

in2 +00 (3142
sin” (¢ 1 sin” (¢
Avec 0 < tz( ) < e pour tout t > 0, on déduit que / t—Z()
1
400 ;.2
sin” (t
aussi ( )dt.
t2
0

Pour tous réel T' > ¢ > 0, une intégration par parties faite en posant :

donne :
/TSln(t>dt: _1—cos(t)_T+/T1—c;)s(t)dt
- t i t 1e . t
[1— 01" Tsin? (L
[rst]” i,
t 1. c 12
[1—cos(t)]"  [7sin?
_ cos (t) +/ sin” ( )du
t 1e % U2
puis avec :
1 — cos (t) ot etOSl_COS(t)gg =0
t t—0 2 t—0 t t t—+oo

+00 o3
sin (¢
on déduit que / #dt converge et :
0

+00 o3 +00 o142
/ sin (t)dt :/ sin (t)dt
0 0

t 12

De la question précédente, on déduit que o (f) < 0 et avec t - f (t) = sin (¢),
que o (f) > o (t- f) =0 (sin) =0 (questions III.5 et II1.6b), donc o (f) = 0.

La fonction £ (f) est de classe C' sur R™* avec :

Vo >0, L(f) (x) = ~L(tf) () = —L (sin (1) (z) = -

(question 1.5), ce qui nous donne :

Ve >0, L(f)(x) = —arctan (z) + C

Puis avec hI_’I_l L(f)(x) =0, on déduit que C' = g, soit :
T—r+00
—xt SiIl (t>

V:E>O,£(f)(x):/oooe ;

dt = g — arctan ()

et avec la continuité de £ (f) sur RT (question II1.7), on déduit que :

+tgin (t) . T
/0 i = tim £(5) () =7

z—0t
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=1, on déduit qu’elle

dt est convergente et

on déduit



t
(a) La fonction g est continue sur R™* et I'hypothese hHﬁ & = ¢ nous dit qu’elle se prolonge
t—0

par continuité en 0.

400
Comme / g (t) dt est convergente, on a o (g) < 0.
0

t
De lim & =/, on déduit que f(0) = lim f(¢) = 0, on a donc f =t - g sur RT et
t—0t t—0t

o (f)=ol(tg) <o(g) <0.
(b) Comme o (g) < 0, la fonction £ (g) est de classe C' sur R™* avec :

Vo >0, L(g) (z) = —L(tg) (z) = —L(f) ()

il existe donc une constante complexe C' telle que :

Vo > 0, E(g)(x):—/oxﬁ(f)(t)dt—l—C

+oo
Avec lim L(g)(x) = 0 (question III.1), on déduit que / L(f)(t)dt converge et
0

T—+00
“+o00

C= L (f)(t)dt, ce qui nous donne :
0

x +00 +o00o
V>0, Lig) ()=~ [ L@+ [ Lwd= [ i
0 0 T
Comme L (g) (0) est définie, la fonction £ (g) est continue sur R™ (question IIL.7) et :

IO 0 )@= [ e @

0 z—0t 0

L(g) (0)

Pour f (t) = sin (¢), on retrouve :

+00 +o00 T
E(g)(x):/ E(f)(t)dt:/ t;ﬁl t:§—arctan(a:)
et L (g) (0) = 5.

(c) Pour f(t) = |sin(¢)|, on a pour z > 0 :

+oo nmw
L(f)(x)= /0 e " |sin (t)| dt = lim e~ |sin (t)| dt

n—-+00 0
+00  a(n+1)w too
=> / e |sin (t)| dt = ) / e~ gin (t + na)| dt
n=0 v "7 n=0"0
+oo s 1 s
= <Z (6”)") / e *sin (t) dt = m/ e "' sin (t) dt
n=0 0 1—e 0

avec

T T (i—z)m __ 1
/ e “sin(t)dt =S (/ e(lz)tdt) =g (6—>
0 0 1 —X

N 671[71’_1__1 :effbﬂ'_{_l
T —1 2+ 1
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Donc :

1 14+e7 %7 1 e%w—ke*%w
L) (@) = 224+11—em 224 1le% —e 3
1 ch(%) 1 1

24+ 1sh () «*+ Lth(F)

T 1 14t oo g 1
L) = [ = [
. PH1l—etr . P+ 1th(Z)
— IV — Théorémes taubériens

1
L.Sif(t)y= O 7 il existe alors un réel M > 0 tel que [t - f ()| < M pour tout t > 0. Pour

t——+00
tous nombres réels x > 0 et t > 0, on a alors :

e—xt

|e’xtf (t)‘ <M ;

+oo ,—xt —xt
e e
avec / ; dt < 400 puisque x > 0 (on peut le justifier avec lim (t2 . > = 0), donc
1

t——+o0

+00 +oo
I'intégrale / e~ f (t) dt est absolument convergente et aussi / e~ f (t) dt puisque f est
1 0

continue sur RT.

On a donc o (f) <0.

(a) Si f(t) = o (%), on a alors f(t) = O (1) et o(f) < 0 d’apres la question

t——+o0 t—+oo \ ¢
précédente.
(b) Si tliin (t-f(t)) =0, on a alors tliin (t-|f(t)]) =0 et le théoreme de Cesaro (question
—+00 —+00

1 T
IT1.6) nous dit que TETOO ?/0 t|f(t)dt=0.

(c) Comme . lir+n (t- f(t)) =0, lafonction t- f est bornée et on peut poser My = sup (¢ |f (t)]) .
—+00 t>T

Pour x >0et T >0,0n a:

+o00 +oo —uxt M +00 M 2T
[ a2 [ 2
T T T T

t T x

(d) Pour x >0et 7T >0,0na:

/Ome—“f (t) dt — /OTf () dt‘
/T +Ooe—“ f(t) dt‘

—axT

7 sup (11 (1)

- [ roa -

s/o (1= =) |f ()] dt +

X

s/o (L—e) | (1) dt +

24



3.

1 RN : }
Prenons z = T avec T > 0 destiné a tendre vers l'infini. Cela nous donne :

i (5)- [rwal< [ (1= is@ra Lol o)
< [ (=)@l el o)

Pour € > 0, on peut trouver 7. > 0 tel que t|f ()| < € pour tout t > 7. et pour 7" > T,

£ (%)—/ff(t)dt\s/OT(l—e—%)|f<t>|dt+e

En utilisant le fait que :

Yu > 0, l—e_“:/ e tdt <u
0

‘ (7)- /f dt' /t|f()!dt+g

1 e
et sachant que lim —/ t|f (t)|dt = 0, on peut trouver 7 > T tel que —/ tlf () dt <
T—+o00 T 0 T 0

) (%) - e dt‘ <2

On a donc ainsi montré que f (t) dt est convergente avec :
0

T dt= tim /f dt = Tim £(f) (%)z lim_ £ (f) ()

0 T—+o0 T—+o0 z—01

on en déduit que :

e pour tout 7" > T!, ce qui nous donne |£

et £ (f) est continue sur R™.
+00 +oo

Si / f(t)dt converge, on a vu que lim L(f)(x) = f(t)dt (I'hypothese f(t) =

0 z—0t 0

1
0 (—) n’est pas utilisée ici).
t—+oo \ ¢

z—0t t

1
Réciproquement si lim £ (f) (z) = ¢, on vient de voir que I'hypothese f (t) = 0 (—) nous
—+00

“+oo
dit que f(t)dt=1¢.

0

(a) Pour t >0, on a:

1 [ f(0
= 2w ) - roaus K

0
et comme f est continue en 0, pour tout réel ¢ > 0, il existe un réel n > 0 tel que
|f (u) — f(0)] < e pour tout u € [0,7]. Il en résulte que pour ¢t € |0,7], on a :

i [ utr@=r©)du < 5 =]
)

12 0
1 t
On a done lim = [ (f (u) = £ (0) du=0 et Jim g 6) = T2

La fonction g est donc continue sur R, ¢’est donc un élément de C.
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(b)

OnageCet:

lim (t-¢(¢)) = lim E tuf(u)du:

t—-+o00 t—-4oo ¢ 0

1
(c’est la troisieme hypothese faite sur f), soit g (t) = o (—) et o (g) < 0 (question

t——+oo \ T
IV.2a).

Comme o (tg) <o (g) <0, L(t-g)(x) est bien défini pour x > 0.
Avec 1tlil(+n (t-g(t)) =0, on déduit que pour € > 0, il existe 7. > 0 tel que |t- g (t)] < ¢
—+00

pour t > T, et en conséquence :

£(t-g) (x)] =

T: +o0
e g (t)dt + / e "t g(t) dt‘
0 €

T: +oo e—ng €
g/ t-\g(t)]dt—i—s/ e dt =1 +¢ =1 +-
0 L X X

ce qui nous donne :
|zL(t-g)(v)| <xl.4+¢e <2

€ . . . ez . Y
pour 0 < x < — (si 1. > 0, sinon 'inégalité est automatiquement vérifiée).
&€

Pour x > 0 et 0 < ¢ < T, une intégration par parties nous donne, en tenant compte de

(g () =t-f(t):
/ C Fwydt— / e_:t (29 (1)) dt

[/

~
Do
N
—~
~
N—
| I
® S
|
ﬂ\
S
/T\
)
)
~ |
8
|
Sk |
Sl s
~~
—~
N—
QL
~

et faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :

T T
/ e fW)dt=e T -g(T)+x [ e ™ t-g(t)dt+ / e g (t)dt
0 0 0

avec lim (T-g(T))=0= lim e o(f)<0eto(tg) <o(g) <0.Ilen résulte que :

T—+o0 T—~+o00

Avec lim xL (t- g) (x) = 0 (question IV.4c), on en déduit que :

z—0t

lim £(g) (z) = lim L(f)(z)="¢.

z—0t z—07t

Comme g € C est telle que lim (t-¢g(t)) =0, lim £ (g) (x) = ¢, le théoreme de Tauber

t—+o0 x_)0+

faible (question IV.2) nous dit que :

+o0
/0 g(t)dt = lim L (g) (z) = ¢

z—0t
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L’intégration par parties faite précédemment est encore valable pour x = 0 :

/ETf(t)dt:/ET%t.f(t)dt:/ET%(t2g(t)),dt
= [lﬂg (t)r + /ET thg (t)dt

t . 2

g + [ g

+oo
et faisant tendre (¢,7") vers (0,+00), on en déduit que U'intégrale / f (t) dt est conver-
0

gente avec :
+oo

f(t)dt:/;oog(t)dt:é

0
5. Comme lirn+ ¢ () = 7, la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0, donc ¢ € C.
T—
La formule de Taylor a ’ordre 2 nous donne pour 0 < a < x :

2

p@)=¢ @) +(a—2)¢ @)+ (e,
avec a < Cq 5 < @, donc :
(- 0) @ (@)= p (@)~ p(a) + E (e, )

(la fonction ¢ n’étant pas supposée de classe C! sur [0, 2], on ne peut utiliser la formule de
Taylor a l'ordre 2 sur cet intervalle) et :

= a)¢ @] < o () — (@) + CL 2
<lp(z) = ¢ (o) (@—2;5) %ﬂw(z)—@(ww—(l—%)?

Prenant o = Az avec 0 < A < 1, on obtient :

(1= Nz @ @] < I () — 0 O)| + 5 (1 - 12

ol o (@) — o) | M

o (@) < LA 21— )

M
Pour ¢ > 0 donné, on choisit A € |0, 1] tel que > (1—=X) < € et pour A ainsi fixé, on a

L le() — o () o (2) — 0 (Aa)]
z—0t 1—AX 1—X
tout ¢ € [0,7], ce qui nous donne |z - ¢’ (z)| < & pour tout z € [0,7)].

On a donc lim z-¢' (x) = 0.
xz—07t

= 0, on peut donc trouver un réel n > 0 tel que < € pour

(a) Comme o (f) <0, la fonction L (f) est de classe C* sur R™* avec :

Ve >0, L(f)" (z) =L (*f) ()
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1
Comme f (t) = . Qr (—) , et pour tout z > 0, on a :
—r+00

t
+oo
/ e "2 f (1) dt‘
0

+00
< Mx2/ t-e "dt = Ma*L(t) (z) = M
0

2L ()] = 22

Enfin avec lim £ (f) (z) = £, on déduit du lemme de Littlewood que lim x-L£ (f)' (z) = 0.
z—0

z—0t

La fonction ¢ est dans C et a valeurs positives avec :

Va >0, E(SO)(I’)ZE(M)(I)—ﬁ(t-f)(fr)Z%vLﬁ(f)'(fC)

Soit :
Vo >0, 2-L(p)(x)=M+z-L(f) (z) —(>)+M
z—>
On déduit alors de IV.(R) que :
e e

1 T
et lim — [ t-f(t)dt=0.

T—+o00 0
+oo

On déduit alors de IV.4 que ft)dt="¢.
0
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