
Agrégation Interne

Probabilités et théorie des nombres

– I – Fonction indicatrice d’Euler

Pour tout entier naturel n ≥ 2,
Z
nZ

est l’anneau des classes résiduelles modulo n.

On note

(
Z
nZ

)∗

=

(
Z
nZ

)
\
{
0
}
et

(
Z
nZ

)×

est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de

l’anneau
Z
nZ

.

1. Soit a un entier relatif. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) a est inversible dans
Z
nZ

;

(b) a est premier avec n ;

(c) a est un générateur du groupe additif

(
Z
nZ

,+

)
.

Solution Dire que a est inversible dans
Z
nZ

équivaut à dire qu’il existe b dans
Z
nZ

tel que ab = 1, ce qui

est encore équivalent à dire qu’il existe b, q dans Z tels que ab+ qn = 1 et revient à dire que a
et n sont premiers entre eux (théorème de Bézout).

En traduisant le fait que a est inversible dans
Z
nZ

par l’existence d’un entier relatif b tel que

ab = ba = 1, on déduit que cela équivaut à dire que 1 est dans le groupe engendré par a et

donc que ce groupe est
Z
nZ

.

La fonction indicatrice d’Euler est la fonction φ qui associe à tout entier naturel non nul n,
le nombre φ (n) d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n (pour n = 1, on a
φ (1) = 1).

φ (n) est aussi le nombre de générateurs du groupe cyclique

(
Z
nZ

,+

)
(ou de n’importe quel

groupe cyclique d’ordre n) ou encore le nombre d’éléments inversibles de l’anneau
Z
nZ

.

2. Quel est le nombre de diviseurs de 0 dans l’anneau
Z
nZ

?

Solution

(a) On vérifie qu’un élément de

(
Z
nZ

)∗

est soit inversible, soit un diviseur de 0.

En effet, pour a ∈
(

Z
nZ

)∗

avec a compris entre 1 et n− 1, il y a deux possibilités :

– soit a est premier avec n et dans ce cas, a est inversible :

– soit le pgcd δ de a et n est supérieur ou égal à 2 et dans ce cas, on a a
n

δ
=

a

δ
n = 0 avec

n

δ
̸= 0 puisque 1 ≤ n

δ
≤ n− 1, ce qui signifie que a est un diviseur de 0 dans l’anneau

Z
nZ

.

(b) Il en résulte qu’il y a card

((
Z
nZ

)∗)
− φ (n) = n− 1− φ (n) diviseurs de 0 dans

Z
nZ

.
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(c) En fait, de manière plus générale, on peut vérifier que si A est un anneau commutatif
unitaire et fini, alors un élément de A∗ est soit inversible, soit un diviseur de 0.
En effet, pour a ∈ A∗, l’application µa : x 7→ ax est un morphisme du groupe additif
(A,+) et on a deux possibilités :

– soit µa est surjectif et dans ce cas le neutre 1 pour le produit a un antécédent a′, donc
aa′ = 1 et a est inversible dans A ;

– Soit µa est non surjectif et dans ce cas il est non injectif puisque A est fini, donc
ker (µa) ̸= {0} et il existe b ∈ A∗ tel que ab = 0, ce qui signifie que a est un diviseur de
0.

On en déduit qu’un anneau commutatif, unitaire et fini est intègre si, et seulement si, c’est
un corps.
En effet, un corps est toujours intègre et réciproquement si A est fini et intègre, il est alors
sans diviseurs de zéro, donc tous ses éléments non nuls sont inversibles et c’est un corps.

3. Soient (Ω,B,P) un espace probabilisé et (Ak)1≤k≤n une suite finie de n ≥ 2 événements.
Montrer que A1, · · · , An sont mutuellement indépendants si, et seulement si, pour tout entier
k compris entre 1 et n, les événements Ω \ A1, · · · ,Ω \ Ak, Ak+1, · · · , An sont mutuellement
indépendants.

Solution Il suffit de montrer que si (Ak)1≤k≤n est une suite d’événements mutuellement indépendants,
alors les événements Ω \ A1, A2, · · · , An sont mutuellement indépendants (récurrence finie).
On note A′

1 = Ω \ A1, A
′
k = Ak pour k compris entre 2 et n et on se donne une partie J non

vide de {1, 2, · · · , n} .
Si 1 /∈ J, on a alors :

P

(∩
j∈J

A′
j

)
= P

(∩
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P (Aj) =
∏
j∈J

P
(
A′

j

)
Si J a plus de 2 éléments et 1 ∈ J (pour J = {1} , il n’y a rien à montrer), on a alors :

∩
j∈J

A′
j = (Ω \ A1) ∩

 ∩
j∈J\{1}

Aj

 =
∩

j∈J\{1}

Aj \
∩
j∈J

Aj

avec
∩
j∈J

Aj ⊂
∩

j∈J\{1}

Aj, donc :

P

(∩
j∈J

A′
j

)
= P

 ∩
j∈J\{1}

Aj

− P

(∩
j∈J

Aj

)
=

∏
j∈J\{1}

P (Aj)−
∏
j∈J

P (Aj)

= (1− P (A1))
∏

j∈J\{1}

P (Aj) =
∏
j∈J

P
(
A′

j

)
4. Soit n ≥ 2 un entier naturel.

On se place sur l’espace probabilisé (Ωn,P (Ωn) ,P) , où Ωn = {1, · · · , n} et :

∀k ∈ Ωn, P ({k}) = 1

n

ce qui revient à considérer l’expérience aléatoire qui consiste à choisir de manière équiprobable
un entier k compris entre 1 et n.
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Pour tout entier d compris entre 1 et n, on désigne par Ad l’événement : ≪ l’entier k choisi dans
Ωn est divisible par d ≫.
Pour tout réel x, on note [x] la partie entière de x.

(a) Montrer que pour tout entier d compris entre 1 et n, on a P (Ad) =
1

n

[n
d

]
.

(b) Montrer que si 2 ≤ q1 < q2 < · · · < qr ≤ n sont tous les diviseurs premiers de n, les
événements Aq1 , · · · , Aqr sont alors mutuellement indépendants.

(c) On désigne par B1 l’événement : ≪ l’entier k choisi dans Ωn est premier avec n ≫.
En calculant P (B1) de deux manières différentes, montrer que :

φ (n) = n

r∏
k=1

(
1− 1

qk

)
(1)

Solution

(a) Pour d compris entre 1 et n, on a :

Ad =
{
a ∈ Ωn | ∃q ∈

{
1, · · · ,

[n
d

]}
; a = qd

}
donc :

P (Ad) =
card (Ad)

card (Ω)
=

1

n

[n
d

]
Dans le cas où d est un diviseur de n, on a

[n
d

]
=

n

d
et P (Ad) =

1

d
.

(b) La décomposition en facteurs premiers de n s’écrit n =
r∏

k=1

qαk
k , les exposants αk étant tous

non nuls.
Soit J une partie non vide de {1, 2, · · · , r} .
Les entiers qj pour j ∈ J sont premiers et distincts, donc premiers entre eux et un entier
a compris entre 1 et n, est divisible par tous les qj si, et seulement si, il est divisible par
leur produit. On a donc : ∩

j∈J

Aqj = A ∏
j∈J

qj

et :

P

(∩
j∈J

Aqj

)
= P(A ∏

j∈J
qj) =

1∏
j∈J

qj
=
∏
j∈J

1

qj
=
∏
j∈J

P
(
Aqj

)
(l’entier

∏
j∈J

qj est un diviseur de n).

Les événements Aq1 , · · · , Aqr sont donc mutuellement indépendants.

(c) On a :

P (B1) =
card (B1)

card (Ωn)
=

φ (n)

n

D’autre part, un entier est dans B1 si, et seulement si, il n’est divisible par aucun des qk,
donc :

B1 =
r∩

k=1

(Ωn \ Aqk)
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Les événements Aq1 , · · · , Aqr étant mutuellement indépendants, il en est de même des
événements Ωn \ Aq1 , · · · ,Ωn \ Aqr , donc :

P (B1) =
r∏

k=1

P (Ωn \ Aqk) =
r∏

k=1

(
1− 1

qk

)
et :

φ (n) = n
r∏

k=1

(
1− 1

qk

)
=

r∏
k=1

qαk−1
k (qk − 1)

5. Donner une démonstration ≪ non probabiliste ≫ de l’égalité (1) .

Solution En utilisant la décomposition en facteurs premiers n =
r∏

k=1

qαk
k , le théorème chinois nous dit

qu’on a un isomorphisme d’anneaux :

Z
nZ

v−→
r∏

k=1

Z
qαk
k Z

qui induit un isomorphisme de groupes multiplicatifs :(
Z
nZ

)×

v−→

(
r∏

k=1

Z
qαk
k Z

)×

=
r∏

k=1

(
Z

qαk
k Z

)×

ce qui nous donne :

φ (n) = card

((
Z
nZ

)×
)

= card

(
r∏

k=1

(
Z

qαk
k Z

)×
)

=
r∏

i=1

φ (qαk
k )

Le calcul de φ (n) est alors ramené à celui de φ (pα) où p est un nombre premier et α un entier
naturel non nul.
Pour p premier, un entier k compris entre 1 et pα n’est pas premier avec pα si, et seulement si,
il est divisible par p, ce qui équivaut à k = mp avec 1 ≤ m ≤ pα−1, soit pα−1 possibilités. On a
donc :

φ (pα) = pα − pα−1 = (p− 1) pα−1

et φ (n) =
r∏

k=1

qαk−1
k (qk − 1) = n

r∏
k=1

(
1− 1

qk

)
.

6. Montrer que, pour tout entier n ≥ 3 l’entier φ (n) est pair.

Solution Pour n = 2α1 avec α1 ≥ 2, on a φ (n) = 2α1−1 qui est pair et pour n = 2α1

r∏
k=2

qαk
k avec α1 ≥ 0,

r ≥ 1, tous les qk étant premiers impairs distincts, on a φ (n) = φ (2α1)
r∏

k=2

qαk−1
k (qk − 1) qui

est pair.

7. Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par Bd l’événement : ≪ l’entier k choisi dans Ωn

est tel que a ∧ n = d ≫.
En calculant P (Bd) , pour tout diviseur positif d de n, montrer que :

n =
∑
d/n

φ
(n
d

)
=
∑
d/n

φ (d) (2)

(la notation d/n signifie que d est un diviseur positif de n).
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Solution On a la partition Ωn =
∪
d/n

Bd (les Bd forment un système complet d’événements), donc :

1 = P (Ωn) =
∑
d/n

P (Bd)

Si d est un diviseur d de n, il existe alors un entier q ≥ 1 tel que n = qd et :

(k ∈ Bd) ⇔
(
k = q1d où 1 ≤ q1 =

k

d
≤ n

q
= q et q1 ∧ q = 1

)
donc :

card (Bd) = card {q1 ∈ {1, · · · , q} | q1 ∧ q = 1} = φ (q) = φ
(n
d

)
ce qui nous donne :

P (Bd) =
1

n
φ
(n
d

)
et les égalités :

n =
∑
d/n

φ
(n
d

)
=
∑
d/n

φ (d)

(l’application d 7→ n

d
est une permutation de l’ensemble des diviseurs positifs de n).

8. Pour tout entier m ≥ 1, on désigne par Φm le m-ème polynôme cyclotomique défini par :

Φm (X) =
∏

1≤k≤m
k∧m=1

(
X − e

2ikπ
m

)

en notant a ∧ b le pgcd de deux entiers a et b.
En utilisant l’égalité (2) , montrer que :

Xn − 1 =
∏
d/n

Φd (X)

Solution Chaque polynôme Φd est de degré φ (d) et scindé à racines simples dans C [X] .
Tenant compte de l’égalité des degrés :

deg (Xn − 1) = n =
∑
d/n

φ (d) =
∑
d/n

deg (Φd)

tous les polynômes considérés étant unitaires, il nous suffit de montrer que pour tout diviseur
d de n le polynôme Φd divise Xn − 1 et que les polynômes Φd sont deux à deux premiers entre
eux.
Pour d divisant n, les racines de Φd sont les nombres complexes :

e
2ikπ
d =

(
e

2iπ
n

)k n
d

avec j = k
n

d
compris entre 1 et n, ce sont donc des racines n-èmes de l’unité et Φd divise

Xn − 1.
Chacun de ces entiers k étant premier avec d, on a :

j ∧ n =
(
k
n

d

)
∧
(
d
n

d

)
=

n

d
(k ∧ d) =

n

d

les polynômes Φd, pour d divisant n, sont deux à deux premiers entre eux.
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– II – Un théorème de Cesàro

Pour tout entier n ≥ 2, on se place sur l’espace probabilisé (Ω2
n,P (Ω2

n) ,P) , où Ωn = {1, · · · , n} ,
avec la mesure de probabilité P définie par :

∀ (a, b) ∈ Ω2
n, P ({(a, b)}) = 1

n2

et on s’intéresse à l’événement :

Cn =
{
(a, b) ∈ Ω2

n | a ∧ b = 1
}

Précisément, on se propose de calculer P (Cn) de deux manières différentes, puis de montrer que

lim
n→+∞

P (Cn) =
6

π2
.

En notant m =
r∏

i=1

qαi
i la décomposition en facteurs premiers d’un entier m ≥ 2 où r ≥ 1, les qi

étant premiers deux à deux distincts et les αi entiers naturels non nuls, on définit la fonction µ de
Möbius par :

∀m ∈ N∗, µ (m) =


1 si m = 1

(−1)r si m =
r∏

i=1

qi (i. e. m est sans facteurs carrés)

0 sinon

Pour tout réel x, on note [x] la partie réelle de x.

1. Montrer que :

∀n ≥ 2, P (Cn) =
1

n2

(
2

n∑
k=1

φ (k)− 1

)
Solution En notant C+

n = {(a, b) ∈ An | a < b} et C−
n = {(a, b) ∈ An | a > b} , on a la partition :

Cn = {(1, 1)} ∪ C+
n ∪ C−

n

et :

P (Cn) = P ({(1, 1)}) + P
(
C+

n

)
+ P

(
C−

n

)
=

1

n2

(
1 + 2 card

(
C+

n

))
(par symétrie, on a card (C−

n ) = card (C+
n )).

En utilisant la partition :

C+
n =

n∪
b=2

C+
n (b)

C+
n (b) =

{
(a, b) ∈ Ω2

n | 1 ≤ a ≤ b− 1 et a ∧ b = 1
}

on a :
card

(
C+

n (b)
)
= card {a ∈ {1, · · · , b− 1} | a ∧ b = 1} = φ (b)

et :

card
(
C+

n

)
=

n∑
b=2

φ (b)

ce qui nous donne :

P (Cn) =
1

n2

(
1 + 2

n∑
b=2

φ (b)

)
=

1

n2

(
2

n∑
k=1

φ (k)− 1

)
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2. Pour n ≥ 2, on note q1 < q2 < · · · < qr tous les nombres premiers compris entre 1 et n et pour
tout entier k compris entre 1 et r, on note :

Dk =
{
(a, b) ∈ Ω2

n | qk divise a et b
}

(a) Montrer que :

P (Cn) = 1− P

(
r∪

k=1

Dk

)
(b) Montrer que pour 1 ≤ k ≤ r et 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ r, on a :

P (Di1 ∩ · · · ∩Dik) =
1

n2

[
n

qi1 · · · qir

]2
(c) En déduire que :

P (Cn) =
1

n2

n∑
d=1

µ (d)
[n
d

]2
Solution

(a) On a : (
(a, b) ∈ Ω2

n \ Cn

)
⇔ (a ∧ b ≥ 2) ⇔ (∃k ∈ {1, · · · , } | qk divise a et b)

donc :

Ω2
n \ Cn =

r∪
k=1

Dk

et :

1− P (Cn) = P

(
r∪

k=1

Dk

)
(b) Pour 1 ≤ k ≤ r et 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ r, on a :

((a, b) ∈ Di1 ∩ · · · ∩Dik) ⇔ (a et b sont multiples communs de qi1 , · · · , qik)
⇔ (a et b sont multiples communs de qi1 · · · qir)

(tous les qk sont premiers) et on a vu en I.4a qu’il y a

[
n

qi1 · · · qir

]
entiers compris entre

1 et n multiples de qi1 · · · qir , donc :

card (Di1 ∩ · · · ∩Dik) =

[
n

qi1 · · · qir

]2
et :

P (Di1 ∩ · · · ∩Dik) =
1

n2

[
n

qi1 · · · qir

]2
(c) En utilisant la formule de Poincaré (ou du crible), on a :

1− P (Cn) = P

(
r∪

k=1

Dk

)
=

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

P (Di1 ∩ · · · ∩Dik)

= − 1

n2

n∑
k=1

(−1)k
∑

1≤i1<···<ik≤n

[
n

qi1 · · · qir

]2
= − 1

n2

n∑
k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

µ (qi1 · · · qir)
[

n

qi1 · · · qir

]2
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Tout entier d compris entre 2 et n s’écrit d = q
αi1
i1

· · · qαir
ir

où 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i1 < · · · <
ik ≤ n, les exposants αij étant positifs non nuls et on a µ (d) = 0 si l’un des αij est
supérieur ou égal à 2 (i. e. si d a un facteur carré), donc la somme précédente s’écrit aussi :

1− P (Cn) = − 1

n2

n∑
d=2

µ (d)
[n
d

]2
ce qui nous donne :

P (Cn) =
1

n2

n∑
d=1

µ (d)
[n
d

]2
3. Montrer que :

∀n ≥ 2,
∑
d/n

µ (d) = 0

Solution Si n =
r∏

i=1

qαi
i est la décomposition en facteurs premiers de l’entier n ≥ 2, tous les diviseurs de

n sont alors de la forme d =
r∏

i=1

qβi

i avec 0 ≤ βi ≤ αi pour 1 ≤ i ≤ r et µ (d) = 0 si l’un des βi

est supérieur ou égal à 2.
Ce qui nous donne : ∑

d/n

µ (d) =
∑

(β1,··· ,βr)∈{0,1}r
µ

(
r∏

i=1

qβi

i

)

Pour k compris entre 0 et r, il y a

(
r

k

)
façons de choisir un r-uplet (β1, · · · , βr) formé de k

termes égaux à 1 et r−k termes égaux à 0 et pour chacun de ces choix, on a µ

(
r∏

i=1

qβi

i

)
= (−1)k ,

donc : ∑
d/n

µ (d) =
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)k = (1− 1)r = 0

4. Déduire de ce qui précède que :

∀n ≥ 1,
n∑

k=1

φ (k) =
1

2

(
n∑

d=1

µ (d)
[n
d

]2
+ 1

)

puis que :

∀n ≥ 1, φ (n) =
∑
d/n

µ (d)
n

d

Solution Pour n = 1, on a par conventions φ (1) = µ (1) = 1 et il n’y a rien à prouver.
Pour n ≥ 2, des égalités :

P (Cn) =
1

n2

(
2

n∑
k=1

φ (k)− 1

)
=

1

n2

n∑
d=1

µ (d)
[n
d

]2
on déduit que :

n∑
k=1

φ (k) =
1

2

(
n∑

d=1

µ (d)
[n
d

]2
+ 1

)
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ce qui nous donne :

φ (n) =
n∑

k=1

φ (k)−
n−1∑
k=1

φ (k) =
1

2

(
n∑

d=1

µ (d)
[n
d

]2
−

n−1∑
d=1

µ (d)

[
n− 1

d

]2)

=
1

2

(
n−1∑
d=1

µ (d)

([n
d

]2
−
[
n− 1

d

]2)
+ µ (n)

)

Pour d ∈ {1, · · · , n− 1} divisant n, on a n = qd avec q =
n

d
∈ {2, · · · , n} , donc

[n
d

]
= q,[

n− 1

d

]
=

[
q − 1

d

]
= q − 1 et :

[n
d

]2
−
[
n− 1

d

]2
= q2 − (q − 1)2 = 2q − 1 = 2

n

d
− 1

Pour d ∈ {2, · · · , n− 1} ne divisant pas n, on a n = qd + r avec q =
[n
d

]
∈ {1, · · · , n− 1} et

r ∈ {1, · · · , d− 1} , donc : [
n− 1

d

]
=

[
q +

r − 1

d

]
= q

(on a 0 ≤ r − 1

d
≤ d− 2

d
< 1) et :

[n
d

]2
−
[
n− 1

d

]2
= 0

On a donc :

φ (n) =
1

2

 ∑
1≤d≤n−1

d/n

µ (d)
(
2
n

d
− 1
)
+ µ (n)

 =
1

2

∑
1≤d≤n
d/n

µ (d)
(
2
n

d
− 1
)

=
∑

1≤d≤n
d/n

µ (d)
n

d
− 1

2

∑
1≤d≤n
d/n

µ (d) =
∑

1≤d≤n
d/n

µ (d)
n

d

Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant un théorème d’inversion de Möbius qui nous dit
que si (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont deux suites réelles telles que :

∀n ∈ N∗, u (n) =
∑
d/n

v (d)

on a alors :
∀n ∈ N∗, v (n) =

∑
d/n

µ (d)u
(n
d

)
Des relations :

∀n ∈ N∗, n =
∑
d/n

φ (d)

on en déduit alors que φ (n) =
∑
d/n

µ (d)
n

d
pour tout n ∈ N∗.
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5. Justifier la convergence de la série numérique
∑µ (n)

n2
, puis montrer que :

lim
n→+∞

P (Cn) =
+∞∑
n=1

µ (n)

n2

Solution Pour tout entier n ≥ 1, on a µ (n) ∈ {−1, 0, 1} , donc
∣∣∣∣µ (n)

n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
et en conséquence la série∑µ (n)

n2
est absolument convergente.

Pour tout entier n ≥ 1, on a :

εn =
n∑

k=1

µ (k)

k2
− P (Cn) =

1

n2

n∑
k=1

µ (k)

((n
k

)2
−
[n
k

]2)
avec, pour tout entier k compris entre 1 et n :[n

k

]
≤ n

k
<
[n
k

]
+ 1

soit :
0 ≤ n

k
− 1 <

[n
k

]
≤ n

k
donc : (n

k
− 1
)2

<
[n
k

]2
≤
(n
k

)2
et :

0 ≤
(n
k

)2
−
[n
k

]2
<
(n
k

)2
−
(n
k
− 1
)2

= 2
n

k
− 1

Ce qui nous donne :

|εn| ≤
1

n2

n∑
k=1

((n
k

)2
−
[n
k

]2)
<

2

n

n∑
k=1

1

k
− 1

n

avec
n∑

k=1

1

k
v

n→+∞
ln (n) et lim

n→+∞

ln (n)

n
= 0.

Il en résulte que lim
n→+∞

εn = 0, donc la suite (P (Cn))n∈N∗ est convergente et :

lim
n→+∞

P (Cn) =
+∞∑
n=1

µ (n)

n2

6. Le produit de convolution (ou le produit de Dirichlet) de deux suites réelles (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗

est la suite (wn)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, wn =
∑
d/n

udvn
d

(a) Soient (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ deux suites à valeurs réelles positives et (wn)n∈N∗ leur produit
de convolution.
Montrer si les séries

∑
un et

∑
vn sont convergentes, il en est alors de même de la série∑

wn et on a :
+∞∑
n=1

wn =

(
+∞∑
n=1

un

)(
+∞∑
n=1

vn

)

10



(b) Soient (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ deux suites à valeurs réelles et (wn)n∈N∗ leur produit de convo-
lution.
Montrer si les séries

∑
un et

∑
vn sont absolument convergentes, il en est alors de même

de la série
∑

wn et on a :

+∞∑
n=1

wn =

(
+∞∑
n=1

un

)(
+∞∑
n=1

vn

)

Solution Pour tout entier n ∈ N∗, on note Un, Vn, Wn les sommes partielles des séries
∑

un,
∑

vn et∑
wn.

Pour tout entier n ∈ N∗, on a :

UnVn =
∑

1≤i,j≤n

uivj =
∑

(i,j)∈Ω2
n

uivj

et :

Wn =
n∑

k=1

∑
1≤i≤k
i/k

uiv k
i
=

∑
1≤i,j≤n
ij≤n

uivj =
∑

(i,j)∈∆n

uivj

en notant ∆n = {(i, j) ∈ Ω2
n | ij ≤ n} .

(a) Comme ∆n ⊂ Ω2
n ⊂ ∆n2 et les séries considérées sont à termes positifs, on a :

Wn ≤ UnVn ≤ Wn2

De la convergence des séries
∑

un et
∑

vn, on déduit que la suite croissante (Wn)n∈N∗

est majorée, donc convergente.
Faisant tendre n vers l’infini dans l’encadrement précédent, on aboutit à l’égalité :

+∞∑
n=1

wn =

(
+∞∑
n=1

un

)(
+∞∑
n=1

vn

)
(b) Dans le cas général, des inégalités :

|wn| ≤
∑
d/n

|ud|
∣∣vn

d

∣∣ = tn

la suite (tn)n∈N∗ étant le produit de convolution des suites positives convergentes (|un|)n∈N∗

et (|vn|)n∈N∗ , on déduit que la série
∑

wn est absolument convergente.

Puis avec :

|UnVn −Wn| =

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈Ω2
n

uivj −
∑

(i,j)∈∆n

uivj

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
(i,j)∈Ω2

n\∆n

uivj

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
(i,j)∈Ω2

n\∆n

|ui| |vj| = U ′
nV

′
n − Tn

où U ′
n, V ′

n et Tn sont les sommes partielles des séries
∑

|un| ,
∑

|vn| et
∑

tn avec

lim
n→+∞

(U ′
nV

′
n − Tn) = 0 puisque

+∞∑
n=1

tn =

(
+∞∑
n=1

|un|

)(
+∞∑
n=1

|vn|

)
, on déduit que lim

n→+∞
(UnVn −Wn) =

0, ce qui signifie que :
+∞∑
n=1

wn =

(
+∞∑
n=1

un

)(
+∞∑
n=1

vn

)
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7. Montrer que pour tout réel α > 1, on a(
+∞∑
n=1

µ (n)

nα

)(
+∞∑
n=1

1

nα

)
= 1

et en déduire que :

lim
n→+∞

P (Cn) =
6

π2
(théorème de Cesàro).

Solution Les séries
∑ 1

nα
et
∑µ (n)

nα
étant absolument convergentes, on a :(

+∞∑
n=1

µ (n)

nα

)(
+∞∑
n=1

1

nα

)
=

+∞∑
n=1

wn

où :
w1 = µ (1) = 1

et :

∀n ≥ 2, wn =
∑
d/n

µ (d)

dα

(
d

n

)α

=
1

nα

∑
d/n

µ (d) = 0

ce qui nous donne

(
+∞∑
n=1

µ (n)

nα

)(
+∞∑
n=1

1

nα

)
= 1, soit :

+∞∑
n=1

µ (n)

nα
=

1

ζ (α)

En particulier, on a :

lim
n→+∞

P (Cn) =
+∞∑
n=1

µ (n)

n2
=

1

ζ (α)
=

6

π2

De manière analogue, en désignant par P (Cn,r) la probabilité que r ≥ 2 entiers compris entre
1 et r soient premiers entre eux, on a :

lim
n→+∞

P (Cn,r) =
+∞∑
n=1

µ (n)

nr
=

1

ζ (r)

– II – Fonction zêta de Riemann

On note (pn)n∈N∗ la suite strictement croissante des nombres premiers.
La fonction zêta de Riemann est définie par :

∀α > 1, ζ (α) =
+∞∑
n=1

1

nα

On se propose de montrer, en utilisant des arguments ≪ probabilistes ≫ la formule d’Euler suivante :

∀α > 1, ζ (α) =
+∞∏
n=1

1

1− 1
pαn

puis d’en déduire la divergence de la série
∑ 1

pn
.
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1. Montrer que lim
α→1+

ζ (α) = +∞.

Solution Pour tout réel α > 1 et tout entier n ≥ 1, on a :

ζ (α) >
n∑

k=1

1

kα
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

(
1

k
− 1

kα

)

avec
+∞∑
n=1

1

n
= +∞.

Pour tout réel M > 0, il existe donc un entier nM tel que

nM∑
k=1

1

k
> 2M, ce qui nous donne :

ζ (α) > 2M −
nM∑
k=1

(
1

k
− 1

kα

)

avec lim
α→1+

nM∑
k=1

(
1

k
− 1

kα

)
= 0.

Il existe donc un entier η > 0 tel que

nM∑
k=1

(
1

k
− 1

kα

)
< M pour tout réel α ∈ ]1, 1 + η[ , ce qui

nous donne :
∀α ∈ ]1, 1 + η[ , ζ (α) > 2M −M = M

On a donc ainsi prouvé que lim
α→1+

ζ (α) = +∞.

On peut aussi écrire que, pour tout n ≥ 1, on a :

ζ (α) >
n∑

k=1

1

kα
>

n∑
k=1

∫ k+1

k

dt

tα
=

∫ n+1

1

dt

tα
=

1

α− 1

(
1− 1

(n+ 1)α−1

)

ce qui donne ζ (α) ≥ 1

α− 1
en faisant tendre n vers l’infini et en conséquence lim

α→1+
ζ (α) = +∞.

Pour ce qui suit, on munit l’ensemble N∗ de la tribu P (N∗) .

2. Soient α > 1 un réel fixé et P une mesure de probabilité sur (N∗,P (N∗)) telle que :

∀n ∈ N∗, P (nN∗) =
1

nα

Montrer que, pour toute suite (nk)k∈N∗ d’entiers deux à deux premiers entre eux, la suite
(nkN∗)k∈N∗ est formée d’événements mutuellement indépendants.

Solution Pour toute partie I finie de N∗, on a
∩
k∈I

nkN∗ = ppcm
k∈I

(nk)N∗ par définition du ppcm, avec

ppcm
k∈I

(nk) =
∏
k∈I

nk puisque les nk sont deux à deux premiers entre eux, donc

P

(∩
k∈I

nkN∗

)
= P

((∏
k∈I

nk

)
N∗

)
=

1∏
k∈I

nα
k

=
∏
k∈I

(
1

nα
k

)

=
∏
k∈I

P (nkN∗)

3. Soient α > 1 un réel fixé.
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(a) Montrer que l’on définit une mesure probabilité sur (N∗,P (N∗)) qui vérifie l’hypothèse de
la question précédente en posant :

∀n ∈ N∗, P ({n}) = 1

ζ (α)

1

nα

(b) En utilisant cette mesure probabilité, montrer que :

1

ζ (α)
=

+∞∏
n=1

(
1− 1

pαn

)
(3)

(c) Calculer P (A) où A est l’ensemble des entiers naturels non nuls sans facteurs carrés. Que
vaut la limite de P (A) quand α tend vers 1+ ?

Solution

(a) Pour tout entier n ∈ N∗, on a P ({n}) > 0 et :

+∞∑
n=1

P ({n}) = 1

ζ (α)

∞∑
n=1

1

nα
= 1

donc P est bien une mesure de probabilité sur (N∗,P (N∗)) .
Pour tout entier n ∈ N∗, on a :

P (nN∗) = P

(∪
q∈N∗

{qn}

)
=

+∞∑
q=1

P ({qn}) = 1

ζ (α)

+∞∑
q=1

1

qαnα
=

1

nα

(b) On a :
1

ζ (α)
= P ({1})

avec :

{1} =
+∞∩
n=1

(N∗ \ pnN∗)

(1 est l’unique entier naturel non nul qui n’a pas de diviseur premier).
En notant, pour tout entier n ≥ 1 :

An =
n∩

k=1

(N∗ \ pkN∗)

on définit une suite décroissante d’évènements (An est l’ensemble des entiers qui ne sont
multiples d’aucun des nombres premier p1, · · · , pn, donc An+1 ⊂ An) et on a :

{1} =
+∞∩
n=1

An

donc :
P ({1}) = lim

n→+∞
P (An)

avec, pour tout entier n ≥ 1 :

P (An) =
n∏

k=1

P (N∗ \ pkN∗) =
n∏

k=1

(1− P (pkN∗)) =
n∏

k=1

(
1− 1

pαk

)
(les pkN∗ étant indépendants, il en est de même des N∗ \ pkN∗), ce qui nous donne :

1

ζ (α)
= lim

n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

pαk

)
=

+∞∏
n=1

(
1− 1

pαn

)
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(c) Dire qu’un entier n est sans facteur carré revient à dire qu’il n’est divisible par aucun des
p2n, donc :

A =
+∞∩
n=1

(
N∗ \ p2nN∗)

les p2nN∗ étant indépendants, donc :

P (A) =
+∞∩
n=1

(
n∩

k=1

(
N∗ \ p2kN∗)) = lim

n→+∞
P

(
n∩

k=1

(
N∗ \ p2kN∗))

= lim
n→+∞

n∏
k=1

P
(
N∗ \ p2kN∗) = lim

n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

p2αk

)

=
+∞∏
n=1

(
1− 1

p2αn

)
=

1

ζ (2α)

et :

lim
α→1+

P (A) =
1

ζ (2)
=

6

π2

4. En utilisant l’égalité (3) , montrer que
+∞∑
n=1

1

pn
= +∞.

Solution Comme lim
n→+∞

pn = +∞ et − ln

(
1− 1

pn

)
v

n→+∞

1

pn
, il nous suffit de prouver la divergence de∑

ln

(
1− 1

pn

)
.

Par continuité de la fonction ln, on a pour tout réel α > 1 :

ln (ζ (α)) = −
+∞∑
n=1

ln

(
1− 1

pαn

)
Comme lim

α→1+
ln (ζ (α)) = +∞, on peut trouver, pour tout réel M > 0, un réel α > 1 tel que

ln (ζ (α)) > 2M et pour tout entier n ≥ 1, on a :

−
n∑

k=1

ln

(
1− 1

pk

)
≥ −

n∑
k=1

ln

(
1− 1

pαk

)
= −

+∞∑
k=1

ln

(
1− 1

pαk

)
+

+∞∑
k=n+1

ln

(
1− 1

pαn

)

> 2M +
+∞∑

k=n+1

ln

(
1− 1

pαn

)

avec lim
n→+∞

+∞∑
k=n+1

ln

(
1− 1

pαn

)
= 0.

On peut alors trouver un entier nM ≥ 1 tel que
+∞∑

k=n+1

ln

(
1− 1

pαn

)
> −M pour tout n ≥ nM ,

ce qui nous donne :

∀n ≥ nM , −
n∑

k=1

ln

(
1− 1

pk

)
> M

On a donc prouvé que −
+∞∑
n=1

ln

(
1− 1

pn

)
= +∞ et en conséquence

+∞∑
n=1

1

pn
= +∞.
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5. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’événements.
On note :

lim sup
n→+∞

An =
∩
n∈N

∪
k≥n

Ak

(c’est l’ensemble des x ∈ Ω qui appartiennent à une infinité de An).
Montrer que :

(a) si la série
∑

P (An) converge, on a alors P
(
lim sup
n→+∞

An

)
= 0 ;

(b) si les événements An sont mutuellement indépendants et la série
∑

P (An) diverge, on a

alors P
(
lim sup
n→+∞

An

)
= 1 (loi du zéro-un de Kolmogorov ou lemme de Borel-Cantelli).

6. Notons A = lim sup
n→+∞

An =
∩
n∈N

∪
k≥n

Ak et, pour tout entier naturel n, Bn =
∪
k≥n

Ak.

(a) La suite (Bn)n∈N étant décroissante, on a P (A) = lim
n→+∞

P (Bn) avec :

P (Bn) ≤ Rn =
∑
k≥n

P (Ak)

Dans le cas où la série
∑

P (An) converge, on a lim
n→+∞

Rn = 0 et en conséquence, P
(
lim sup
n→+∞

An

)
=

0.

(b) On a :

Ω \ lim sup
n→+∞

An =
∪
n∈N

(Ω \Bn)

la suite (Ω \Bn)n∈N étant croissante, donc :

1− P
(
lim sup
n→+∞

An

)
= lim

n→+∞
P (Ω \Bn)

Pour tout entier n ∈ N et tout entier m > n, on a :

Ω \Bn =
∩
k≥n

(Ω \ Ak) ⊂
m∩

k=n

(Ω \ Ak)

Dans le cas où les événements Ak sont mutuellement indépendants, il en est de même des
Ω \ Ak et on a :

P

(
m∩

k=n

(Ω \ Ak)

)
=

m∏
k=n

P ((Ω \ Ak)) =
m∏

k=n

(1− P (Ak))

En utilisant l’inégalité 1− x ≤ e−x pour tout réel x, on en déduit que :

P (Ω \Bn) ≤
m∏

k=n

(1− P (Ak)) ≤ exp

(
−

m∑
k=n

P (Ak)

)

Dans le cas où
+∞∑
n=0

P (An) = +∞, faisant tendre m > n vers l’infini, on en déduit que

P (Ω \Bn) = 0 pour tout entier n ∈ N et en conséquence, P
(
lim sup
n→+∞

An

)
= 1.
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7. Montrer que, pour 0 < α ≤ 1, il n’existe pas de mesure de probabilité sur (N∗,P (N∗)) telle
que :

∀n ∈ N∗, P (nN∗) =
1

nα

Solution Supposons qu’il existe une mesure de probabilité P sur (N∗,P (N∗)) telle que :

∀n ∈ N∗, P (n · N∗) =
1

nα

On a :
A = lim sup

n→+∞
pn · N∗ =

∩
n∈N

∪
k≥n

pk · N∗ = ∅

(sinon, on aurait un entier a ∈ N∗ divisible par une infinité de nombres premiers), donc P (A) =
0.

Mais de
+∞∑
n=1

P (pn · N∗) =
+∞∑
n=1

1

pαn
= +∞, les pn · N∗ étant indépendants (Borel-Cantelli), on

déduit que P (A) = 1, soit une impossibilité.

8. Montrer que l’on définit une mesure probabilité sur (N∗ × N∗,P (N∗ × N∗)) en posant :

∀ (n,m) ∈ N∗ × N∗, P ((n,m)) =
1

ζ2 (α)

1

(nm)α

Calculer P (A) où A est l’ensemble des couples d’entiers naturels non nuls qui sont premiers
entre eux. Que vaut la limite de P (A) quand α tend vers 1+ ?

Solution Pour tout entier (n,m) ∈ N∗ × N∗, on a P ({(n,m)}) > 0 et :

∑
(n,m)∈N∗×N∗

P ({(n,m)}) = 1

ζ2 (α)

∞∑
n=1

1

nα

∞∑
m=1

1

mα
= 1

donc P est bien une mesure de probabilité sur (N∗ × N∗,P (N∗ × N∗)) .
Dire qu’un couple (n,m) est formé de deux entiers premiers entre eux revient à dire qu’ils n’ont
aucun facteur premier en commun, donc :

A =
+∞∩
n=1

(N∗ × N∗ \ pnN∗ × pnN∗)

et en notant An =
n∩

k=1

(N∗ × N∗ \ pkN∗ × pkN∗) , on a :

P (A) = P

(
+∞∩
n=1

An

)
= lim

n→+∞
P (An)

(suite décroissante d’événements) avec :

P (An) =
n∏

k=1

P (N∗ × N∗ \ pkN∗ × pkN∗)

=
n∏

k=1

(1− P (pkN∗ × pkN∗))
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(les pkN∗ × pkN∗ sont indépendants).
Pour (n,m) ∈ N∗ × N∗, on a :

P (nN∗ ×mN∗) = P

 ∪
(j,k)∈N∗×N∗

{(jn, km)}

 =
∑

(j,k)∈N∗×N∗

P ({(jn, km)})

=
1

ζ2 (α)

1

(nm)α
∑

(j,k)∈N∗×N∗

1

(jk)α
=

1

(nm)α

donc :

P (A) = lim
n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

p2αk

)
=

1

ζ (2α)
→

α→1+

6

π2
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