Agrégation Interne
Probabilités et théorie des nombres

— I — Fonction indicatrice d’Euler

Z
Pour tout entier naturel n > 2, 7 est 'anneau des classes résiduelles modulo n.

n
Z Z \{} Z X d Clé d

anneau —.
nz

1. Soit a un entier relatif. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

Z
a est i ible d —;
(a) @ est inversible dans 7

(b) a est premier avec n;

Z
(c) @ est un générateur du groupe additif (—Z, —|—> :
n

Solution Dire que a est inversible dans z équivaut & dire qu’il existe b dans E tel que @b = 1, ce qui
est encore équivalent a dire quz%l existe b, ¢ dans Z tels que ab + gn :nl et revient a dire que a
et n sont premiers entre eux (théoreme de Bézout).

En traduisant le fait que @ est inversible dans 7 par 'existence d'un entier relatif b tel que
ab = ba = 1, on déduit que cela équivaut a dire que 1 est dans le groupe engendré par a et

donc que ce groupe est —.
n

La fonction indicatrice d’Euler est la fonction ¢ qui associe a tout entier naturel non nul n,
le nombre ¢ (n) d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n (pour n = 1, on a

p (1) =1).
Z

¢ (n) est aussi le nombre de générateurs du groupe cyclique (—Z, +) (ou de n’importe quel
n

groupe cyclique d’ordre n) ou encore le nombre d’éléments inversibles de 1’anneau 7
n

_ 7
2. Quel est le nombre de diviseurs de 0 dans I’anneau 7 ?
n

Solution
, . s s Z\" o . . . -
(a) On vérifie qu'un élément de 7 est soit inversible, soit un diviseur de 0.
n
_ Z\" ) . el s
En effet, pour @ € 7 avec a compris entre 1 et n — 1, il y a deux possibilités :
n

— soit a est premier avec n et dans ce cas, a est inversible :

noa _
— soit le pged o de a et n est supérieur ou égal a 2 et dans ce cas, on a 55 = Sﬁ = 0 avec
no = n _
5 # 0 puisque 1 < 5 < n — 1, ce qui signifie que @ est un diviseur de 0 dans ’anneau
7
nZ’

VA

b) 1l Ssulte qu'il d{ | —=
(b) Il en résulte qu’il y a car ((nZ

: — Z
) ) —¢(n)=n—1-¢(n) diviseurs de 0 dans 7
n



3.

Solution

(c) En fait, de maniere plus générale, on peut vérifier que si A est un anneau commutatif

unitaire et fini, alors un élément de A* est soit inversible, soit un diviseur de 0.

En effet, pour a € A*, I'application u, : * — ax est un morphisme du groupe additif

(A, +) et on a deux possibilités :

— soit 1, est surjectif et dans ce cas le neutre 1 pour le produit a un antécédent a’, donc
aa’ = 1 et a est inversible dans A ;

— Soit p, est non surjectif et dans ce cas il est non injectif puisque A est fini, donc
ker (uq) # {0} et il existe b € A* tel que ab = 0, ce qui signifie que a est un diviseur de
0.

On en déduit qu’un anneau commutatif, unitaire et fini est integre si, et seulement si, c¢’est

un corps.

En effet, un corps est toujours integre et réciproquement si A est fini et integre, il est alors

sans diviseurs de zéro, donc tous ses éléments non nuls sont inversibles et ¢’est un corps.

Soient (€2, B,P) un espace probabilisé et (Aj), ., ., une suite finie de n > 2 événements.

Montrer que Ay, --- , A, sont mutuellement indépendants si, et seulement si, pour tout entier
k compris entre 1 et n, les événements Q \ Ay, -, Q\ Ag, Agy1,- -, A, sont mutuellement
indépendants.

Il suffit de montrer que si (Ay),<,<, €st une suite d’événements mutuellement indépendants,
alors les événements Q \ Ay, Ao, - - -, A, sont mutuellement indépendants (récurrence finie).
On note A} = Q\ Ay, A} = A pour k compris entre 2 et n et on se donne une partie J non
vide de {1,2,--- ,n}.

Silé J, on a alors :

P <ﬂ A;.) —P (ﬂ Aj> =[P =]]P«)

jeJ JjeJ jedJ jeJ

Si J a plus de 2 éléments et 1 € J (pour J = {1}, il n’y a rien a montrer), on a alors :

A4 =@\A)n| () 4= ) 4\[)A
jeJ jeJ\{1} jeJ\{1} jeJ
avec ﬂAj C ﬂ A;, donc :

jeJ JeJ\{1}

P(ﬂA})z]P’ M 4 —P<ﬂAj>

jeJ jeJ\{1} jeJ
= II pa)-]]Py)
JjeJ\{1} jeJ
= (1-P(4) [] Py =]]Pr(4)
jeJ\{1} jeJ

Soit n > 2 un entier naturel.
On se place sur 'espace probabilisé (Q,, P (2,),P), ou Q, ={1,--- ;n} et :

Wk € Q. P({k}) = %

ce qui revient a considérer ’expérience aléatoire qui consiste a choisir de maniere équiprobable
un entier k compris entre 1 et n.



Pour tout entier d compris entre 1 et n, on désigne par Ay I’événement : < I'entier k choisi dans
Q,, est divisible par d .
Pour tout réel x, on note [z] la partie entiere de x.

1n
(a) Montrer que pour tout entier d compris entre 1 et n, on a P (A4,) = — [3] :
n

(b) Montrer que si 2 < ¢; < ga < -+ < ¢ < n sont tous les diviseurs premiers de n, les
événements A, ,--- , A, sont alors mutuellement indépendants.

(c) On désigne par By l'événement : < l'entier k choisi dans €, est premier avec n .
En calculant P (B;) de deux manieres différentes, montrer que :

n)—ng(l—q—D (1)

Solution

(a) Pour d compris entre 1 et n, on a :

Ad:{aeQn|E|q€{1,-~,[g}} : a:qd}

donc : Q4 1
car d n
P(Ay) =——F=—|=
(4d) card () n [d]
Dans le cas ou d est un diviseur de n, on a [g} = et P(Ay) = =

T
(b) La décomposition en facteurs premiers de n s’écrit n = Hq,(j’“, les exposants oy, étant tous

k=1
non nuls.

Soit J une partie non vide de {1,2,--- r}.

Les entiers g; pour j € J sont premiers et distincts, donc premiers entre eux et un entier
a compris entre 1 et n, est divisible par tous les g; si, et seulement si, il est divisible par
leur produit. On a donc :

ﬂ A(I] =A IT g
]EJ JjEJ
et :
jeJ ica Ioojer o jes
(Ientier qu est un diviseur de n).
jed
Les événements A, , -, A, sont donc mutuellement indépendants.

(c) On a:
card (B v (n
Py — (B _ o)
card (£2,,) n
D’autre part, un entier est dans Bj si, et seulement si, il n’est divisible par aucun des gy,
donc :

r

B, = ﬂ (Qn \ A%)

k=1



5.

Solution

6.

Solution

Les événements A, ,---, A, étant mutuellement indépendants, il en est de méme des

événements Q,, \ Ay, -, 2 \ A, donce :
T T 1
=@ a0 =TI (1- o)
k=1 k=1 U
et :

_nH<1——) an’“ g —1)

Donner une démonstration <« non probabiliste > de 1'égalité (1) .

T
En utilisant la décomposition en facteurs premiers n = Hq,‘:k, le théoreme chinois nous dit

k=1
qu’on a un isomorphisme d’anneaux :

Z 11 Z
— o
nz P/ 7

qui induit un isomorphisme de groupes multiplicatifs :

X
Z\" N/ ~( 7\~
<H_Z) = (Hq“’“Z> -1l (q“’“Z)
k=1"k k=1 \1k
ce qui nous donne :

¢ (n) = card <<%>X> — card (IH ( akZ) ) Hso

Le calcul de ¢ (n) est alors ramené a celui de ¢ (p®) ou p est un nombre premier et a un entier
naturel non nul.
Pour p premier, un entier k£ compris entre 1 et p® n’est pas premier avec p® si, et seulement si,
il est divisible par p, ce qui équivaut & k = mp avec 1 < m < p®~!, soit p®~! possibilités. On a
donc :

) =p"—p"=(p—1)p*"

,
1
et ¢ (n qo"“lqk—l):n (1——).
11 {3
Montrer que, pour tout entier n > 3 l'entier ¢ (n) est pair.

T
Pour n = 2% avec a; > 2, on a ¢ (n) = 2%17! qui est pair et pour n = 2“1qu"“ avec aq > 0,
k=2
X

r > 1, tous les g étant premiers impairs distincts, on a o (n) = ¢ (2°1) 1_[(];?'“_1 (gr — 1) qui
k=2
est pair.

Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par By I’événement : < 'entier k£ choisi dans €2,
est tel que a An=4d >.
En calculant P (By) , pour tout diviseur positif d de n, montrer que :

n=Y ¢ (2) =Y ¢ (2)
d/n d/n

(la notation d/n signifie que d est un diviseur positif de n).

4



Solution

Solution

On a la partition §2,, = UBd (les B, forment un systeme complet d’événements), donc :
d/n

1=PB(Q) =Y P(B,)

d/n

Si d est un diviseur d de n, il existe alors un entier ¢ > 1 tel que n = qd et :

k
(kEBd><:>(kZQ1d0ﬁ1SQ1:E§gzqetQ1/\q:1>

donc :
n

card (By) = card {g1 € {1, .} |t Ag =1} = 0 () = o (5)
ce qui nous donne :

P(Ba) = 180 (g)

n

n=Y (%)= ¢

d/n d/n

et les égalités :

n
(Papplication d +— 7 est une permutation de ’ensemble des diviseurs positifs de n).
Pour tout entier m > 1, on désigne par ®,, le m-eme polynome cyclotomique défini par :

&, (X)= ] (X—e%)

1<k<m
kAm=1

en notant a A b le pged de deux entiers a et b.
En utilisant I’égalité (2), montrer que :

X" —1=]]®(x)

d/n

Chaque polynome @, est de degré ¢ (d) et scindé a racines simples dans C [X].
Tenant compte de I’égalité des degrés :

deg (X" —1)=n=> ¢(d) =) deg(Py)

d/n d/n

tous les polynomes considérés étant unitaires, il nous suffit de montrer que pour tout diviseur
d de n le polynome &, divise X™ — 1 et que les polynomes ®, sont deux a deux premiers entre
eux.

Pour d divisant n, les racines de ®; sont les nombres complexes :

2ikm < 2 )kZ
e d = |en
avec j = krg compris entre 1 et n, ce sont donc des racines n-emes de l'unité et &, divise

X" —1.
Chacun de ces entiers k étant premier avec d, on a :

AN = <k%)/\<d§> :%(Md)zg

les polynomes ®,4, pour d divisant n, sont deux a deux premiers entre eux.



— IT — Un théoréme de Cesaro

Pour tout entier n > 2, on se place sur l'espace probabilisé (Q2,P (Q2) P), ou Q, = {1,--- ,n},
avec la mesure de probabilité P définie par :
1
V(b € 2 P({(@b)}) =

et on s’intéresse a I’événement :
Cp={(a,b) € |anb=1}
Précisément, on se propose de calculer P (C},) de deux manieres différentes, puis de montrer que

. 6
Jm P(C) =5

En notant m = qu” la décomposition en facteurs premiers d’un entier m > 2 ou r > 1, les ¢;

i=1
étant premiers deux a deux distincts et les «; entiers naturels non nuls, on définit la fonction u de
Mobius par :
lsim=1
T
Vm e N*, u(m)=< (1) sim= H% (i. e. m est sans facteurs carrés)
i=1
0 sinon

Pour tout réel x, on note [z] la partie réelle de z.

1. Montrer que :

Wn > 2, P(Cy) = (2 Y ¢(k)_1>

n? k
Solution En notant C;f = {(a,b) € A, |a <b} et C;, = {(a,b) € A, | a > b}, on a la partition :
C.={(1,nN}ucCcruc,
et :
P(Ch) =P{L DY +P(Cr) +P(C,)
_ L (1+2card (C)))

n2
(par symétrie, on a card (C;,) = card (C))).
En utilisant la partition :

cr=Jcr o)
b=2

Cro)={(a,b)eQ|1<a<b-—1letanb=1}

n

on a :

card (Cf (b)) = card{a € {1,--- ,b—1} [anb=1} = p(b)
et :

n

card (Cf) = Z ¢ (D)

ce qui nous donne :

P(On):% (1+22¢(b)> :% (22%(@-1)



2. Pour n > 2, on note q; < ¢3 < --- < ¢, tous les nombres premiers compris entre 1 et n et pour
tout entier k£ compris entre 1 et 7, on note :

Dy, = {(a,b) € Q2 | q; divise a et b}

P(C,)=1-P (UDk>

(b) Montrer que pour 1 <k <retl<i <---<i<r,ona:

(a) Montrer que :

1 n 2
]P(Dhm"'mDik):ﬁ [ﬁ}

(¢) En déduire que :

(L
Solution
(a) On a :
((a,0) € X\ Cp) & (aAb>2) < (ke {l,---,} | g divise a et b)
donc : i
2\ C, = | JDx
k=1
et :

1-P(C,) =P (ODk>

(b) Pour1<k<retl<ig<---<ip<r ona:

((a,b) € D;y N---N D;,.) < (a et b sont multiples communs de g;,, - ,q;,)

< (a et b sont multiples communs de ¢;, - - - ¢;,)

(tous les gx sont premiers) et on a vu en I.4a qu’il y a [ } entiers compris entre

_ By * G,
1 et n multiples de ¢;, - - - ¢;,, donc :

card (D“ N---N le) = -m-

et : i
1

P(DyN---NDy) = — | ——

n= 14 - 4, |

(c¢) En utilisant la formule de Poincaré (ou du crible), on a :

1-P(C) = (Um)ZZ—U“ > PO nenDy)

k=1 1<y <--<ip<n

n

:_% SIS [ﬁ}

k=1 1<i < <ip<n

1 — n 2
= _ﬁz Z (i, i) {m]

k=1 1<i1 << <n



Tout entier d compris entre 2 et n s’écrit d = qz“ qf‘“ oul<k<n 1<y <<

ir < n, les exposants «;, ¢tant positifs non nuls et on a p(d) = 0 si 'un des a;; est
supérieur ou égal a 2 (i. e. si d a un facteur carré), donc la somme précédente s’écrit aussi :

1—P<cn>=—$iu<d> Eh

ce qui nous donne :
1 & ni?
P(Ca) = —5 > n(d) |5]
d=1

3. Montrer que :

Vn > 2, Z,u(d):o

d/n

T
Solution Sin = qua’ est la décomposition en facteurs premiers de I'entier n > 2, tous les diviseurs de
i=1

,

n sont alors de la forme d = qul avec 0 < B; < o pour 1 <i<retpu(d) =0silun des j;
i=1

est supérieur ou égal a 2.

Ce qui nous donne :

doud= > n (Hq)

dfn By, Br)e{0,1}"  \i=L

Pour k£ compris entre 0 et r, il y a (]:) fagons de choisir un r-uplet (fy,---,3,) formé de k

.

termes égaux a 1 et r—Fk termes égaux a 0 et pour chacun de ces choix, on a <qu ) = (—1)]’C ,
i=1

donc :

NICEDS () -0 == =0

d/n k=0

4. Déduire de ce qui précede que :

puis que :

Solution Pour n = 1, on a par conventions ¢ (1) = p (1) = 1 et il n’y a rien a prouver.
Pour n > 2, des égalités :

n

P(C) = (2 @(k)—1> = 2@ 5]

on déduit que :



ce qui nous donne :

Pour d € {1,--- ,n— 1} divisant n, on a n = ¢d avec q = % € {2,---,n}, donc [%] = q,

=i e

- {”_1rzq2—<q—1>2=2q—1=29—1

d d d

Pourde{Z,---,n—l}nedivisantpasn,onan:qd—l—ravecq:[g]E{l,---,n—l}et
re{l,---,d—1}, donc :
n—1 r—1
i Ol
r—1 d—2

< — <1 :
d_d<)et

(ona0<

On a donc :

1<d<n—1 1<d<n
d/n d/n
n 1 n
= E M(d)3—§ E p(d) = E #(d)g
1<d<n 1<d<n 1<d<n
d/n d/n d/n

Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant un théoreme d’inversion de Mdébius qui nous dit
que si (Un),en+ €t (Un),en+ sONt deux suites réelles telles que :

Vn e N, u(n) =Y v(d)

d/n

on a alors :

Vn € N, v(n):Zu(d)u<%)

d/n

Des relations :

Vn € N, n:ng(d)
d/n

on en déduit alors que ¢ (n) = Zu (d) g pour tout n € N*.
d/n



()

5. Justifier la convergence de la série numérique g puis montrer que :

—+o00
: k)
HEEIM]P) (Cn) - nz:l n2

p(n)

Solution Pour tout entier n > 1, on a p(n) € {—1,0,1}, donc

‘ < — et en conséquence la série
n

n

ZM (2) est absolument convergente.
n

Pour tout entier n > 1, on a :

-0 = £ 5w () [)

avec, pour tout entier k compris entre 1 et n :

soit :

o<i-1<[<]
donc : N ) 2 2

51 <l <)
et :

Ce qui nous donne :

n—-+o0o n

=1
avec E — v In(n)et lim
k:lk n—-+00

Il en résulte que lim ¢, = 0, donc la suite (P (C})),,cy- st convergente et :

n——+0o0
lim P(C,) = f,u(n)
n—+o00 " __nzl n2

6. Le produit de convolution (ou le produit de Dirichlet) de deux suites réelles (uy,), oy €t (v5)
est la suite (w,), oy définie par :

neN*

Vn e N*, w, = Zudv%

d/n

(a) Soient (un),cy+ €t (Un),en- deux suites a valeurs réelles positives et (wy,),, oy leur produit
de convolution.

ntrer si ori U v, sont convergen il en r mem ori

Montrer si les séries n €t » sont convergentes, il en est alors de méme de la série

an et on a :
+o0 +oo +oo
S (5 (5)
n=1 n=1 n=1

10



(b) Soient (up), cp+ €t (Vn),en+ deux suites a valeurs réelles et (wy,),, oy leur produit de convo-
lution.
Montrer si les séries Zun et Zvn sont absolument convergentes, il en est alors de méme

de la série an et on a:
+o0 +oo +oo
S (50) (59)
n=1 n=1

n=1

Solution Pour tout entier n € N*, on note U,, V,,, W, les sommes partielles des séries Zun, Zvn et

S

Pour tout entier n € N*, on a :

UnVn: Z UV = Z UV

1<i,5<n (4,5)€Q2
et :
n
W, = E E UvE = g UV = g UV
k=1 1<i<k 1<ij<n (i,)EAR
i/k ij<n

en notant A, = {(z,7) € Q2 | i <n}.
(a) Comme A,, C Q2 C A, et les séries considérées sont & termes positifs, on a :
Wy, S UV < Wy

De la convergence des séries g U, et E Uy, on déduit que la suite croissante <Wn)n€N*

est majorée, donc convergente.
Faisant tendre n vers l'infini dans I’encadrement précédent, on aboutit a I'égalité :

+o0o +o0 +o00
Yo (Som) (0]
n=1 n=1 n=1
(b) Dans le cas général, des inégalités :
0l < 3l o] = £
d/n

la suite (t,,),,cn- étant le produit de convolution des suites positives convergentes (|u|),,cn-

et (Jvnl) e » on déduit que la série 5 w, est absolument convergente.
Puis avec :

\UnVn — Wn| = Z U V5 — Z UiV | = Z U;Uj

(1,§)€Q2 (4,7)EA, (3,§)EQZ\A,
< > juwlll =Uvy -1,
(4,§)EQZ\A,

ou U/, V! et T, sont les sommes partielles des séries E [un|, E lu,| et E t, avec

+oo “+oo “+oo
: —_— _ : _ o : _ )
nl_lgloo (U'V! —T,) = 0 puisque Ztn <Zl |un|) (Zl ]vn]> , on déduit que nl_l)r&o (U Vi, — W)

n=1
0, ce qui signifie que :

+o00
>t
n=1

[l
S
1M
£
N——
3/_\
M3
$
N——



7. Montrer que pour tout réel a > 1, on a
“+o0o +oo
p(n) 1
A E —1=1
(nl ne ) (nl na)

6
lim P (C,) = —; (théoréme de Cesaro).
n—-+o0o T

et en déduire que :

. , . 1 n)
Solution Les séries E — et E m(n) étant absolument convergentes, on a :
n

() 5~

n=1 n=1
ou :
o (@ (d\" 1
1
Vn > 2 w, = - =— d) =0
nzz =Y M0 (0) - LY @
d/n d/n
+00 +o0o
1
ce qui nous donne ( K (n)) (Z—) = 1, soit :
— no = no
+oo
p(n) 1
~ n* ()
En particulier, on a :
+o0o

De maniere analogue, en désignant par P (C,,,) la probabilité que r > 2 entiers compris entre
1 et r soient premiers entre eux, on a :

— IT — Fonction zéta de Riemann

On note (pp),,cn+ la suite strictement croissante des nombres premiers.
La fonction zéta de Riemann est définie par :
~+00 1
Va>1, ((a) = —

ne
n=1

On se propose de montrer, en utilisant des arguments < probabilistes > la formule d’Euler suivante :

+oo
1
Vo > 1, C(Oz)zl_ll_L
n=1 25

1
puis d’en déduire la divergence de la série Z—
Pn

12



1. Montrer que lim ¢ () = 4o00.
a—1t
Solution Pour tout réel a@ > 1 et tout entier n > 1, on a :

n

+o0 1
avec g — = +o00.
n
n=1
nAf

Pour tout réel M > 0, il existe donc un entier n,; tel que Z— > 2M, ce qui nous donne :

k=1
o= /1 1
oM -5 (- =
(o) > (;-)
k=1
o= /1 1
I S
v E 02
— . 1
Il existe donc un entier n > 0 tel que Z (E — @> < M pour tout réel a € |1,1+ n][, ce qui
k=1

nous donne :
Vae]l,1+n[, ((a) >2M —M =M

On a donc ainsi prouvé que lim ¢ (a) = 4o00.
a—1

On peut aussi écrire que, pour tout n > 1, on a :

"1 S 4 L gt 1 1
a) > — > — = — = 1- —
C( ) ; ka kz:/’; to /1 1o o — 1 ( (TL + 1)04—1)

=1

1
ce qui donne ¢ (a) > T en faisant tendre n vers I'infini et en conséquence lim ¢ (a) = +oc.
a E—

a—17t
Pour ce qui suit, on munit 1’ensemble N* de la tribu P (N*).

2. Soient av > 1 un réel fixé et P une mesure de probabilité sur (N*, P (N*)) telle que :
* * 1
Vn € N*, P(nN*) = —
na

Montrer que, pour toute suite (ny),y. d’entiers deux a deux premiers entre eux, la suite
(nkN*) o+ est formée d’événements mutuellement indépendants.

Solution Pour toute partie [ finie de N*, on a ﬂnkN* = ppem (ny) N* par définition du ppem, avec
el kel
ppem (ng) = an puisque les n; sont deux a deux premiers entre eux, donc

kel kel
. . 1 1
P (ﬂnkN ) =P ((an> N ) — = (7)
kel kel H”? kel Nk

=[P (")

kel

3. Soient o > 1 un réel fixé.

13



(a)

(b)

(c)

Solution

()

Montrer que 'on définit une mesure probabilité sur (N*, P (N*)) qui vérifie ’hypothese de
la question précédente en posant :

1 1
Vne N P({n})= ———
)= e
En utilisant cette mesure probabilité, montrer que :
1 +oo( 1 )
S  —— 3
¢ (a) }_[1 I @)

Calculer P (A) ou A est I’ensemble des entiers naturels non nuls sans facteurs carrés. Que
vaut la limite de P (A) quand « tend vers 117

Pour tout entier n € N*, on a P ({n}) > 0 et :

o0

Ry 1 1
;P({n}) = mnﬂﬁ =1

donc P est bien une mesure de probabilité sur (N*, P (N*)).
Pour tout entier n € N*, on a :

: N e LN L1
HN (qg* {qn}> —;P<{q }) - C(Of) ;qana oo
On a:
L _puy
| ¢ ()
{1} =) (O \ pN")

(1 est 'unique entier naturel non nul qui n’a pas de diviseur premier).
En notant, pour tout entier n > 1 :

on définit une suite décroissante d’évenements (A, est I'ensemble des entiers qui ne sont
multiples d’aucun des nombres premier py,--- ,p,, donc A,3 C A,) et on a :

{1} =)Ax

donc :
P({1}) = lim P(4,)
n—-+o0o
avec, pour tout entier n > 1 :
n n n 1
P(A,) =[P N\ pN*) = [ (1 = P (pN)) :H(1——)
k=1 k=1 k=1 Pk

(les ppN* étant indépendants, il en est de méme des N* \ p,N*), ce qui nous donne :

1 " 1 +°0< 1)
—_ — lim 1—— ) = JR—
Cla)  notoe ( p%) Il Py

n=1

14



(c) Dire qu’'un entier n est sans facteur carré revient a dire qu’il n’est divisible par aucun des

p2, donc :
400

A=) (N\pN)

n=1

les p2N* étant indépendants, donc :

= () - o

n=1 k=1
n n 1
= 1l P (N* N*) = i 1 ——=
Jim LI eein) = i T1 (1~ )
k=1 k=1
1 (1 _ L) __1
o] ) ((2a)
et : 1 6
lim P(A) = — = —
AP =g =
“+o0o
“7. /7 . 7 1
4. En utilisant I’égalité (3), montrer que Z— = +00.
. . 1
Solution Comme lim p, = +o0o et —1In <1 — —) v — il nous suffit de prouver la divergence de
n—-+oo DPn n—-+o0o pn

wo(i-1)

Par continuité de la fonction In, on a pour tout réel a > 1 :

Comme lim+ In (¢ (o)) = 400, on peut trouver, pour tout réel M > 0, un réel o > 1 tel que
a—1

In (¢ (o)) > 2M et pour tout entier n > 1, on a :
—Zln(l——) Zln(l——) Zln( ) k;11H(1——)
> 2M + f ln(l—i>

k=n+1 pn

avec ngrfoo Z In (1 — —) = 0.

k=n+1

+o00o
1
On peut alors trouver un entier ny; > 1 tel que Z In (1 — —a) > —M pour tout n > nyy,

k=n+1 P
ce qui nous donne :

Vn > ny, — Zln(l——)>M

Pk

+o0 “+oo
1 1
On a donc prouvé que —Z In (1 — —> 400 et en conséquence Z— = 400.
Pn 1Pn

n=1
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5. Soient (£2,.A,P) un espace probabilisé et (A, ), oy une suite d’événements.

On note :
limsup A,, = ﬂ UA”C

n—+oo neNk>n

(c’est 'ensemble des x € 2 qui appartiennent & une infinité de A,).
Montrer que :

si la série ZIP’ ) converge, on a alors P (lim sup An> =0;
n—-+00

(b) si les événements A,, sont mutuellement indépendants et la série ZIP’ (A,) diverge, on a

alors P (lim sup An> =1 (loi du zéro-un de Kolmogorov ou lemme de Borel-Cantelli).

n—-+o0o

6. Notons A = limsup 4,, = ﬂ UAk et, pour tout entier naturel n, B, = UAk.

n—+00 neNk>n k>n

(a) La suite (B,),cy étant décroissante, on a P (A) = lim P (B,) avec :

n—-+o0o

P (Bn) <R, = ZP (Ak)

k>n

Dans le cas ou la série Z]P’ ) converge,ona lim R, = 0 et en conséquence, P <lim sup An) =

n—r+00 n—+00
0.

(b) On a:
Q\ limsup A, = U (Q\ B,)

oo neN
la suite (2 \ By,),,cy ¢tant croissante, donc :
1—IP’(limsupAn> = hm P(Q\ B,)
n—+o0 +oo

Pour tout entier n € N et tout entier m > n, on a :

Q\ B, = ﬂ(Q\Ak)C ﬂ(Q\Ak)

Dans le cas ou les événements A; sont mutuellement indépendants, il en est de méme des

Q\ Ag etona:
P<m <Q\Ak>> - TIP @@\ 40) =TT (1~ B(40)

En utilisant I'inégalité 1 — x < e™® pour tout réel z, on en déduit que :

P(Q\Bn)gﬁ(l—P( <exp< ZIP Ak>

k=n
+oo
Dans le cas ou ZIP’ (A,) = 400, faisant tendre m > n vers 'infini, on en déduit que
n=0
P(2\ B,) = 0 pour tout entier n € N et en conséquence, P (lim sup An> =1
n—~+00
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7.

Solution

Solution

Montrer que, pour 0 < a < 1, il n’existe pas de mesure de probabilité sur (N*, P (N*)) telle
que :

1
Vn € N*, P(nN*) = —

nOé
Supposons qu'il existe une mesure de probabilité P sur (N*, P (N*)) telle que :

1
Vne N, P(n-N)=—

na

A =limsupp, - N* = ﬂUpk-N*:(ﬁ

n—+00 neNk>n

(sinon, on aurait un entier a € N* divisible par une infinité de nombres premiers), donc P (A4) =
0.

+oo +oo
1
Mais de ZIP’ (P - N¥) = Z— = 400, les p, - N* étant indépendants (Borel-Cantelli), on
P
n=1 n=1
déduit que P (A) = 1, soit une impossibilité.

Montrer que 1'on définit une mesure probabilité sur (N* x N*, P (N* x N*)) en posant :

N
¢? (a) (nm)*

Calculer P (A) ou A est 'ensemble des couples d’entiers naturels non nuls qui sont premiers
entre eux. Que vaut la limite de P (A) quand « tend vers 117

Pour tout entier (n,m) € N* x N*, on a P({(n,m)}) >0 et :

> PUmm) = G S g =

(n,m)eN* xN* n=1 m=1

V(n,m) € N*x N*, P((n,m)) =

donc P est bien une mesure de probabilité sur (N* x N*, P (N* x N*)).
Dire qu'un couple (n,m) est formé de deux entiers premiers entre eux revient a dire qu’ils n’ont
aucun facteur premier en commun, donc :

—+oo
A=) (N" x N"\ p,N* x p,N*)
n=1

n

et en notant A, = ﬂ (N* x N*\ ppN* x pyN*) j on a :

k=1

n—-+o0o

P(A) =P (ﬁoAn> — lim P(A,)

(suite décroissante d’événements) avec :

=

P(A,) = | |P(N* x N*\ ppN* x p,N¥)

i

1

(1 =P (peN*" x ppN¥))

Il
=

£
Il

1
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(les ppN* x pN* sont indépendants).
Pour (n,m) € N* x N*, on a :

P (nN* x mN*) = P U {Unkm)} )= > P{(inkm)})

() EN* xN* (j.k) EN* xN®

donc :
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