Agrégation interne

Séries entiéres de matrices

Ce probleme est 1'occasion de revoir quelques points de cours :

espaces normeés, suites, séries, ouverts, fermés, applications linéaires continues, compacité, es-
paces de Banach ;

polynome d’interpolation de Lagrange;

matrices nilpotentes, valeurs propres, rayon spectral, normes matricielles, diagonalisation, tri-
gonalisation, décomposition de Dunford, réduction de Jordan ;

calcul différentiel.

C désigne le corps des nombres complexes et les espaces vectoriels considérés sont sur le corps C.

— 1 — Algebres de Banach

Une algebre de Banach unitaire E est un espace vectoriel normé (£, ||-||) complet muni d'une
structure d’anneau unitaire et tel que ||zy|| < ||z ||y|| pour tous z,y dans E (on dit que la norme est
sous-multiplicative) et ||1g|| = 1, en désignant par 1 1’élément neutre pour la multiplication interne
de E.

On rappelle qu'une série de terme général x,, est dite normalement convergente dans un espace
normé (F, ||-]|) si la série réelle de terme général ||z, || est convergente.

1. Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé.

Solution

(a)
(b)

(c)

(a)

Montrer qu'une suite de Cauchy dans (E, ||-||) qui admet une sous-suite convergente est
convergente.

Soit (#y,),,cy une suite de Cauchy dans .

i. Montrer qu’on peut en extraire une sous-suite <x‘p("))n€N telle que :

1

Vm > ¢ (n), me - x¢(ﬂ)” = on

ii. En déduire que la série > ||x¢(n+1) — %(n)” est convergente.

Montrer que (E, ||-||) est complet si, et seulement si, toute série normalement convergente
dans (E, ||-||) est convergente.

Soit (zn,),cn une suite de Cauchy dans E admettant une sous-suite (xgp(n))n>1 qui converge
vers v € F. -
Pour tout réel € > 0, on peut trouver un entier naturel n, tel :

Ym > n., Vn > n., ||o, — x| <e
La fonction ¢ étant strictement croissante de N dans N, on en déduit que :

vYm > n., Yn > n.,

|20 — T || <€
et faisant tendre n vers l'infini, a chaque m fixé, il en résulte que :
Vm > ne, ||lom — x| <€

ce qui signifie que la suite (xy),, .y converge vers x dans E.

1



(b)

i

ii.

On construit, par récurrence, une suite strictement croissante (¢ (n)), _y telle que :

neN
1
Ym > (n), [|tm = zom]| < 5

en utilisant le fait que (z,), .y est de Cauchy.
Pour ¢5 = 1, il existe un entier naturel pg tel que :

Vm > po, ¥n > po, |2 — wn]l <1
et en posant ¢ (0) = pp, on a :

Supposons construit, pour n > 0, les entiers ¢ (0) < ¢ (1) < -+ < ¢ (n) tels que :

1
vm > ¢ (k) , ||Tm — Zowm)| S? (0<k<n)

Pour ¢,,41 = il existe un entier naturel p,,1 > ¢ (n) tel que :

on+1 )

vm Z Pn+1, vn Z Pn+1, H:Cm - an < 2n+1

et en posant ¢ (n+ 1) = p,y1, on a:

1

Par construction de la suite (¢ (n)) on a:

neN>

1
Vn € N, ||$<p(n+1) - xso(n)H < on

et en consésquence :

oo +o00 1
> sty = vl £ 3 57 < +oo
n=0 n—=0

Supposons que (E, ||-||) soit un espace de Banach et soit an une série normalement
convergente dans F.
n

En notant S,, = Zxk les sommes partielles de cette série, on a pour m > n dans N :
k=0

m +o0o
1Sm = Sull < X Nkl < Bu= Y sl

k=n+1 k=n+1

avec lim R, = 0, ce qui implique que la suite (S, ), oy est de Cauchy et en conséquence
n——+00

convergente puisque (F, ||-||) est complet.



2.

Solution

Solution

ii. Réciproquement supposons que toute série normalement convergente dans (E, ||-]|) est
convergente.

Si (zn),en est une suite de Cauchy dans E, on peut alors en extraire une sous-suite
+oo

(x‘P(”))neN telle Z wa(nﬂ) — Tp(n) H < 400, ce qui signifie que la série Z (.’,E@(n+1) - -Z'go(n))

n=0
est normalement convergente, donc convergente.

Comme cette série est de méme nature que la suite (:E@("))neN’ on en déduit que la
suite (25,),cy est de Cauchy et admettant une sous-suite convergente, elle est donc
convergente d’apres I.1a.

Soit (E, ||-||) une algebre de Banach.

Montrer que I'application (x,y) + xy est continue de F x E dans E (on munit I’espace produit
E x E de la norme (z,y) — max (|||, [|y]]))-

En particulier, pour tout y fixé dans F, 'application z +— xy est continue de E dans F.

Si ((Zn, Yn)),en st une suite de points de E' x E qui converge vers (z,y) € E x E, les suites
(%0) pen €t (Un),en convergent alors respectivement vers et y dans £ et avec :

lzngn — 2yl = 20 (yn — y) + (20 — ) yl|
< lzall lyn = yll + llan — [yl

tenant compte du fait que la suite (||x,||),cy est bornée (elle converge vers [|z[|), on déduit que

lim z,y, = zy.
n—-+00

L’application (x,y) — xy est donc continue de £ x E dans E.

Soit (H,||-||) une algebre de Banach unitaire et H* I'ensemble de tous les éléments inversibles
(pour le produit) de H. On vérifie facilement que H* est un groupe multiplicatif.

+oo
(a) Montrer que pour tout u € H tel que ||lul| < 1, 1y — u est inversible d’inverse Zuk

k=0
(b) Montrer que H* est ouvert dans H.

(c) Montrer que I'application u — u~! est continue sur H*.

Pour H = L (F) = {u: E — FE continue}, ou E est un espace de Banach (de dimension finie
ou infinie), H* = GL (E) est un ouvert de £ (E) et u +— u~! est continue sur GL (E) . Pour E
de dimension finie, GL (E) est un ouvert dense de L (E).

(a) Comme |lu|| < 1, la série 3 ||u||* est convergente et avec |uf]| < |u||* pour tout k € N,
on déduit que la série Y u* est normalement convergente, donc convergente dans 1'espace
de Banach H.
Avec :

k
(Zu]> (1g —u) = 1y — u™™!

et lim u* =0 (terme général d'une série convergente), on déduit que :
k—+o0

+oo
(Zuk) (1g —u) =1y — lim o' =1y
k—+o00
k=0
(continuité du produit dans l’algebre normée H), ce qui signifie que 15 — u est inversible

+o0
d’inverse E uF.
k=0



1
(b) Soit u € H*. Pour tout h dans la boule ouverte B (O, m) ,on a:
u

|w"h|| < lu™"|| 1] <1

1
donc 1y +uhe H* et u+h=u(lyg +u'th) € H*. OnadoncB(u,_” _1H> C H”
u

et H* est ouvert dans H.

Pour H = M, (C), on a H* = GL, (C) et on retrouve le fait que c’est un ouvert de
M, (C), ce qui peut se montrer en disant que GL, (C) = det™" (C*), la fonction det
étant continue (elle est polynomiale).

1
(c) Soient u € H* et § = ——. Pour tout h € B(0,§),onau+h € H* et :

(gl

w1 )
— ‘ (f (ulh)k> u Y = |[uth (f (ulh)k> u!
T

=1 k=0
+oo

< HU_1H2||h||ZH“_1th 32 1— |17
k=0

Tenant compte de }llir% (1 —Jju"th|)) = 1, on en déduit que }Liné (u+h)"" =u'. Ce qui
— —
prouve que 'application u — u~! est continue sur H*.
1
Pour H =M, (C),ona A™! = det (4) EC'(A) ou C (A) désigne la comatrice de A. Les
e

coefficients de C' (A) étant des fonctions polynomiales des coefficients de A, 'application
A C (A) est continue ainsi que A — AL,

— IT — Rayon spectral des matrices complexes

M, (C) est 'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C, GL,, (C) est le groupe
multiplicatif des matrices inversibles dans M,, (C).

Une matrice A € M,, (C) est identifiée a I'endomorphisme de C™ qu’elle définit dans la base
canonique.

Une matrice diagonale de termes diagonaux Ay, - -+, A\, est notée diag (A1, -, \,) .

On se donne une norme vectorielle z — [|z|| sur C" et on lui associe la norme matricielle induite
sur M,, (C) qui est définie par :

A
VA e M, (©), Al = sup VAT gy ag)

zeC\{0} ||| _xetcnl

Cette norme est une norme d’algebre (vérification immédiate) et M,, (C) ainsi normé est une
algebre de Banach (puisque M,, (C) est de dimension finie).
Pour toute matrice A € M,, (C), on désigne par sp (A) I'ensemble de toutes les valeurs propres

complexes de A et par :

A) = A
p(A) Aggé)l \

le rayon spectral de A.
On rappelle le résultat suivant.



Théoréme 1 (Dunford) Pour toute matrice A € M,, (C), il existe un unique couple de matrices
(D, V) tel que D soit diagonalisable, V' soit nilpotente, D et V' commutent et A= D + V.

De plus D etV sont des polynomes en A et les valeurs propres de D sont celles de A avec les mémes
multiplicités.

On note :

U, (C)={AeM,(C)|UU=1,}

le sous groupe de GL,, (C) formé des matrices unitaires, ot U* = U est la matrice adjointe de U.
On rappelle qu'une matrice unitaire est la matrice de passage de la base canonique de C" a une
base orthonormée, ot C" est muni de sa structure hermitienne canonique.

1. Soient A € M,, (C) et k un entier naturel.
(a) Montrer p(A) < ||A]|, I'inégalité pouvant étre stricte.
(b) Montrer que sp (A*) = {\* | X esp(A)}.
(¢) Montrer p (A*) = p(A)F.
Solution

(a) Soit A une valeur propre de A telle que p(A) = |A| et z un vecteur propre associé dans
C™ de norme 1.
On a:
[Az]| = [[Az] = [A] < [|A]

et en conséquence, p (A) < ||A] .
De ce résultat, on déduit que I'application p est continue en 0.

01

00
p(A)=0et ||A] > 0.

(b) Pour k =0, le résultat est évident. On suppose donc que k > 1.
Soit A € M, (C). Si A € sp(A) et x € C*\ {0} un vecteur propre associé, on a alors
pour tout entier naturel non nul k, A¥z = Nz et \F € sp (Ak) . Donc {)\k | A €sp (A)} C

En prenant A = , ou plus généralement une matrice nilpotente non nulle, on a

sp (AF).

Réciproquement si p € sp (A¥) avec k > 1, endomorphisme A* — puI,, est non inversible.
k-1 k-1

En notant Q (X) = X* — pu = H (X — ), 'endomorphisme H (A—N\1,) = AF — ul,
j=0 Jj=0

est non injectif et il existe nécessairement un indice j compris entre 0 et k — 1 tel que
A — A1, soit non inversible, ce qui revient a dire que \; est valeur propre de A et avec
Q (A;) = 0, on déduit que p = A}.

On a donc en définitive, sp (4%) = {A\* | X e sp(4)}.

Plus généralement, on peut montrer que pour tout polynéome P € C[X],onasp (P (4)) =
{P(A\) | A€sp(A)}, la démonstration étant sensiblement la méme.

0 —1

1 0 ) , la matrice

Ce résultat n’est plus vrai dans M,, (R). Par exemple pour A = <

A% = — I, a pour seule valeur propre —1 et sp (A) = 0.
(c) Il en résulte que :
AF) = N| = AP =p(A)
p(A%) = max [N*| = max |AI"=p(4)

puisque la fonction t — t* est croissante sur R¥.

2. Soient A € M,, (C).



Solution

(a)

(b)

()

Montrer que :
1
Yk > 1, p(A) < || A%[|F
On suppose ici que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe une constante réelle o > 0
telle que :
1
Vk > 1, [|A%]|* < afp(A)

et en déduire que :

p(A) = lim (HAk”%)

k—+o0

En utilisant la décomposition de Dunford A = D + V, montrer qu’il existe une constante
réelle 5 > 0 telle que :
k3, |44 < ke D4

et en déduire que :

() = tim (Jl4¢F) = jut (1) 0

k—+o00

(formule de I. Guelfand).

Pour tout entier k£, on a :

IA

p(A)" = p (A

ce qui équivaut a p (A) < HA’“H% :

14

Si A est diagonalisable, il existe alors une base B = (e;),.,., de C" formée de vecteurs
propres unitaires de A avec A (e;) = Aje; pour tout i compris entre 1 et n, ot les \; sont
les valeurs propres de A distinctes ou confondues.

On a alors, pour tout vecteur x € C" et tout entier £ > 1 :

A (z) = A* (Z xjej> = ijAk (ej) = ij)\fej
j=1 j=1 =1

et :
n n n
k k
A @)]] < Dl A el < p (A Lzl llesl = p (A ]
j=1 j=1 j=1
n
L’application = +— ||z||;, = > |z;| définissant une norme sur C" qui est équivalente a

7j=1
x +— ||z|| (en dimension finie toutes les normes sont équivalentes), il existe une constante
a > 0 telle [|z||, < a|z| pour tout x € C" et on a :

[A* (2)]| < ap (A)" ||

1
pour tout z € C" et tout k > 1, ce qui entraine ||A*|| < ap (A)F et | AF||* < arp(A).
On a donc, pour tout entier k > 1 :

p(A) < [|45]|* < atp(A)

1
et avec lim a* =1 pour a > 0, on déduit que lim ||AkH F=p(u).
k—+o0 k—4o00



(c) On a la décomposition de Dunford A = D 4+ V avec D diagonalisable de mémes valeurs
propres que A, qui commute a V nilpotente.
Pour tout entier 7 > n, on a V7/ = 0 (le polynome minimal de V est X? avec p compris
entre 1 et n) et pour k > n :

k n n
AP = (D+ V)" =) CiDMIVI =Y " C{DFIVI = Dy S Cipr IV

J=0 J=0 J=0

ce qui entraine, pour une norme d’algebre sur M,, (C) :

[A5F < 1™ > St ipIm v

j=0
Pour tout 5 compris entre 0 et n, on a :
| 1 (k=(i—=1 J
o PR B (et RSV ) SO
gt (k= j)! j! j!

ce qui donne :

[ < D" & 2_ DI IVIP = ke || D4
=0
avec = zn: |D||" 7 ||[V|’ > 0 (on suppose que A # 0, sinon c’est évident).
=0

]:
Il en résulte que :

1 n 1
Vk 20, p(A) < |44]F < gRkE D4

s W(g) (k)
kgglooﬁgkz - kEI-Foo P ( nk tn n]{ ) =1
et : e
fim (|05 = i ([P [7) = p(0)

puisque klim (HD’“‘”Hﬁ> = p(D) (D est diagonalisable) et :
——+00

lim tk_Tn = lim exp <<1 - 2) In (t)) =t

k—+o00 k—+o00 k

pour tout ¢t > 0 (pour ¢t = 0, c’est évident). Enfin comme D et A ont les mémes valeurs

propres, on a p (D) = p(A) et lim (HA’“H%) =p(A).

k——+o00

1
La question IT.2a nous dit que p (A) est un minorant de la suite (HA’“H ’f) et comme

keN*
c’est la limite de cette suite, ¢’est aussi la borne inférieure.

1
3. Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), on a p(A) = kliril (N (AF) k) ou A— N (A)
—400

est une norme quelconque sur M,, (C) (non nécessairement induite par une norme vectorielle).

Solution Comme M,, (C) est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.
Si N est une norme quelconque sur M,, (C) et A — ||A|| une norme induite par une norme



Solution

5.

Solution

vectorielle, il existe alors deux constantes a > 0 et 5 > 0 telles que « ||A]| < N (A) < B||A]
pour toute matrice A € M,, (C) et avec :

1 1 1 1 1
ok [[AM[E < N (AF)F < B || AF]|F

1 1
on déduit que p(A) = lim <N (Ak)E> puisque lim (HA’“HE) = p(A) et lim a% —
k—4o0

k—+o0 k—4o00

1
lim gk = 1.
k——+o00

Soit A € M,, (C).

Montrer que la série ZA'“ est convergente dans M,, (C) si, et seulement si, p (A) < 1.
+oo

En cas de convergence de ZA’“, montrer que I,, — A est inversible d’inverse ZA’“.
k=0

1
Sip(A) < 1, on a alors lim (HA’“H’“) = p(A) < 1 et le critere de Cauchy pour les séries

k—4o0
réelles nous dit que la série Z ||AkH est convergente, ce qui signifie que la série ZA’“ est
normalement convergente dans M,, (C), donc convergente puisque ce espace est complet.
Réciproquement si la série ZA’“ converge, son terme général tend vers 0 et avec p (A)k < HAk H

pour une norme sur M, (C) qui est sous-multiplicative, on déduit que klim p(A)k =0 et
—+00

nécessairement p (4) < 1.

On peut aussi dire que si p(A) > 1, on a alors lim (HA’“”% = p(A) > 1, donc HA’“H% >

k——+o0

p(A) — e pour k assez grand ot £ > 0 est choisi assez petit pour que p(A) —e > 1, ce qui
entraine HA'“H > (p(A)—e) — +oo et la série ZA’“ diverge.

k——+o00
Pour p(A) < 1, on a pour tout k£ > 1:

k
—A)Y A =1, — A

et avec la continuité de l'application M — (I, — A) M sur M,, (C), on déduit que :

+o0
L= lim (I, = A*) = (I, = 4) lim_ (ZAJ>_ PP

(on a lim A* = 0 puisque c’est le terme général d'une série convergente) ce qui signifie que
k——+o0

+oo
I,, — A est inversible d’inverse ZA’“.
k=0
Soit A € M,, (C). Montrer que klirf AF =0 si, et seulement si, p (A4) < 1.
—+00

Supposons que lim AF = 0.

k—4o0
S’il existe une valeur propre A de A telle que |A| > 1, en désignant par xo un vecteur propre

non nul associé a A\, on a :

Wk € N, (A" [|aol| = [|\oao|| = [|A%wo]| < [|A*|| o

et en conséquence lim (|)\] ||x0||> = 0, donc lim |A]" = 0 puisque ||zo] > 0, ce qui est
k—+ k——+o0

incompatible avec |A| > 1. On a donc |A| < 1 pour toute valeur propre A de A et p(A) < 1.

Réciproquement, si p (A) < 1, la série ZA’“ est alors convergente et lim A = 0.

k—+o0

8



6.

Solution

Solution

Montrer que U, (C) est compact dans M,, (C).

On munit l'espace vectoriel M,, (C) de la norme N définie par :

VAe M, (C), N(A)= max |a;l

1<i,j<n

(C’est tout simplement la norme ||| sur C* et en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes).

U, (C) est fermé dans M,, (C) comme image réciproque du fermé {,,} par 'application continue
A A*A.

Pour A € U,, (C) et i compris entre 1 et n, le coefficient d’indice (i,7) de A*A = I, est :

n

L= (A"A),, =) (A, (4);, = Z Jajil

J=1

On en déduit alors que, pour tous ¢, j compris entre 1 et n, on a :

n
jagl* <) lagl* =1
j=1

soit |a;;i| <1 et N(A) < 1. L'ensemble U, (C) est donc borné dans (M, (K),N).

En conclusion U, (C) est compact dans M,, (K) en tant que fermé borné.

Si on sait que pour toute matrice A € M,, (C), on a ||A|, = y/p(A*A), ot ||-||, est la norme
matricielle induite par la norme hermitienne canonique de C", on a [|A|, = 1 pour toute
matrice A € U, (C), ce qui signifie que U, (C) est contenu dans la boule unité, donc borné.

Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), il existe une matrice unitaire U € U, (C) telle
que U*AU soit triangulaire supérieure, ce qui revient a dire que A se trigonalise dans une base
orthonormée (théoreme de Schur).

Comme pour tous les problemes de réduction de matrice, on procede par récurrence sur n > 1.
Pour n = 1 le résultat est évident.

Supposons le acquis pour n —1 > 1 et soit A € M,, (C). Si A\; est une valeur propre de A et e;
un vecteur propre associé unitaire, on complete {e; } en une base orthonormée By = (ey,--- , €,)
de C". La matrice de passage U; de la base canonique a cette base est unitaire et la matrice de

A dans Bl s’écrit :
A *A )\Cl Bl
1= 1/1 l/l = X ,

avec a; € My 1 (C) et By € M, (C).
L’hypothese de récurrence nous dit qu’il existe une matrice unitaire Uy € U,,—1 (C) telle que
T, = U; B,U, soit triangulaire supérieure.

. 1 0
La matrice Uz = ( 0 U,

KT T _ A1 a1Usy _ AoaUs
U3U1AU1U3_( 0 UsBU, ) _( 0 T )

est triangulaire supérieure.

) est alors unitaire d’ordre n et :

On se propose de montrer que 'application p qui associe a toute matrice de M,, (C) son rayon
spectral est continue, ce qui revient a montrer que si (Ay),.y est une suite de matrices qui

converge vers la matrice A dans M,, (C), alors la suite (p (Ax)),cy converge vers p (A). dans
R.



(a) Montrer le résultat pour une suite (7%), .y de matrices triangulaires supérieures qui converge
vers une matrice 7.

(b) Montrer qu’une suite réelle est convergente si, et seulement si, elle est bornée et n’a qu'une
seule valeur d’adhérence.

(c) Soit (Ak),ey une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans M,, (C).

i. Montrer que la suite (p (A)),en €st bornée dans R.

ii. Montrer que la suite (p(Ax)),eny admet p(A) pour unique valeur d’adhérence et
conclure.

(a) La matrice T" limite d'une suite (7% ),y de matrices triangulaires supérieures est également
triangulaire supérieure.

Ses valeurs propres sont les termes diagonaux t; = klim t
—+00

diagonaux de T}, pour tout k € N et tout ¢ compris entre 1 et n.
Avec la continuité de I'application z € C" — |jz|| = max |z;|, on déduit que :
<i<n

(k)

i )

(%)

k
en notant ¢;;’ les termes

ty

= lim p(T})

T) = i = i
p(T) = max |t;] im max Jm

1<i<n k—+o0 1<i<n

(b) Une suite convergente est bornée et toute suite extraite converge vers la limite de cette
suite, ce qui signifie qu’elle n’a qu'une seule valeur d’adhérence.
Réciproquement, soit (ux),oy une suite réelle bornée n’admettant qu'une seule valeur
d’adhérence ¢. Si cette suite ne converge pas vers £, on peut alors trouver un réel € > 0
tel que pour tout entier k, il existe p > k avec |u, — £| > €. Par récurrence on peut alors
construire une suite strictement croissante d’entiers (¢ (k)),oy telle que |u<p(k) —/ ‘ > e
pour tout k. De la suite bornée (U‘P(k))neN on peut extraire une sous suite (Uy ) ),y qui
converge vers {' et par passage a la limite dans 'inégalité ‘uwm —/{ | > € on déduit que
[0/ — 1] > € > 0, c’est-a-dire que ¢’ est une valeur d’adhérence de (u,), oy distincte de ¢,
ce qui contredit I’hypothese de départ.

(c)

i. Avec les inégalités p (Ay) < || Ax|| et la convergence de la suite (Ay),oy on déduit que
la suite (p (Ax))gey st bornée dans R.

ii. Comme (p (Ax)),cn est bornée dans R, on peut en extraire une sous-suite convergente
(p (A‘P(k)))keN' En utilisant le théoreme de Schur, on peut trouver, pour tout entier
naturel k, une matrice unitaire Uy telle que la matrice Ty, = U AUy, soit triangulaire
supérieure. Dans le compact U, (C), on peut extraire de (U‘P(k))keN une sous-suite
(Ua(k))keN qui converge vers une matrice unitaire U. La suite (Ta(k))keN

alors vers la matrice T'= U* AU qui est triangulaire supérieure. On a alors :

p(A)=p(T)= lim p (Tg(k)) = lim p (Ag(k)) = lim p (A@(k)) )

k——+o0 k——+o0 k——+o0

converge

La suite bornée (p (Ax)),eny admet donc p(A) pour unique valeur d’adhérence. En
conséquence, cette suite converge vers p(A).

10. Montrer que, pour tout réel R > 0, 'ensemble {A € M,, (C) | p(A) < R} est un ouvert de
M., (C).
Solution L’ensemble {A € M,, (C) | p(A) < R} est ouvert dans M,, (C) comme image réciproque de
I'ouvert |—oo, R| par application continue p.
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11.

Solution

(a)

(b)

(c

Montrer que, pour toute matrice P € GL,, (C), I'application  — ||z||p = ||[P~ x| définit
une norme sur C".

Montrer que la norme induite sur M,, (C) par z — ||z||, est A~ ||Al|p, = [P~ AP].

) Pour tout réel 6 > 0, on note :

Ds = diag (1,6,6%,---,6"")

Montrer que pour toute matrice triangulaire supérieure 7' = ((t;5)),.; j<n € My (C), on
a:

lim DngD(; = dlag (t117 t22, ce 7tnn)

6—0

Montrer que pour toute matrice A € M, (C), il existe une suite de matrices (Py),cy-
dans GL,, (C) telle que klim P 'AP, = diag (A, Ag, -+, A\n) -
—+00

Montrer que pour toute matrice A € M, (C) et tout réel ¢ > 0, il existe une norme
d’algebre N sur M, (C) telle que N (A) < p(A) +¢.

L’application « — P~'z est un isomorphisme de C", donc ||-||» est une norme sur C".
Pour A € M,,(C), on a:

Al — |Az][p | P~ A|]
|Alp = sup = T
zeCn\{0} ||$||p zeCn\{0} || 90||

et comme z — P~z est bijective de C™\ {0} sur lui méme, on en déduit que :

|P~LAPY ||

IAllp = sup =||P'AP|.
Poveengey 2] | |
En notant (e;),;, la base canonique de C", pour toute matrice A = ((a;;)),, ;<,, dans

et avec :

M., (C), D;*ADjs est la matrice de A dans la base (67~ 'e;

)1<j<n
A7) =) agei =Y 6 ay (6 er)
=1 j=1

on déduit que cette matrice est :

Dé_lAD(; = (5j_ial-j)

1<4,j<n’

Dans le cas d’une matrice triangulaire supérieure 7' = ((t;;)),; j<,, on a:

t1n Otyg -+ 0"y,

D;'TDs = 0t — diag (t11,t22, s tnn)
: 6tn71,n71 =0

0O --- 0 ton

Il existe P € GL, (C) telle que T = P~ 'AP soit triangulaire supérieure et avec les
notations précédentes :

Dy'TDy = Dy'P7'APD, = P AP, L diag (Mg, Az, e, )
k k

—+00

oll on a noté P, = PD% € GL,(C) et Aj,--+, A, sont les termes diagonaux de T, ou
encore les valeurs propres de A.

11



(e) On choisit pour norme sur M,, (C), celle qui est subordonnée a :
v+ ||zl = max |a
et on a:

1<i<n <

VM € M, (C), [|M]|,, = max Y |mj]
7j=1

(le vérifier).
Avec les notations précédentes, on désigne, pour tout entier k& > 1, par N, la norme

d’algebre définie sur M,, (C) par :
VM € My, (C), N (M) = ||M||p, = || P, " MPy|
(cette norme dépend aussi de A) et on a :

Ni (A) = ||P AP e [diag (A1, -+, Al = £ (A)

—+

Pour € > 0 donné, on aura Ni (A) < p(A) + € pour k assez grand.
— III — Séries matricielles

On rappelle qu’une fonction ¢ définie sur un ouvert non vide O d’un espace normé F et a valeurs
dans un espace normé F' est dite différentiable en a € O §’il existe une forme linéaire continue L de
E dans F' (en dimension finie, linéaire suffit) telle que :

p(a+h)=e(a)+ Lh)+o(|hl)

1
pour tout h dans un voisinage de 0 (ce qui signifie que }lliné Ml (p(a+h)—¢(a)—L(h)) =0). On
%

note alors dy (a) = L.

On désigne par g a, 2" une série entiere & coefficients complexes de rayon de convergence R > 0

+o0o
et on note f(z) = Zakzk sa somme pour z € C tel que |z| < R.
k=0
1.
(a) Soit A € M,, (C) diagonalisable de valeurs propres Ag,--- , A, distinctes ou confondues
dans C.
Montrer que si p(A) < R, la série ZakAk est alors convergente et sa somme, f(A) =
+oo
ZakAk, est diagonalisable de valeurs propres f (A1), , f (An) -
k=0

(b) Soit A € M,, (C) nilpotente d’indice r > 1. Montrer que la série ZakAk est convergente.

(c) Soit A € M,, (C) telle que p(A) < Ret A= D+ V sa décomposition de Dunford avec D
diagonalisable qui commute a V' nilpotente d’indice r > 1.

+00
k!
i. Montrer que, pour tout entier j > 0, la série E ay =)
R j !

DF=J est convergente.
k=
On notera f9) (D) sa somme.

12



Solution

(d)

(a)

ii. Montrer que la série E ap A est convergente de somme :

400 r—1
F4)= 3 0= S L0 ()7
k=0 j=0 "

iii. Montrer que la matrice f (A) est un polynéme en A (dont les coefficients dépendent

de A).

iv. Peut-on trouver un polynome R € C[X] tel que f(A) = R(A) pour toute matrice
AeM,(C)?

Montrer que si A € M,, (C) est telle que p(A) > R, la série ZakAk est alors divergente.

Si A € M,, (C) est diagonalisable, il existe alors une matrice P € GL,, (C) telle que :
P'AP = D = diag (A1, -+, \n)
et pour tout entier naturel k£, on a :
A¥ = PD*P~ = Pdiag (\},--- ,Af) P~

Dans le cas ot p(A) < R, on a |\;| < p(A) < R pour tout j compris entre 1 et n et
chaque série ) akkg‘? est convergente. Il en résulte que la série > a, D" est convergente de
somme :

F(D) =" D =diag (f (M), f ()

et avec la continuité du produit matriciel (on ’a vu pour une algebre de Banach; ou
alors on peut dire que les composantes de 1'application (X,Y) — XY sont polynomiales
en les coefficients de X et de Y ; ou encore dire que cette application est bilinéaire et en
dimension finie toute application bilinéaire est continue) on en déduit qu’il en est de méme
de la série Y ap A* avec :

+oo +oo
ZakAk =P (Zaka> P_l = Pdlag(f()‘l)7 7f(/\n)) P_l

k=0 k=0

+00
La matrice f (A) = > a, A" est donc diagonalisable de valeurs propres f (A1), -+, f (An) -
k=0

En désignant, pour tout entier k& > 0, par S (z) la somme partielle d’indice de la série
entiere > axz¥, on a pour tout entier k > r :

k r—1
j=0 J=0

et la série > a, A* est convergente de somme :

r—1

FA)=> a4

J=0

Pour r =1,ona A=0et f(A) = aol, n’est pas nilpotente si ag # 0.
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ii.

1il.

La série Z ay 2F=7 est la série dérivée d’ordre j de > axz* et on sait que cette

k!
(k= J)!

, o0 k!
série dérivée est de rayon de convergence égal & R. On note f9) (2) = Y ay

—Z

(k —J)!

la somme de cette série pour |z| < R. Comme D est diagonalisable avec p (D) =
too k!

p(A) < R, ce qui précede nous dit que la série akm
k=3 —7J)

k—j

DF=J est convergente. de

somme fU) (D).
Comme D et V commutent, on peut utiliser la formule du binéme pour écrire, pour
tout entier £ > r, on a :

k r—1
AF=(D+ V) =Y ViD= CiviDk
§=0 §=0

En convenant que C,z = 0 pour j > k, cette formule est encore valable pour 0 < k <
r—1.
On a alors, pour p > r:

I
i
/
(-
=
2.
2
\
1
T

7=0 \ k=0
avec

P ' p

Za CIDF 7 = ZakC,ka’j

k=0 k=3
1< k! 1

— Dk_] — (.7)

J';;ak(/f—j)! p—too j! =)

La série > a, A* est donc convergente de somme :

rT—

=> (Zakc@k J) Vi = Zj'f (2)

7=0 =

(f(A) = f(D+ V) est donné par une formule de Taylor).

L’ensemble C [A] des polynomes en A est un sous-espace vectoriel de M,, (C) et comme

M,, (C) est de dimension finie, tout sous-espace vectoriel en est un fermé (si I est

un sous-espace strict de £ de dimension m, en désignant par G un supplémentaire de

F' et par 7 la projection sur G parallelement a F, un élément x € E est dans F si,

et seulement si, w (z) = 0, donc F' = 71 (0) est fermé comme image réciproque du

fermé {0} par une application continue).

En particulier C[A] est fermé dans M, (C), donc égal a son adhérence et f(A) =
lim Z a; A7 qui est dans cette adhérence est dans C [A].

k=400 ;20

Du fait que f (A) € C[A], on déduit que A et f(A) commutent (ce qui se voit aussi

directement sur la définition).
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2.

Solution

Solution

iv. Ce qui précede nous dit que pour toute matrice A € M,, (C) telle que p (A) < R, il
existe un polynome R4 € C[X] dont les coefficients dépendent de A tel que f(A) =
R4 (A).

Mais, pour f non polynomiale, il n’est pas possible de trouver un polynome R tel que
f(A) = R(A) pour toute matrice A telle que p(A) < R.
En effet si un tel polynome R existe on aurait alors, pour tout scalaire A\ tel que
Al <R :

fAL)=f(AN) L, =R(AL,) =R\ 1,
et f(A) = R(A) pour tout A € C tel que |A] < R. En désignant par r le degré de R,

on a alors a; = 0 pour tout £ > r + 1 (unicité du développement en série entiere), ce
qui contredit le fait que f est non polynomiale.

(d) Sip(A) > R, alors la suite <|ak\ p (A)k) n’est pas bornée (par définition du rayon de
keN

convergence d’'une série enticre). Avec p (4)" = p (A¥) et |ag] ||A*]| = |ax| p (A*), on en
déduit que la suite (\ak| ||AkH) n’est pas bornée et la série de terme général a, A* est
divergente.

keN

En utilisant la formule (1) de Guelfand, montrer que pour toute matrice A € M,, (C) telle que
p(A) < R, la série ZakAk est normalement convergente.

On rappelle que p (A) = klirf (HfﬂfH%) — inf (HAk”%) )

keN*
Si p(A) < R, pour tout réel r tel que p (A) <r < R, il existe un entier ko > 1 tel que :

1
Yk > ko, p(A) < [|AM|[F <

donc :
vk Z k07

k k
‘akA H < |ag|r

et tenant compte de la convergence absolue de Zakrk pour 0 < r < R, on déduit que la série
Z HakAkH est convergente, ce qui signifie que la série ZakAk est normalement convergente

dans M, (C), donc convergente puisque ce espace est complet.

Soit D € M,, (C) diagonalisable telle que p (D) < R. Montrer qu’il existe un polynome R €
Cp—1[X] (qui dépend de D) tel que f (D)= R (D).

Comme D est diagonalisable, il existe des scalaires Aq,--- , A,, une matrice P € GL, (C) tels
que D = Pdiag (A1, -+ ,\,) P! et on a vu que :

f (D)= Pdiag(f(\),-- af(/\n))P_l

Le théoreme d’interpolation de Lagrange nous dit qu'il existe un polynéome R € C,_; [X] tel
que R (\;) = f (M) pour tout k compris entre 1 et n (en fait R € C,_; [X] si on a p valeurs
propres distinctes) et on a :

f (D)= Pdiag(R(\), -+ ,R(\,)) P!
= R(Pdiag (M, -+, \,) P7') = R(D)
Si on connait les valeurs propres de la matrice D, on dispose ainsi d’un moyen relativement

simple pour calculer f (D). En notant 4, - -, i, les valeurs propres deux a deux distinctes de
D, le polynome d’interpolation de Lagrange est donné par :

RX) =3 f (o) [[o—2

=P = Hy
i#k
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et :

1 i M — My
Ik
4.
“+oo
(a) Montrer que Uapplication f : A — f(A) = ZakAk est continue sur l'ouvert Dp =
k=0
{Ae M, (C)|p(A) <R}.
(b) Montrer que la fonction f est différentiable en 0 avec df (0) = ayly.
Solution

(a) Soient Ay € Dg et € > 0 tel que p(Ap) + ¢ < R. On sait qu'il existe une norme d’algebre
|||l sur M,, (C) telle que || Ap|| < p(Ap) + €. La boule ouverte :

B(0,p(A0) +¢) = {A e M, (C) | Al <p(Ao)+e}

est alors contenue dans D (pour A € B(0,p(Ao) +¢),onap(A) <||A|| <p(A) +e<
R). Pour toute matrice A € B (0, p(Ap) + €) et tout entier naturel k, on a :

i [|AM]] < lan] IAIF < Jax] (p (Ao) +2)*

avee S |ag| (p (Ao) + )" < 400 puisque p(Ag) + & < R. La série 3" ap A est donc uni-
formément convergente sur la boule B (0, p (Ap) + ¢) et sa somme est continue sur cette
boule, donc en Aj.

(b) Comme 0 € Dg, il existe un réel 6 € |0, R[ tel que B (0,d) C Dg et pour toute matrice H
dans B (0,0), on a :

+00 +oo
fH) =Y aH = f(0)+aH+> aH
k=0 k=2

avec

“+o0o
E aka
k=2

+o00o
(on a > |ax| 6% < 400 puisque 0 < § < R), donc :
k=2

400 +00 +oo
< lagl [[HH < Y lanl [HI® < 1HI* ) lax| 6
k=2 k=2 k=2

f(H)=[(0)+aH+o([H])
et la fonction f est différentiable en 0 avec df (0) (H) = ayH pour tout H € M,, (C).

5. Soit A € M, (C).

(a) Montrer que si p(A) = 0, la fonction ¢ : t — f(tA) est alors de classe C* sur I = R et

préciser sa dérivée.

(b) Montrer que si 0 < p(A) < R, la fonction ¢ : t — f(tA) est alors de classe C*> sur
R R

_] p(4) p(4)

[ et préciser sa dérivée.

Solution
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(a)

Si p(A) = 0, 'unique valeur propre de A est 0 et A est nilpotente d’indice r € {1, -+ ,n}.
Dans ce cas, on a pour tout réel t, p(tA) =0 et :

n—1
p(t) = f(tA) =) ait’ A
§=0
Cette fonction est polynomiale en ¢, donc de classe C* sur I = R de dérivée :
n—1 n—1
= jat T A =AY ja; (tA)Y T = Af (tA) = f' (tA) A
j=1 Jj=1

(A et f'(tA) commutent).
Pour 0 < p(A) < R, on a p(tA) = |t|p(A) pour tout réel ¢, donc p(tA) < R pour

t] < A et ¢ est définie sur [ = BB
p(4) p(A) p(A)
En notant AF = ((ai?)) pour tout k > 1, chaque série entiere Zakag?)tk est
1<i,j<n
R o . R R
convergente pour [t| < et définit une fonction de classe C*° sur | ———, ——|. Il
p(A) p(A) p(A)

en est donc de méme pour ¢ et on peut dériver terme a terme sur cet intervalle, ce qui

(k—1)
alpa

avec

donc :

Zka a; k)tk ! Zkak (Z azpa(k U) th=t

- Zaw (Z kay, @(k gk 1)
= 3 (7640, = (A7 (1)

On a donc bien
ol (t) = Af' (tA) = f'(tA) A
(Aet f'(tA) commutent).

— IV — L’exponentielle matricielle. Propriétés

On suppose connues les principales propriétés de I'exponentielle complexe.

, . N z . . s - . .
La série entiere E 7 ayant un rayon de convergence infini, on peut définir la fonction exponentielle

sur M,, (C) par :

VAe M, (C), exp(A Zk|Ak
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la série étant normalement convergente.

Cette application exp est continue sur M,, (C) et exp (A) est polynomiale en A.
On notera aussi e/ pour exp (A).
On remarque que pour A € M,, (R), on a e? € M,, (R).

1. Soit D € M,, (C) diagonalisable et p,- - - , y, ses valeurs propres deux & deux distinctes.

Montrer que :
p p 1
eP = Z e“’“H (D — p;ily,)
1 jzlﬂk — My
J#k

Solution C’est vu en partie III. pour f =exp.

2. Soient a,b dans C avec a # 0, n > 3 et A(a,b) = ((a;5)) € M,, (C) définie par :

1<i,j<n

. a; = b,
Vi€ L2, on { ay=asije {12 - n}—{i}.

(a) Calculer A (a,b) = det (A (a,b)).

(b) Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres avec leur multiplicité de A (a, b) .
(c¢) Calculer le polynome minimal de A (a,b) .

(d) Justifier le fait que A (a,b) est diagonalisable et en déduire eA(@),

(e) Calculer directement e4(®?),

Solution Pour a = 0, on a A (a,b) = bl,, et eA@) =],

(a) La matrice A (a,b) est de la forme :

b a «a a
b « a
A(a,b) =
a a b a
a a a b

En ajoutant les lignes 2 a n a la premiere ligne on a :

1 1 1 1

a b a a
A (a,b) =det (A(a,b) =b+(n—1)a

a -+ a b a

a -+ a a b

Puis en retranchant la premiere colonne aux colonnes 2 a n on obtient :
Aa,b)=(b+n—-1)a)(b—a)".
(b) Le polynome caractéristique de A (a,b) est donné par :

P(a,b) (X) = A(a,b - X)
=(-1)"(X = (b+(n—1)a)) (X = (b —a))""

Les valeurs propres de A (a,b) sont donc \y = b+ (n —1)a et \y =b—a = A\; —na. Pour

a # 0,0n a \; # A9, donc Ay est valeur propre simple et Ay est valeur propre d’ordre n — 1
de A(a,b).
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(c) On a:
A(a,b)—(b—a)l, =aA(1,1)
A(a,b) = (b+(n—1)a) I, =aA(1,1 —n),

avec A(1,1)A(1,1 —n) =0, donc :
(A(a,b) = (b—a)l,)(A(a,b) — (b+(n—1)a)l,) =0

La matrice A (a,b) n’étant pas celle d'une homothétie, on déduit que son polynéme mini-
mal est :

Tap) (X) = (X = (0=0a)) (X = (b+ (n=1)a)).

(d) Le polynoéme minimal 7, étant scindé a racines simples, on en déduit que A (a,b) est
diagonalisable.
Pour a, b réels, la matrice A (a,b) est symétrique réelle, donc diagonalisable.
En désignant par R le polynome d’interpolation de Lagrange :

X X — A
X)) = M A2
RX) =m0 T T

- % (€M (X = Ag) — ™ (X = A1)

1

=— (M (X — Ag) — ™ (X — X2 — na))
€>\2 na A

:%(e —1)(X = X\) + e
6bfa

= (" —1)(X — (b—a)) +e

na

on a :

e = R (A (a,b))

b—a
= (e 1) (A(a,b) — (b—a) I,) + I,
na
ebfa
= (" —1)A(1,1) + eI,
n
(e) En écrivant que :
Ala,b) = A(a,a) + (b—a) I,
on a:
6A(a,b) — eaA(l,l)e(bfa)In — 6bfaeaA(l,l)
et avec :

VE>1, A(1,1)F =nF1A(1,1)

on déduit que :

€ =y - )
n k!
1
4= (" — 1) A(1,1)
n
et : -
6A(a,b) _ eb—aeaA(l,l) _ € (6na . 1) A (17 1) + eb—aIn
n
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3. Soient 6 un réel non nul et Ay = ( 2 _00 ) e My (R).

(a) Calculer e de plusieurs manieres.

(b) En écrivant que Ay = By + Cpy, avec By = ( 2 8 ) et Cp = ( 8 -0 ) , vérifier que
eATB oL e4eB en général.
Solution Pour § =0, on a Ay =0 et et = I,.

(a) Pour tout réel 6, on a :

donc pour tout entier £ > 0, on a :

= (N7 e )

o= (07 ) (37

:<«4£W“l_0%§mml>

ce qui nous donne :

+oo +o00
1 1
Ay — A2k A2k+1
‘ ;(%)1 0 +k§(zk+1)! Z

- ( Coso(e) 6080(9 )* ( sino(e) _Sig (9))

)
= (i )

1
soit la matrice de la rotation d’angle 6 (la série > EA’; étant normalement convergence,

elle est commutativement convergente).

En fait Ay est la représentation matricielle réelle du nombre complexe if et e?? est la
représentation de e (la multiplication par e est bien la rotation d’angle 6).

On peut aussi diagonaliser Ag dans M, (C).

Le polynome caractéristique de Ay est :

Py(X)=X?*40*= (X +1i0) (X —if)

Pour 6 # 0, Ay est diagonalisable avec pour vecteurs propres, respectivement associés a

10 et —i6 :
R
€1 = 1 el €y = 1

ce qui nous donne P~ AyP = D avec :

(i 0 (i i U AR T
D‘(o —w)’P_(1 1)’P _Z(—1 z>
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et :

1 (i —i e? 0 1
Ay __ Dp-1_ -~ _
comrert =g (7)) (A7)

1 ( i (€ e ) — (e — e ) ) _ ( cos (gg — sin (0) )

2% el —e (e +e7) sin ( cos (6)
On peut aussi utiliser l'interpolation de Lagrange pour 6 # 0. On a e = R (Ay) avec :

X) =
R(X) 20 * " 2if
e — e e +e®  sin(0)
550 + 5 7 + cos (0)

ce qui donne :

, _ sin(0) [ cos(0) —sin(0
oA — ; Ag +cos(0) I, = ( sin(<9)) cos(é)) )

(b) Avec B} = C% =0, on déduit que ¢ = I, + By = ( é (1) >,€CQ =IL+Cy = ( (1) _19
et :
eBoeto = Ly A I O S
01 0 1 ) 6 —6*+1
A, [ cos(f) —sin(0)
7e = ( sin (0)  cos ()
pour 0 # 0.

0 —-B

4. Plus généralement, pour B € M,, (C), on noteA = ( B 0

) € My, (C). Calculer e?.

0 —-B

Solution Plus généralement, pour B € M,, (C) et A = ( B 0

)EM%(C) on a :

donc pour tout entier £ > 0 :

. ( (—1)" B* 0 )

0 (—=1)" B*
ik _ 0 (-1 pun
(_1)k B2k+1 0
et :
+o0 1 +o0o 1
A _ A2k’ A2k’+1
‘ ;(%)! +;(2k+1)!

(4 )+ (i 5)

(W6 )
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5.

Solution

6.

Solution

7.

Solution

8.

Solution

Solution

Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), on det (eA) = M) et e4 est inversible.
L’exponentielle matricielle est donc une application continue de M,, (C) dans le groupe multi-
plicatif GL,, (C).

Dans M,, (C), la matrice A est trigonalisable et il existe une matrice P € GL,, (C) telle que
la matrice T = P7'AP soit triangulaire supérieure, les termes diagonaux de cette matrice

étant les valeurs propres Aj,---, A, de A. Comme, pour tout entier k > 0, la matrice T* est
aussi triangulaire supérieure de termes diagonaux A¥, .- A\* on déduit que e est triangulaire
supérieure de termes diagonaux eM,--- e et :
n n
det (eA) =det (Pe"P™") =det (¢") = H eM = exp (Z )\j) =T £
j=1 j=1

ce qui implique que e? est inversible.
L’application exp est-elle surjective de M,, (R) dans GL,, (R)?

Dans le cas particulier ou A € M,, (R) , avec det (eA) = T > 0, on déduit que I'exponentielle
matricielle est une application de M, (R) dans le groupe multiplicatif GL;} (R) formé des
matrices réelles de déterminant strictement positif et en conséquence, la fonction exp n’est pas
surjective de M,, (R) dans GL,, (R) pour n > 1.

Montrer que pour toute matrice A € M,, (C), I'inverse de e est e™4.

La fonction 1 : t — ete™* est dérivable sur R de dérivée :

Y (t) = Aete™™ L e (—A) e = (A—A)(t) =0
ce qui entraine que ¥ est constante sur R, donc ¢ (¢) = ¢ (0) = I, pour tout réel ¢, ce qui
signifie que et est inversible d’inverse e 4.

Montrer que si A € M,, (C) est anti-hermitienne, alors e# est unitaire.

Si A € M,, (C) est anti-hermitienne, on a A* = A = —A et avec la continuité des applications
trace et conjugaison, on déduit que :

ce qui signifie que e est unitaire.

Soient A, B dans M,, (C). Montrer que les matrices A et B commutent si, et seulement si,

e!ATB) — otAetB pour tout réel t.

Pour la condition suffisante, on peut procéder comme suit.
Supposons que A et B commutent. La fonction ¢ : t s et(AtB)e—tAe—tB
dérivée :

est dérivable sur R de

wl (t) _ (A + B) 6t(AJrB)eftAeftB + et(AJrB) (—A) eftAeftB + et(A+B)eftA (—B) eftB
—(A+B-A-DB)y(t) =0

puisque tous les endomorphismes considérés commutent, ce qui entraine que v est constante,
soit 1 (t) = 1 (0) = I,, pour tout réel t. Comme e~ est I'inverse de e! pour toute matrice A,
on en déduit que e/A1B) = ¢t4etB et t = 1 donne le résultat attendu.

L’unicité du développement en série entiere au voisinage de 0 d’une fonction développable en
série entiere de |—r, r| dans I'algebre de Banach M,, (C) nous donne une démonstration de la

condition nécessaire. Pour A, B fixés dans M,, (C) et tout réel ¢ on a :

+oo Lk
t
etA+B) — A+ B)

k=0
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10.

Solution

11.

Solution

12.

Solution

et :

+o0 tk +o0 f}k t2 oo
et = HAkZEBk =1, +t(A+B)+ 5 (A +24B+ B*) + ) 1T
k=0""" k=0 k=3

L'égalité etAtB) = e!4etB est donc réalisée si et seulement si tous les coefficients de ces deux

développement en séries entieres coincident, ce qui entraine en particulier (A + B)2 = A? +

2AB + B? ce qui équivaut & AB = BA.

En particulier, on eA*? = e4eP pour A et B qui commutent et on en déduit que pour tout

entier k£ > 0, on a ef4 = (eA)k.

Soient A € M,, (C). Montrer que tligl et = 0 si, et seulement si, toutes les valeurs propres
—+00

de A sont de partie réelle strictement négative.

Supposons que lim e = 0. Si A € C est une valeur propre de A et x € C"\ {0} un

t——+o00
vecteur propre associé, on a alors P (A)xz = P (\)z pour tout polynome P et par continuité

de Papplication (M, x) € M,, (C) x C" — Mz, on en déduit que ez = ez pour tout réel t.

On a alors lim ez =0 avec z # 0, donc lim e =0 et lim ‘et)‘| = lim ™Y =0, ce qui
t—-+o00 t—-+o00 t—-+o0 t—-+o0

impose R (A) < 0.

Réciproquement, supposons que R (A) < 0 pour toute valeur propre A de A. Soit A =D +V

la décomposition de Dunford de A. La matrice D étant diagonalisable, il existe une matrice

inversible P telle que P~'DP = A ou A = diag (\y, -+, \n), les \; étant les valeurs propres

de A. On a alors, pour tout entier £ > 0 :

hotD — p (tketA) p1_ P diag (tkelﬁ)q7 . ’tkew‘”) Pt 5 0

t——+o0

"1
Comme V est nilpotente, on a eV = thkV’“ et :
k=0"""

1
tA _ tV tD _ k _tDY 1/k
e’ =¢eve —g k!(te )V t_:OOO
k=0
(D et V commutent).

Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), les solutions du systeme différentiel Y’ = AY,
o1 Y € C*(R,C"), sont les fonction Y : t + €Y, ou Y, € C™.

Les fonctions t +— e!Yj sont solutions de Y’ = AY et pour toute fonction Y € C* (R, C")
solution de Y’ = AY, en notant Z (t) = e *Y (¢), on a :
Z'(t) = —eMAY () + 7Y (1) = e (-AY () + Y (1) = 0

(on a utilisé le fait que A et e~ commutent), donc Z (t) = Yy et Y (t) = €!1Yy,.

Soit A : ¢+~ A(t) une fonction de classe C! de R dans M,, (C). L’égalité (eA(t))’ = A (t)eA®
est-elle toujours vérifiée ?

a(t) b(t) .
Pour A (t) = ( c(t) d(b) ),ona.

I} ) AN
AA’—A’Az( bd —be ab — a'b+ bd bd)

ac—ad +cdd—cd cb — b
et pourc=d=0:
r
AA’—A’A:(g ab 0“b>7é0
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si ab’ # a’'b. Dans ce cas, on a :

k
b a® aF b a® 0 0 agF?!
> L = =
Vk=1, 4 (00) (0 0 ) (()o)+b(0 0 )

a(t) e*(®)—1
AW — [ € b(t) ()
0 0

En prenant a (t) =1 et b(t) =¢, on a:

eA<t):(8 (6—01)t), (eA(t))':(g 661)

A (1) e = (8 é) <8 (6_01)’5):0

et :

13.
(a) Soit A, B dans M,, (R) diagonalisables. Montrer que si e = e, alors A = B.
(b) Soit A dans M,, (R) diagonalisable. Montrer que A est diagonale si, et seulement si, e
est diagonale.
Solution
(a) Notons Sp (A) USp(B) = {A1,---,A,} 'ensemble des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de A et B et L € R, ; [X] le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par
L (e’\k) = M\ pour k compris entre 1 et p (les e sont deux a deux distincts puisque la
fonction exponentielle est injective sur R).
Comme A est diagonalisable, il existe une matrice P € GL,, (R) telle que :
P AP = D = diag (pu1, -+ , fin)
ou les yy sont dans Sp (A) C {A1,---,A\,}. On a donc puy = L (e#*) pour tout k compris
entre 1 et n et :
D = diag (L (e!t),--- ,L(e'")) =L (eD)
A=PDP ' =PL (") P ' =L(P"P) =L (%
De maniere analogue, on voit que B = L (eB ) et I’égalité e = eP entraine A = B.
La restriction de I'application exponentielle au sous-ensemble de M,, (R) constitué des
matrices diagonalisables est donc injective.
(b) Si A = M, est diagonale, il en est alors de méme de e = e I,,.
Supposons A € M,, (R) diagonalisable et e# diagonale. Il existe donc une matrice P €
GL, (R) et des réels Ay, --- , A\, tels que :
P 'AP =D =diag (A1, -+, \n)
On a alors :
P~ teP =P = diag (e)‘l, e ,e)‘”)
et comme e” est diagonale, elle vaut e”. On a donc e? = e” avec A, D diagonalisables
réelles, donc A = D et A est diagonale.
14.
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(a) Montrer que pour toute matrice A € M,, (C), on a :
1\

e = lim <In + —A)
k—+o0 k

(b) Montrer que si (Ag),cy est une suite de matrices qui converge vers A € M, (C), on a

alors :
1 \" 1 \*
lim (6’4’“ - ([n + —Ak) > =0et lim (In + —Ak> =t
k—+o00 k k—+o0 k

(c) En utilisant ce qui précede, montrer que si A et B commutent dans M,, (C), on a alors

eATB = edeb.

Solution

(a) Comme I, et A commutent, on peut utiliser la formule du binéme pour écrire que :

1 k k Oj .
I+ — =) kg
(1 34) =3 $ka
7=0
et :
1 \" N e AN |
A k
A — In+—A> - Sk Ay N
( k jZO<‘ﬂ k]) J;-Hj'
k ; oo
1 ; 1 ;
<> 5= 75 | AP+ > SlAr
=0\’ e
k
SGIIAII_(l_i_M) -~ 0
k k——+o00
C} K1 14t i 1 ,
onn 3= i~ L (17 5) = 0S50
(b) On a:

k k
A (1 a ) | <o - (A
k k k—4o00

et avec la continuité de la fonction exponentielle matricielle, on en déduit que :

1 \" 1\
€A — <In —|— EAk) GAk — (In —|— —Ak)

k
(c¢) En utilisant la continuité du produit matriciel, on peut écrire que :

1 \" 1.\"
e = lim (I,+-A I,+-B
k—+oco /{ k

() (i) = (i) 1))

dans le cas ou A et B commutent et :
1 1 1
I, +-A)(l,+-B)=1,+-C
( i )( o ) G

Ck:A+B+%AB — A+ B

k—+o0

— 0

< flet = e+ o

avec

ou :
A_B A+B

Il en résulte que e“e” = e
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15.

Solution

16.

Solution

Soient A € M,, (C) et A = D + V sa décomposition de Dunford avec D diagonalisable et V'
nilpotente d’indice r > 1.

(a) Montrer que :

(b) Montrer que la décomposition de Dunford de e est donnée par :
ed =el +eP (eV—In),

avec e” diagonalisable et e” (eV — In) nilpotente.

(a) Comme D et V commutent, on a e = ePe" avec :

puisque V¥ = 0 pour k > r.
Cela peut aussi se déduire du probleme sur les séries entieres de matrices :

r—1

71 V(D) V7 = leDVJ—eD VJ

j=0 ]0

(b) On peut écrire que :

~ 1 —~ 1
A_ D Lk D Aok
et =e Zk!V =e <]n—|—VZk!V >
k=1
1
_ D D Ly k=1 D )
=eP + Ve Zk!v =e’+V.-W
k=1

Comme V est nilpotente d’indice r et commute & W, on a (V - W)" = V'W" =0, ¢’est-a-
dire que V - W est nilpotent.
L’endomorphisme e” est diagonalisable comme D et e” commute & V - W.
On a donc obtenu ainsi la décomposition de Dunford de e? puisque cette décomposition

est unique.
La partie nilpotente de cette décomposition s’écrit aussi :

V-W:eDZ%Vk:eD(eV—In).

Montrer qu’une matrice A € M,, (C) est diagonalisable si, et seulement si, e 1'est.

On sait déja que e est diagonalisable si A lest.
Réciproquement dire que e est diagonalisable équivaut & dire que e? (¥ —I,) = 0 (c’est la
partie nilpotente dans la décomposition de Dunford de e?), soit que ¢ = I, puisque el est

k'Vk = I,,, our > 1 est I'indice de nilpotence de V, soit Z I Vk =0,
1 .

1
c’est-a-dire que P (X) = Z X * est un polynome annulateur de V et X" qui est le polynéme

inversible. On a donc Z
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1
minimal de V' va diviser P, ce qui impose r =1 (on a - = 1 en identifiant les termes de degré
7!

r), soit V=0 et A est diagonalisable.
ro 1
Pour montrer que r = 1, on peut aussi écrire que si r > 2, alors V"1 = V"2 }" EVk =0, ce

qui est incompatible avec le fait que r est I'indice de nilpotence de V. On a donc r = 1.

— V — Surjectivité et injectivité de ’exponentielle matricielle

On note N, (C) le sous-ensemble de M,, (C) formé des matrices nilpotentes et £, (C) le sous-
ensemble de M, (K) formé des matrices unipotentes (i. e. I’ensemble des matrices A € M,, (C) telles
que A — I,, soit nilpotente).

)k—l

-1
La série entiere Z(—zk a un rayon de convergence égal & 1 et pour z réel dans |—1,1[, on

sait que sa somme est In (1 + 2).
On note donc naturellement pour z complexe :

In(l+2)=

et on peut définir la fonction A — In (1, + A) sur 'ouvert :

par :

Dy ={Ae M, (C)[p(4) <1}

In(l,+ A) =

On sait alors que In (I,, + A) est un polynome en A (dont les coefficients dépendent de A).
En particulier on a In (,,) = 0 et pour toute matrice A nilpotente A d’indice r > 2, on a :

1.

Solution

2.

Solution

r—1 (_1)k—1

Ak
k

In(I,+ A) =
k=1

Montrer que I'application exp : z — e* réalise un morphisme de groupes surjectif de (C, +) sur
(C*,-) de noyau ker (exp) = 2inZ.

Il est connu que exp un morphisme de groupes de (C,+) dans (C*,-) (c’est ce que nous dit
IV.9 puisque M; (C) = C est commutatif) de noyau 2inZ.

Tout nombre complexe non nul z, s’écrit z = pe ot € R et p = |z| est un réel strictement
positif. Sachant que I’exponentielle réelle réalise une bijection de R sur R™*, il existe un unique
réel x tel que p = e® et z = e+,

-1 1
0 -1
Si B = e?, on a alors 1 = det (B) = ¢™“) dans R et Tr(A) = 0. Donc, les valeurs propres
complexes de A, X et A (A est réelle) sont de somme nulle, soit A+ X = 0 et A\ = iu avec u réel.
Si p # 0, la matrice A a deux valeurs propres distinctes et est diagonalisable (sur C), donc
aussi B = e, ce qui n’est pas le cas. On a donc p = 0, c’est-a-dire que 0 est valeur propre
double de A. 1l en résulte que A? = 0 (Cayley-Hamilton) et B = e = I, + A, soit A= B — I,
et Tr (A) = —2, ce qui contredit Tr (A) = 0.

La fonction exp n’est pas surjective de M,, (R) dans GL; (R) pour n > 2 (pour n = 1, elle est
bijective de M; (R) =R sur GL] (R) = R™*).

Montrer que la matrice B = < ) ne peut s’écrire B = e avec A € M,, (R) .
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3.

Solution

Solution

Déterminer toutes les solutions dans M,, (C) de I'équation e = I,,.

Pour n =1, on a M; (C) = C et les solution de e* = 1 dans C sont les e*"™ ot n décrit Z.
De maniere générale soit A € M,, (C) telle que e* = I,,. La décomposition de Dunford A =
D +V de A donne celle de e

e =eP 4P (ev —In)

et avec I'unicité de cette décomposition, on déduit que I’équation e4 = I,, équivaut a e? = I, et
eV =1,.Onavuque e = I, avec V nilpotente équivaut a V = 0. De plus e? est diagonalisable
de valeurs propres e+ ou les g, pour k£ compris entre 1 et n, sont les valeurs propres de D,
donc celles de A et e? = I, impose e** = 1, soit u;, € 2inZ pour tout k compris entre 1 et n.
En définitive, A est diagonalisable de valeurs propres dans 2i7Z. La réciproque étant évidente.
On peut aussi dire que si e? = I,,, la matrice e? est en particulier diagonalisable, donc aussi
A (corollaire précédent avec K = C). 1l existe donc P € GL, (C) A = Pdiag(\y,--- ,\,) P7*
et e = Pdiag (e’\l, e ,e’\”) P~! = I, nous donne diag (e)‘l, e ,e)‘”) = I,,, soit e =1 pour
tout k et A\, € 2in’Z.

L’exponentielle matricielle définie sur M,, (C) n’est pas injective pour n > 1. Par exemple,
pour tout entier relatif k on a e = [, c’est-a-dire que ’équation eX = I, a une infinité de
solutions dans M,, (C).

— A2
Prenant A = ( 0 d € My (R), on ae? = e’ = I, et exp n’est pas injective sur M,, (R)

1 0
pour n > 2 (alors qu’elle I'est pour n = 1).

Montrer que :
VA € Dy, MUt =1 1 A

Pour tout z € R, on a :

1
avec ay = 77 pour k > 0 et pour tout réel x tel que |z| < 1, on a :

n(l+z) Zﬁj )

(-1

avec f3; = pour j > 1.

On peut alors écrire pour k > 1 et |z| < 1:

(In(1+x)) Zﬂmx]

et :

ln 1+x) =1+ Z ay (Z ﬁkJIJ)
=14+z+ Z <Zakﬁk,]> 2.
7j=2 =

Avec (%) =1 4 2, on déduit alors que :

J
VEk Z 2, Zakﬂk,j =0

k=1
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Solution

En écrivant, pour A € D; que :

+o00 J
e g an S (o ) o
k=1

j=2 \k=

on déduit que e™ntA) = [+ A.

En utilisant la question précédente, montrer que pour toute matrice A € M,, (C), on a :

1 \*
e = lim (]n + —A)

k——+o0 k

1
Il existe un entier ky > 1 tel que p (EA) < 1 pour tout k£ > kg et on peut alors écrire que :

e (Inti4) — I + %A

puis :
k
oFm(IntA) _ ([n 4 EA)
k
Avec :
1 S
- — AV S U
- In (I, + A) jzl ; 1A = At 0(1)

pour t > 0 assez petit, on déduit que :

lim kln (In + lA) =A

k—+o0 k
et avec la continuité de exp, que :

kin(I,+1A) A

lim e =e

k—+o00
Montrer que pour toute matrice A € A, (C) on a e € L, (C) et :
vVt € R, In (etA) =tA

Si A€ N, (C), il existe p € N* tel que AP*! =0 et e = I, + V, avec :

p
1 k—1
1% :A;HA
=1

qui est nilpotente. On a donc e? € L, (C).
Pour tout réel ¢, on a également e'4 = I,, + V (t) € L, (C) avec :

p
1
Vt)y=>" HtkAk

k=1
telle que V (¢)” 1 — (. La fonction V est dérivable sur R ainsi que la fonction o définie par :

p+1 (_1)1671

p(t)=In(e") —tA=>" — (t)* —tA

k=1
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avec :

c’est-a-dire que :

et avec :

V'(t) = (etA - In)/ = Aet4,
on déduit que ¢’ (t) = 0 pour tout réel ¢. On a donc :

VieR, p(t)=¢(0)=In(l,) =0

ce qui équivaut a In (etA) = tA pour tout réel t.

Montrer que I'exponentielle matricielle réalise une bijection de N, (C) sur £, (C) d’inverse le
logarithme matriciel.

On sait déja que I'exponentielle matricielle envoie N, (C) dans £,, (C) et que pour toute matrice
A€ N,(C)onaetlntd) — [+ Aavec B = In(I,+A) € N,(C), ce qui prouve que
I'exponentielle matricielle réalise une surjection de N,, (C) sur £, (C).

Si Ay, Ay dans N, (C) sont telles que et = e42, alors In (eAl) =In (6A2) , c’est-a~dire, d’apres
le lemme précédent avec t = 1, que A} = A,. L’exponentielle matricielle restreinte a N, (C) est
donc injective.

Ce résultat nous dit que pour toute matrice unipotente A, la matrice X = In ([, + A) est
I'unique matrice nilpotente telle que eX = I,, + A et cette matrice X est polynomiale en A.

Montrer que pour tout nombre complexe A non nul et pour toute matrice A € N, (C) il existe
une matrice X € M,, (C) telle que :

eX =\, + A

Soient A € C et A € N, (C). On sait que la fonction exponentielle complexe est surjective de
C sur C*, il existe donc un nombre complexe u tel que A = e et en posant :

1
X =ul,+1In (In+ XA)

on a :

1 1
X = eplnehn(Int34) — M, (In + XA) =\,+ A

Soit A € GL,, (C) une matrice diagonalisable. Montrer qu'il existe un polynome R € C,,_; [X]
tel que R (A) soit diagonalisable et /(4 = A,

Comme A est inversible, ses valeurs propres A\q, - - - , A, sont toutes non nulles et si de plus elle est
diagonalisable, il existe alors une matrice P € GL, (C) telle que A = Pdiag (\y,---,\,) P71
Du fait de la surjectivité de ’exponentielle de C sur C*, il existe des nombres complexes
[, ly tels que Ay = e+ pour tout k compris entre 1 et n.
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Solution

11.

Solution

Le théoreme d’interpolation de Lagrange nous dit qu'il existe un polynome R € C,,_; [X] tel
que p = R () pour tout k compris entre 1 et n (en fait R € C,_; [X] si on a p valeurs propres
distinctes).

La matrice diagonalisable A = P diag (ug, - - -

et = Pedissluim) p=l = P diag (e, -

, tn) P71 est alors telle que :
ety Pt =A

et :
A = Pdiag (R (A1), -+, R(A\n)) pl= R(Pdiag()\l,--- y An) Pfl) =R(A)

Montrer que, pour toute matrice A € GL, (C), il existe un polynéme R € C[X] tel que
e = A (Iexponentielle matricielle réalise une surjection de M, (C) sur GL, (C)).

Soit A € GL, (C). On a la décomposition de Dunford A = D + V, avec D diagonalisable qui
commute a V nilpotente. De plus, on sait que D et V sont des polynomes en A.

Comme D a les mémes valeurs propres que A, elle est inversible et la question précédente nous
dit qu’il existe un polynéme R; € C[X] tel que A = R; (D) soit diagonalisable et ef1(P) = D,
La matrice D étant polynomiale en A, il en est de méme de A.

En cherchant une matrice X = A +Y avec Y nilpotente commutant & A telle que eX = A =
D +V, on doit avoir D = e® et V = e? (eY — In) ,soit ¥ = e 2V 41, = D'V 4+ I,,. Comme
V commute & D, elle commute & D~! et D'V est nilpotente, c’est-a-dire que D'V + I,
est unipotente et il existe une unique matrice nilpotente Y telle que ¥ = D~V + I, cette
matrice étant polynomiale en D~'V. Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que D! est
polynomiale en D, donc en A. La matrice V étant polynomiale en A, il en est de méme de
D7V et Y est polynomiale en A.

Les matrices A et Y commutent donc et on a :

e =" =D(D'V+1I,)=D+V=A

avec A + Y polynomiale en A.

Prouver la surjectivité de 'exponentielle matricielle de M,, (C) sur GL, (C) en utilisant le
théoreme de réduction de Jordan et la question V.8.

Le théoreme de réduction de Jordan nous dit que toute matrice A € GL,, (C) est semblable a
une matrice diagonale par blocs de la forme :

J 0 - 0
g 0 Jy : 7

D 0

0 -~ 0 J,

avec Jp = A1, + Vi, pour tout entier £ compris entre 1 et p, la matrice Vj, étant nilpotente et
A, étant valeur propre de A. Comme la matrice A est inversible, tous les A, sont non nuls et
on peut trouver des matrices & coefficients complexes X}, telles que e** = J; (question II.1a).
En écrivant que A = PJP~! avec P inversible et en définissant la matrice X par :

X, 0 -+ 0
X=P (?XQ P,
: ) 0
0 0 X,
on a :
eX1 0 0
X2
c=p| 0 ¢ Pl =PJP ' = A

S
0 0 eXr
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15.

Solution

En utilisant la surjectivité de 'exponentielle matricielle de M,, (C) sur GL,, (C), montrer que
GL, (C) est connexe par arcs.

Soient Aj, Ay deux matrices dans GL,, (C). Il existe deux matrices X, Xo dans M,, (C) telles
que X1 = A; et eX2 = Ay. L’application ¢ définie sur [0, 1] par :

80 (t) — e(lft)X1+tX2

est alors un chemin continu dans GL, (C) qui relie A; et As.

Soit p un entier naturel non nul. Montrer que pour toute matrice A € GL, (C) il existe une

matrice X € GL, (C) polynomiale en A telle que X? = A (on dit que X est une racine p-eme

de A).

Pour A € GL, (C), il existe une matrice Y € M,, (C) polynomiale en A telle que e¥ = A. En
1

posant X =er’, ona X € GL, (C), X est polynomiale en Y, donc en A et X? =¥ = A.

Pour A € M,, (C) non inversible avec n > 2 et p > 2, peut-on toujours trouver une matrice
X € M,, (C) telle que X? = A7

Soit A € M,, (C) nilpotente d’indice n. Par exemple :
0 1 0
A 0 0
o
0 0 0

S’il existe X € M,, (C) telle que X? = A, on a alors A" = X" = ( et X est aussi nilpotente. On
a donc X" = 0 (0 est I'unique valeur propre de X, donc son polynéme minimal est (—1)" X",

ce dernier annulant X) et :
Anfl — Xp(nfl) —0

puisque p(n—1) > 2(n—1) > n pour n > 2, ce qui contredit le fait que A est nilpotente
d’indice n.
Montrer que :

exp (M, (R)) = {B*| B GL, (R)}

Si A € exp(M, (R)), il existe alors une matrice M € M, (R) telle que A = e et A €
GL; (R). En posant B = e2™  on a B € GL, (R) et B2 = ezMeaM — M — A
Réciproquement soit A = B? avec B € GL, (R). En utilisant le résultat de la question 1.10
on sait qu’il existe R € C[X] tel que ef¥) = B. Comme R € GL, (R), on a B = B = fB),
On a alors :

A _ B2 — BE — 6R(B)JrR(B) — eM
avec M = R(B)+ R(B) € M, (R) et A € exp(M,, (R)).

Ce résultat généralise le fait qu’'un réel est une exponentielle si, et seulement si, c’est le carré
d’un réel non nul.
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