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PREMIeRE EPREUVE DE MATHeMATIQUES 

D U R ~ ~ E  : 6 lieures 

I .a partie 1 se place dans un espace vcctoricl euclitlicn orient6 tlc tlinicnsioii trois et étudie les rotutions 
a niinimalcs m transforniant ' une preiiiièrc bitse otIlloilorl11iilc directe donnde en une seconde donnée par les 
dirccrions de ses éI6inciits. 

La partie I I  se place dans un espace vectoriel euclidien de dimension quelconque et étudie des corres- 
pondances entre ensembles isoniétriques, puis la miiioratiou d'un invariant. 

La partie III utilise la dCcomposition des formes qiiadratiques, sur RI', en conibinaisons de carrés de 
formes linéaires pour cles démonstrations de positivite. IIiiIls tout Ic problirnie la hase canonique de R "  est notée 
R,,, et W" est muni de la striicturc eucliclienrie ddfiriie piir cette hase. On note SO ( t i )  l'ensemble dcs niatrices 
orthogonales d'ordre II de déterniin;int + 1 . 

I 

1. ci. Montrer que, si O E [O ,  [ CI si u n  vcclciir V CSI ttiiiisfoinid I'iir p (CL, O )  en W, I'atiglc fonnd ptir 

V et W est aigu. 

h. Montrer que p (a ,  O )  - p ( - 52, - 8). Caractdriser p;ir une condition sur Iii trace de leur matrice les 
rotations d'angli: aigu. 

Une matrice de colonnes V I  , V, , V, sera n o t k  1 VI , V, , V, 1 
2, On pose : 

i l -  t j '  
1 , k'- 

. n. Vérifier que ( i  ', j ' ,  k ') est une base orthoiwriiiiilc directe de E. 

1). V6rificr qii'il existe un éICnient [ i " ,  j " ,  k ''1 rlc So (3)  (le trace strictcnietit supérieure à 1, tel que chacun 
des vectcurs if', j " ,  k " soit dldnieiit de I'cnsemble { i', - i ' ,  j ' ,  - j ' ,  k ', - k') , oii formera explicitelnent 
une telle matrice. 

c. IXterniiner Q et 8 pour lit rotation p (Q, 8) clii'cllc rcpr6scnte. 
Toiirriez la page S.V.P. 
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3. Soit 13 - IV, , V, , V,l un 6ldmcnt de SO (3). 0 1 1  note, p(>tlr i = I , 2, 3 ,  vi = 

- Montrer ~ U C  a 2 - J.: 

- <.'omparcr (il CI (1, y,, - II,l y?.  
- Iléduire de ce qui précède que la trace de 11 est stiictement supérieure B 1 ,  

II' 
soient dhicnts tlc I'clwnil)lc VI  , - VI , V, , - V, , V, , - V, 1. 

h. O n  tic supposc plus vdriliks les Iiypothkscs hites cil (1. Montrer l'existence d'une nlatrice 
(V  , V i ,  V ', 1 i.ICliiclll CIL. S() ( -3).  iIc tl'ilcc SII ictcnictit siipiriciirc ii I ,  CI tcI~c cluc V ', , V i ,  V \ 

b. IXniontrer Ic ICsult;it tlc g d o d r i e  stlivii1it : t l w x  culjcs de iiiCnic ccntrc et de nii.mc longueur tl'ar5te 

I I  
Soit E euclidicn de tliniension I I  2 2. Pour Ioiitc foriiic cltlidrilticlttc (1 sur E cil-finic positive o n  appelle 

di/m)i i /e  itssocie k y I'cnsenildc R' des s E E viriIïimt q (x) = I .  Ihns Ics deux preniikrcs questions, on h d i c  
I'isomdtrie de deux tels cllipsoidcs et lit  tlAermin;ition conjointe d'ciiiIoiiiorpliisiiics tle E transforniant respccti- 
vcniciit l'un OU l'autre en la sphère unitd. Si M est uiic matrice carrdc d'ordre I I ,  ' h l  d6signe lil matrice tracispo- 
Sec. 

CI 011  lu i  iissocic ICS IliilIriccs : Q, = 'M M 

- Comparer les viilcilrs propres dc O, et OL. 
- Montrer l'existence tl'un ClCnienl II de SO (3)  ICI ~ I I C  0,- +R Q I  II. 

CI ( - 1 % ~  hl IM. 

b. Soit mainlenant M une matrice carrdc quelconque inversihle d'ortlre t1 2 2 .  On note encore 
QI -  'MM et Q , - M W .  
- Montrer que QI et Q, ont nihie polyni)me ci1riicIL:rislitlIIc. 
- Montrer l'existence de II E S O  (n) tel que OL 111 U, I I .  

2. Soient QI et Q, deux matrices syniCtriclucs tl'ortlrc I I  tldinies psilives, et vI , 42 les formes quadratiques 
atlliicttiiiit rcspectivemcnt (21 , Q r  CoIIiIiic 1iiilIriccs tIitlis l i t  hiIse ciilioni(ltle DI, . 

Tournez la page S.V.P. 
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Déterminer une matrice M satisfaisant aux conditions : 

'M M " Q I ,  M 'M-0,. 

3. Dans cette question o n  introduit u n  invariant associC B dcux formes quadratiques ddfinies positives et on se 
propose, l'une des formes étant fix6e, de reclierchcr le minimuin de cet invariant lorsque les formes sont 
dans la situation traitée en 11.2. 

U. Soient qi ct 92 tl'cllipsoiiclcs associCs RI ct 8, (cil gCaiCI'iil ilon isoindtriqucs). 0 1 1  riipporte E B llnc hase 13 
quclconqiie; soient QI, oz les matrices diit is 13 de qI ct q2. Montrer que In triice de QI Q?' ne ddpend pas 
du choix de B. On pose J ( qr , y2) = 'I'r (QI O:'). 

b. Signification géométrique de J : une direction ctc droite dans E étant définie pnr un vecteur 19 non nul, il 
existe h réel tel que h v E S; , on appelle rayon de 8, dans la direction t'le réel pi (13  = IIh vll. On définit 
de même p2 ( v )  pour 8,. 
Démontrer que, pour toute I>iise (cl , ... , c,,) ditlis Iii(l~~cllc lit matrice Q2 de q2 est diagonale, on A : 

c. ILI forme quiidrittique qi tlCl'inic positive est fixke. Trouver le mininiuni de J (qI , qI 0 r) lorsque r décrit 
l'ensemble des isométrics de E. 
Irtdicurion .- utiliser une hiIse ortlionormiilc, nicttre Iii niatrice de qI s o w  la fornie QI z S2, avec S 

synidtriclue, eI J (y, , q2) SOIIS lit fornie Tr (SP"S'2PS), o ù  P est orthogonale ; on reliera la 
trace il11 cléterniin;int eii exploitiiiit I'inCgalitC entre lii nioyenne arithmétique et la moyenne 
géomdtrique tlc II r&As positifs. 

Tournez la page S.V.P. 
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On considère dans cette partie I’espce Rn ( t t  2 2). de Ime canonique BI, = (el , . . . , el,), et on note Q (4 
l’ensemble des formes quadraticlucssur cet espace. Si (1 et q’ sont des dldiiients de Q ( 1 1 )  de matrices I t l j j l  et I.;I 
dans BI,, o n  définit I’CICnient 4 * qlde Q ( r i )  pitr sir miltricc laii t t ; ]  diItis 1311 (multiplication terme ternie). 

1. Soit qll I’Cldment de Q ( n )  dont la mirfirice lcll 1 dilns BI, est tlt9ïnic par : 
’di = 1 ,  ..., I I  c,, = t t  - 1 

r I l =  - 1  V i , j =  1 ,..., t t ,  i #  j .  
a. Vérifier que q,, est positive et ddgéiitrée ; on cidterniinera en particulier les vecteurs x tels que qll (XI = 0 .  

b. si x = x, el + ... + xl,e,, = x , e l ,  on lui  associe : 
i =  I 

- Montrer quc q est une fornie cltidretiquc cldïiiic positivc sur ROI; expliciter sa matrice dans Illl. 

- Vérifier I’CgalitC : ( q  * q,,) ( A }  = s, ( I) tif, C 
Qu’en dCduit-on pour q * (kl ? 

c. Soit maintcn;int 4 E Q ( I I ) ,  tl13 inic positive, tlc nlittrice IN,, 1 h n s  Il,, . IXinotitrcr que y * ylI est définie 
positive ; il est coiiseillC de prcrctkicr coinnie BU b., piIr regroupcincnts dc ternies dans le développement 
de (4 * 411) 

2. Soient q1 et (12 éléments de Q (ra), positives et de mitricet respectives [aiil et [h i j ]  dans BI, ; on les suppose 
non nulles. 

a. Montrer l’existence de t i r  rjonihres rdcls A,,, i = l*, ... , r ;  j = I , ..., t i ,  et de t i s  nombres réels p i j ,  
i = 1 , ... , s ; j = 1 , ... , I I ,  tctls que : 

O Si L i  = 1 i ,  el + ... + A  ;,, e,, 

SiMi = p,, el + ... +pin',, 

v i := I , ,,. , r ,  Ics vecteurs L , ... , I,,soiit inrldpcndants. 

V i  = 1 , ,.. , s, les vecteurs M , ... , M ,sont itiddpcndants. 

h. I)ouncr unc expression ti\r pr(>tiili\ ( I , ,  hli 1 1 ~  nioyc~i clc certiiins nomhrcs A k A 1 .  11 

c. Montrer que q, * 42 est positive, si l’on sr~p~~osc ,  de plus, que y, et (1: sont définies positives, montrer qu’il 

et en ddduire que 
( 4, cl>) ( X) est une sonitiic ti*cxl>r~.ssions; LII& type ( U, XI + . . . 1- v,,, x,,)’ . 

en est de niênie pour 4, * q2 . 

3. Soit q E Q ( t z ) ,  définie posi!lvc clont la mltricc I t r i j l  dans DI, a tous scs éldments dans 10, I 1. Pour chaque 
entier naturel non  nt11 k o n  note qk VGldr m i t  ctc 0 ( I I )  (le tiintricc [( ( I , ~ ) ’ ]  . 
- Montrer que pour tout k 2 1 , 6~~ est ,&ifinle positive. 

- Montrer que 4‘ est définie pmiQivc:. 
(L 
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