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CONCOURS INTERNE
ET
CONCOURS D'ACCES A L'ECHELLE DE REMUNERATION
DES PROFESSEURS AGREGES

" PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

DursgE : 6 heures

SESSION DE 1989

L'usage des calculatrices de poche, y compris progranunables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
HOME, non imprimanies, est autorisé pour cette éprerve conformoment d la circnlaire 1 86-828, du 28 juilles 1956,

Les trois parties du sujet proposé sont indépendantes entre elles.

[.a partic | se place dans un espace veetoriel cuclidien orienté de dimension trois et étudie les rotations
« minimales » transformant une premiére base orthonormale directe donnée en une scconde donnée par les
directions de ses éléments.

La partie 1l se place dans un espace vectoriel euclidien de dimension quelconque et étudie des corres-
pondances entre ensembles isométriques, puis la minoration d'un invariant.

La partie I utilise la décomposition des formes quadratiques, sur R", en combinaisons de carrés de
formes linéaires pour des démonstrations de positivité. Dans tout le probleme la base canonique de R” est notée
By, et R" est muni de la structure euclidicnne définie par cette base. On note SO (1) 'ensemble des matrices.
orthogonales d’ordre nde déterminant + | .

[
Dans cette partic 'espace E = R? est orienté, Ia base canonique B, = (i, j, k) étant directe. Si Q est un

c!émcm non nul de £ et 8 un réel, on note p (€2, 0) Ta rotation d'angle 0 autour de €. On rappelie qu'un angle
aigu est un angle dont le cosinus est strictement positif,

. T . . . .
1. a. Moatrer que, si 0 € [(), 5 [ et si un vecteur Voest transformé par p (€2, 0) en W, Tangle formé par
V et W est aigu.

b. Mnn!rer que p (R, 0)=p (- Q, — 8). Caractériser par une condition sur la trace de leur matrice les
rotations d’angle aigu,

Une matrice de colonnes V|, V,, V, seranotée |V,, V,, V,].

2. Onpose: — —_ — — — —_
0 /3 |
2 ~2
! N K , 3
= > , =t 4 | . k= Y

a Il .

2 4 T4

. —— . - - —

a. Vérilier que (i', j', k') est une base orthonormale directe de E.

b. Vérifier qu'il existe un élément [i", j", k"] de SO (3) de trace strictement supérieure a 1, tel que chacun
des vecteurs i”, j”, k" soit élément de 'ensemble {i', — i', j', —j', k', - k'}. On formera explicitement
une telle matrice. :

¢. Déterminer Q et 0 pour la rotation p (Q, 0) qu'clle représente.,
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3. Soit R =[V,, V,, V;] un élcment de SO (3). Onnote, pour i=1,2,3, v,=1|8,|.
| i

a. On suppose que @ est le maximum des valeurs absolues de tous les éiéments de R, et que 8, majore les
valeurs absolues de 84, v, et y;.

- Montrerque a, 2 3
—M tre ;‘ > —l- ey o -(-l.'l.l‘(:l':-.‘2+i2+ 2 2 l+ 2
ontrer quc‘[ 2 3 (on prouvera au préalable Pégalité : 33+ p3+ys +y5= af).

— Comparer a,ct3,y,— vy,
— Déduire de ce qui précede que la trace de R est strictement supéricure a 1.

b. On ne suppose plus vérilices les hypotheses faites en a. Montrer Vexistence d'une matrice
t sy o . P N s .
R = Vi, V5, Vi] édément de SO (3), de trace strictement supéricure @ 1, et telle que Vi, V3, V)
soient ciéments de Fensemble [V, = V,, V,, = V,, V,, = V,|.

4. a. Soit B une base orthonormale quelcongue de B Montrer Pexistence dlune rotation drangle aigu amenant
les trois vecteurs de la base canonique, i 'ordre prcs, 4 étre colinéaires a ceux de B.

b. Démontrer le résultat de géométrie suivant : deux cubes de méme centre et de méme longueur d'aréte

. v » ’ . . n
se déduisent I'un de Pautre par une rotation d'angle 0 € [(), —2—[ .

. Soit sun endomorphisme symétrigue de E. Montrer qu'il existe une rotation p (Q, 0) ,avee 0 € [(), ,)—[,

telte que les images par ectte rotation des vecteurs 4, j, k de By, soient vecteurs propres de s.

5. On a associé, au cours des questions préeddentes, i un couple donné de bases orthonormales directes
24 rotations et on sest intéressé i leurs traces. Regroupant ces rotations en six familles de quatre, montrer, &
partir des expressions des traces, que fa moyenne des canrés des 24 traces est 1. Retrouver ainsi les résultats

dud.

Soit E cuclidien de dimension n 2 2. Pour toute forme quadratique g sur E définie positive on appelle
ellipsoide associé a g Pensemble 8 des x € E vérifiant ¢ (x) = 1. Dans les deux premicres questions, on éudie
lisométrie de deux tels ellipsoides et la déiermination conjointe d'endomorphismes de E transformant respecti-
vement Pun ou l'autre en la spheére unité. Si M est une matrice carrée d'ordre n, 'M désigne la matrice transpo-
sée.

f ~-1 ]
1. a. On considere la matrice : M=1]0 2 !
1 I -1

cton lui associc les matrices : Qg = 'MM ¢t Q= M'M,
— Comparer les valeurs propres de Q, et Q,.
— Montrer I'existence d'un élément R de SO (3) tel que Q= 'R Q, R.
b. Soit maintenant M une matrice carrée quclconque inversible d'ordre n 2 2. On note encore
Q="MM et Q,=MWM. :
— Montrer que Q, et Q, ont méme polyndme caractéristique,
— Montrer l'existence de R € SO () tel que Q, =R Q, R.

2. Soient Q, et Q, deux matrices symétriques d'ordre i définies posilives, et g, g, les formes quadratiques
admettant respectivement Q, Q, comme matrices dans la base canonique B,
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a. Montrer que les cing propriétés suivantes sont deux i deux équivalentes :
(i) Q, et Q,ontles mémes valeurs propres (avee méme ordre de multiplicitc).
(i) Lesclipsoides #) ct &, associds i g, et ¢, sontisométrigues.
(iii ) N existe une isométrie positive rdec E telleque ¢, = ¢ o r.
(iv) 1 existe une matrice M inversible telle que Qy = 'MM ¢t Q, =M M.
(v) Hexiste un automorphisme f de E tcl que
VxeEE, q(x)=Il(xl2, g (x)= Nz,
ol [ *ddésigne Padjoint de £ ¢t la norme euclidienne. A
Indication : pour démontrer que (i) = (iv), montrer que Q, =U D*U™, Q, =V D2V~t ot D est:

une matrice diagonale ¢t U et V deux matrices orthogonalcs.

b. Soit M une matrice qui vérifie la propriété 2.a(iv). Montrer Vexistence d'une matrice symétrique
inversible S telle que M'M = Q, = S2; en déduire que M peut s'éerire sous la forme M =S P, ou P
est orthogonale. Montrer que Fisométrie dont P oest la matrice dans Ia base canonique transforme
'cHipsoide &, en &,

¢. Soit £ un antomorphisme de E qui vérific la propriété 2.a(v). On considere une base orthonormale
B, = (u, ..., u,) dans laquelle la matrice de ¢, est diagonale et une base orthonormale B, = (v, , ..., v,
dans laquelle la matrice de ¢, est diagonale, ces bases étant telles que ¢, (1) = ¢, (v)pour 1 < is n,on
note A; cette valeur commune.

— Montrer que Fimage f(B,) de B, par [ est une base orthogonale et que la matrice de g, dans cette
base f(B,)est diagonale.

— Lorsquelesh,, 1 < i < n,sonttous distinets, montrer que f( ;) et v; sont colinéaires pour tout i.

d. Ondonne:

3 3 3 5 0 2
Q=\|73 3 1], Q,=10 2 0
A 1 3 2 0 2
Déterminer une matrice M satisfaisant aux conditions :
™MM=Q,, M'™M=Q,.

3. Dans cette question on introduit un invariant associé a dcux formes quadratiques définies positives et on se
propose, I'une des formes étant fixée, de rechercher le minimum de cet invariant lorsque les formes sont
dans la situation traitée en 11.2.

a. Soient g, ct q, d’cllipsoides associés &, ct &, (en général non isométriques). On rapporte E a une base B
quelconque ; soient Q,, Q, les matrices dans B de ¢, et ¢,. Montrer que la trace de Q; Q3" ne dépend pas
du choix de B.On pose J (q,, q;) =Tr (Q, Q3").

b. Signification géométrique deJ : une direction de droite dans E étant définie par un vecteur v non nul, il
existe A réel tel que A v € &', on appelle rayon de &, dans la direction vle réel p, (v) = A vIl. On définit
de méme p, (v) pour &,.

Démontrer que, pour toute base (e, , ..., e,) dans laquelle Ia matrice Q, de ¢, est diagonale,on a:

n 32
(‘s‘f%;‘) =1{(q, q).

iz1

¢. La forme quadratique g, définic positive est fixce. Trouver le minimum de J (q,, ¢, © r) lorsque r décrit
I'ensemble des isométries de E.

Indication : utiliser une base orthonormale, mettre la matrice de ¢, sous la forme Q, = 8?2, avec S
symétrigue, et J (g, ¢,) sous la forme Tr (SP~'S72PS), out P est orthogonale ; on relicra la
trace au déterminant en exploitant Finégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne
géométrique de n réels positifs.
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On considere dans cette partic espace R" (n 2 2), de base canonique B, = (e, , ..., ¢,), et on note Q (n)
. . ,y - . 1
I'ensemble des formes quadratiques-sur cet espace. Si ¢ et ¢’ sont des éléments de Q (1) de matrices |a;] et [a})
dans B, on définit I'élément g * ¢'de Q { ) par sa matrice |a; aj;| dans B, (multiplication terme a terme).

1. Soit g, I'élément de Q (#1) dont la matyrice [¢;;] dans B, est définie par :

;= n-1 Vi=1t,...,n

;= =1 Yigj=1,..,n i#]j

a. Vérifier que g, est positive et dégénérée ; on déterminera en particulier les vecteurs x tels que g, (x) = 0.

’ ”n
b.Six=1xe +..+xe, = 2 x,€;, on lui associe :
izt .
i { n ; 2
q(x) = J. (0 + x02 4 .+ x, ") dr =f [ )3 x,-l'] de
0 o lisl :

etonpose s ()= 5 (xti— xt/)?,
1Si<jgn

— Montrer que g est une forme: quadratique définic positive sur R”; expliciter sa matrice dans By .
1
— Vérifier U'égalité : (g » q,) (x) = J s (1) ot
. 1
Qu’en déduit-on pour g *¢q, ?

¢. Soit maintenant g € Q (n), définic positive, de matrice [a;;| dans By, Démontrer que g « g, est définie
positive ; il est conseillé de proc.éder comme au b, par regroupements de termes dans le développement

de (g *qy) (x).

2. Soient g, et g, €léments de Q (n), positives et de matrices respectives [a;] et [b;] dans B, ; on les suppose
non nulles.
a. Montrer l'existence de nr nombres réels Ay, i = F
i=1,..,5;j=1,..,n,tsque:

s Iy f=1,..., n, et de ns nombres réels p ;;,

"~ " 2

g (N =qxne+.. +xe)=73 (Z *i/’/)
. =1 \j= 1

. s " 2

. llz (X) = qZ (xl el + et xgqeu) - E: ( 2 l"ilxli)
J=1 \j=1

e SiL,=Xe +...+h, e, ¥Yi=1,,.,r, IlesvecteursL,,..., L sontindépendants.

o SiM, =p, e +...4+pn,,e, Yi=1,..,5 lesvecteurs M, ..., M, sontindépendants.

b. Donner une expression du proguit a;; b, au moyen de certains nombres Ay, 10, €t en déduire que
(g ¢ ;) (x) estune somme d'expressions duidype (v, x, + ... + v, x,)%,

c. Montrer que q, * q, esl positive, §i I'on suppose, de plus, que g, et q, sont définies positives, montrer qu'il
en est de méme pour g, * ¢, .

3. Soit g € Q (n), définie positive et dant la matrice [az] dans B, a tous ses éléments dans |0, 1{. Pour chaque
entier naturel non nul k on note ¢, Pélérnent de Q (1) de matrice [(a;,)*] .
— Montrer que pourtout k 2 |, g, est définic positive.

Soit ¢’ € Q (n) de matrice [- Sil '_'} dans B,.

'i,‘

— Montrer que ¢' est définie positive.



