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INTRODUCTION

En électronique, un élément a entrées et sorties multiples est appelé une boite noire. Du point de vue
mathématique, il peut étre représenté par une matrice. Le groupement de deux boites noires & et &, corres-
pondant a des matrices A et B, et branchées en paralléle, est équivalent a une boite noire unique (¢, C).
Onnote C = A : B, etondit que C est lasomme paralléle de A etde B.

Dans la partie II du probleme, on étudie I'application (A, B) — A :B. On s’intéresse, dans la partie I1I, &
une opération qui correspond, du point de vue physique, a la mise hors circuit de certaines parties d’un réseau
électrique. La partie I est consacrée a des préliminaires.

NOTATIONS ET RAPPELS

Dans la suite, R est le corps des nombres réels, et C le corps des nombres complexes. On note R,
I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls et, pour > € C, X est le nombre complexe conjugué de A.

On désigne par E un C-espace vectoriel hermitien de dimension finie non nulle n. Le produit scalaire
de deux vecteurs x et y de E est noté (x|y). L'application (x,y) — (x]|y) vérifie donc, pour tous
X, y.2€ Eecttous A, un €C:

l. (x]x) €ER,, et (x| x) = 0 sietseulementsi x = 0.

2. (ylx) = (x]y)

3. (x+ylz) =(x]2) + (yl2).
4. (xly+2z)=(xly) + (x]2).
5. (Ax|y) =X(x]y).

6. (x[hy) =MA(x|y).

Lanorme d'un vecteur x de E estdéfinie par | x| = /(x| x).

On note £ Talgebre des endomorphismes de E. Pour f, g €., fg estle composé fog, im(f)
I'image de f, et ker (f) lenoyaude f. Lanorme | f|| de f est définie par:

LA

I fil = sup 1=l

x€E,x#0;.

Pour tout endomorphisme f de E, il existe un unique élément f* € &, appelé adjoint de f, cttel que:

(f()y) = (x| f*(»)
pour tous x, y € E. On rappelle que (f*)* = f.

Un élément de .2 est dit hermitien s'il est égal a son adjoint. On note # I'ensemble des endomor-
phismes hermitiens de E. On rappelle que, pour f € .#, les conditions suivantes sont équivalentes :
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7. fe .

8. Il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, et toutes les valeurs
propres de f sont réelles.

Un élément de J# dont toutes les valeurs propres appartiennent a R, est dit hermitien positif.

On note #* I'ensemble des endomorphismes hermitiens positifs de E.
Pour f, g € 3#*, ondit que g domine f, etonécritalors f < g, si g — f appartient a J#+,

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F! l'orthogonal de F dans E, et pF la projection
orthogonale de E sur F, autrement dit, la projection de E sur F parallelementa F*. On rappelle que p*
est un élément de J#*.

PARTIE 1

Dans toute cette partie du probléme, f, g et h désignent des endomorphismes de E. Les questions I, 2 et
3 sont indépendantes.

. . R n .
l.a. Soient i le nombre complexe de module 1 et d’argument 5 et y, z des vecteurs de E. Exprimer les
produits scalaires :

(fly+2)ly+2) et (fly+iz)ly+ iz)
en fonction de :

1y, (f(D12), (fylz), (f(2)]y).

b. En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :
(C)) festnul

(Cy) (f(x)]x) = 0 pourtoutvecteur x de E.

¢. Prouver I'équivalence des conditions suivantes :
(C;) few.
(Cy) (f(x)|x) €ER pourtoutx € E.

d. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(Cs) feowrt.’
(Co) (f(x)|x) € R, pourtoutx € E.

2. Onsuppose que f€ . Soit x un vecteur de E vérifiant :

(flx)] x) = 0.

Prouver que x € ker (f).



Agrégation de Mathématiques 45
concours interne : lere composition 3/5

3. L'endomorphisme f étant a nouveau quelconque, établir les égalités suivantes :

[im (f)]* =ker (f*), ker(f) = [im (f*)]*.

4. Dans cette question, on suppose que f, g, 4 sont des éléments de H#°*, et que /1 domine f.

a. En utilisant les questions 1.1.d. et 1.2., prouver que:
ker (h) C ker (f).

Déduire alors de la question 1.3. que :
im (f) € im (A).

b. Vérifier que f + g estun endomorphisme hermitien positif de E dominant f et g. En dcduire que:
im(f+ g =im(f) +im(g), ker(f+ g = ker(f) N ker(g).

5. a. Onsuppose que f est hermitien. Soient A, .., A, ses valeurs propres. Etablir :
Il =sup {I(FC)fx) | Dl = 1) = max{[A, b5 | S k< anf
b. On suppose que g et i sont hermitiens positifs, et que A domine g. Prouver que:
hglh < §nl.

PARTIE I

1. Dans cette question, [ est un élément de J#*.

a. Soit (e, .., e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, avec les valeurs
propres A, .., A, :
fled) = hey (1 < k< n).

On définit un endomorphisme g de E par les formules :

1
gle) =0 si A =0, g(e,‘.)=)—\—ek si A, # 0.
k

Prouver que g € #*, etque:
fg=gf=p™Y. im(g) = im(f).

b. Montrer qu'il existe un et un seul éiément de &, que I'on notera f*, vérifiant les trois conditions
suivantes :
(1) [ €t
@ ff* == pmo.
(3) im (") = im(f).

¢. Montrer que ker (f*) = ker (f), ctque (f*)* = f.

d. Soit F un sous-cspace veetoricl de E. Prouver que (p¥)* = pb.
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Dans toute la suite du probléme, pour f et g éléments de X+, onnote f: g l'élémentde &£ défini par :
frg=ff+e s
1l est précisé que l'on a, en général :
(f+e)"#f"+g".
2. Soient f et g des éléments de .
a. Etablir l'identité suivantc :
fig=g: [+ pnUteg - gpmiTe,
b. En utilisant la question 1.4.D., prouver que:
frg=g:f
En déduire l'inclusion :
im (f:g) ©im (f) N im(g).
¢. Soient x, y, z desélémentsde E tels que:

x = f(y) = g(z2).
Vérifier que :

x=(f:8)(y + 2).
En déduire I'égalité :
im(f:g) =im(f) N im(g).
3. Soient f et g des endomorphismes hermiticns positifs de E, et x un vecteurde E.
a. On posc:
y=+8"gx), z=(f+g" flx).
Vérifier I'égalité suivante :
((/:8) ()1 x) = (F3) 1 9) + (g(2)] 2).
En déduire que f: g cst un élément de .#*.
b. Vérifier que:
)10 = ((f:g)x) 1 x) + (£ + 8% f(x)] fix)).

En déduire que f domine f: g. Prouver alors, sans calcul, que g domine f: g.

4. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Etablir 'égalité suivante :
2(pF: p%) = prhe.

5. Soient f et g des éléments de #7*.

a. Soient x, y, z des vecteurs de E vérifiant :

x=y+ 2z
Montrer que I'on a I'égalité suivante :
((F: 00 (N 1x) = GO 1Y) + (gD 12) = ((F + 9 (8(2) = SN 1 8(2) = F)).
b. Pour x € E, onnote &%:* I'ensemble constitué des réels de la forme :

(fN 1y +(g(z)]2)

avee y, 2 élémentsde E vérifiant x = y + z.

Prouver que le produit scalaire ((f: g) (x) | x) est Ic plus petit élément de I'ensemble &{£. On pourra
pour cela utiliser les vecteurs y, et z, définis par:

Yo = (f+ g)" g(x) + prrii*o(x), z,=(f+ 8" flx).
6. Soient f, g, h, k des éléments de #*. En utilisant la question I1.5.b., établir les résultats suivants :
a Sif< g, alors frh<g:h
b, (f:h) +(g:k)<(f+ g:(h+ k).
¢ (@)= [:(g:h).
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1.

PARTIE I

Soient f € #°*, et F un sous-espace vectoriel de E. Vérifier que pf f* p™ appartient a J#*.
p q p app

Pour tout élément f de JZ+, et tout sous-espace vectoriel F de E, on définit un élément de 5#*, noté f:,
par la formule :

£= (memm (f/\)pFﬂim(f))A.
Soient f € #*, et F un sous-espace vectoriel de E.
a. En utilisant la question I.2., montrer que :
ker ((fr)*) = ker (f) + F*.
En déduire que :
im(fz) = F N im(f).
b. Montrer que,siim (f) € F, ona f = f.

Soient r un réel strictement positif, f un élément de 3#*, et F un sous-espace vectoriel de E.
a. Vérifier que: :
(fi rpF)fA pFﬂim(f) = (rpF:f)fA mem(f) = mem(n - = (f: rpF)pFﬂimgf)‘
r
b. En déduire que: .
(frrpP) ()" = pT o™l = = (forpf).
c. Prouver I'égalité suivante : .
fr= (f PR+ (f PP
d. En déduire:
im | f ~ (f:rp")} =0.

r— +

. On munit lensemble #* de la relation d'ordre <. Soient f, g des éléments de #*, et F un sous-espace

vectoriel de E. On désigne par # (f, F) I'ensemble des éléments h de J#* qui vérifient :
h<f et im(h)CF.

En utilisant la question II1.3.d., établir les résultats suivants :

a fr<f

b. Sif< g onaf. < g etsienoutre, im(f) CF, alors f < g.

c. f. estle plus grand élément de I'ensemble .# (f, F).

Soient f et g des éléments de H#*, et F, G des sous-espaces vectoriels de E. En utilisant la
question II1.4.c., prouver les assertions suivantes :

a frt+ g S(f+ 8k

b. (f)o = (fo)r = frng:

¢ (Pl =(p%)=pF"c.

d (f):(g) = (f):g={(f 8-

. Soient f € 3#*, et F un sous-espace vectoriel de E.

a. Prouver que:
F N im (f - f¢) = {0}.
b. Soient g et h des éléments de #* vérifiant les conditions suivantes :
f=g+h, im(g) CF, F Nim(h)=1{0}.
Montrer que :

g=fF’ h=f—fF-



