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première épreuve de mathématiques Duree : 6 heures 

Notations : 

Pour n entier b 1, on note NI, l’ensemble { 1 ,  2 ,  ... , n } .  

dn,p (R) (resp. d,,,p (C) ) désigne l’espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients 

Si n = p on écrit d,, (W)  au lieu de .Mn.n (W)  ( W  = R ou C). 

Si A = (u,,,) E d l , , p ( C ) ,  ‘A désigne selon l’usage la matrice transposée de A, et IAl la matrice de 

dans R (resp. C). 

coefficient générique 1 a,, , 1 . 
~~ 

Si A E d<, (C), on note PA = det (XI,, - A)  le polynôme Caractéristique de A. 

La matrice diagonale [ ’3. O] seranotée diag ( A ,  .... , A , J .  
A,, 

Convention : 

matrice unicolonne Ax. 
On identifie Cl’ à Y(,, (C) ,  et pour A E 4,. /, (Cl, et x E Cl’, (Ax), désigne le i-ième coefficient de la 

Définitions : 

(1) .  Soient A = (N, J et B = (b ,  J deux Cléments de /cl /, (Ki. 

On écrit : A < B iresp. A < B)  4 et seulement SI : 

V i / . ~ )  E h,, x %,,, O, G h, (reqp. Q ( i . j ~  E N,, X NI,. N, < h , , ) .  

(2). A est dite positive lorsque [OJ < A .  i.e. : 

Q (i. ;) E NI, x &/, . O, b O 

A est dite strictement positive lorsque [O] < A .  i.e. : 

tr ( i . ; )  E N,, x ”/,. O,, > O 

I I  

(3) .  Soit A E cY(l (C i .  Si P, i X )  = n ( X  - A,) (i.e. les valeurs propre\. non nkce\\airement dktinctes, de A 
I =  I 

sont A , .  ... . A,,), le réel positif p ( A )  = Max /A, l  est appelé rayon spectral de A. 
I % 

Préliminaires 

1 .  Soient ( A .  A’)  E *fil /, (C) x .<, ,, (C), B E >t‘//) ,, (C)  et x E Cl’, 

VPrificr les assertions suivantes : 

i .  IA + A’/ < [A/  + IA‘I, [AB/ Q /Al 1Bi. 

i i .  /As/ < IAl / S I  et.de plus, si O < A. O < x et x # O. alors: Ax > O .  

i i i .  Si O ,< A et O < S .  I’égalitC A s  = O implique A = O . 
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2. i. Soient z et z f  des complexes tels que 1 z + z ' /  = 1 z 1 + l z f I ,  avec z # O. Montrer que : 
3 a ER,,  z f  = a z .  

ii. En déduire que si zI , ... , z,, sont i l  nombres complexes (11 2 2)  tels que 1 zI + ... + z,,I = 1 zI 1 + ... + 1 z,,I, 
alors : 

3 8 E iw, V k E N,,, z A  = e f A l z A l .  

iii. On suppose que A E -4, (R), avec O < A. 
Soit x E C". Montrer que :  

IAxl = A J x l  + 3 8 E R x = e J R J x J  

3 .  Soit F E -Mfl (C). On pose A = 1 F 1 .  Montrer que s'il existe x E R". avec O < x, tel que Ax = Fx, alors 
on a A = F. 

i. Justifier brikvement que l'application : 

II I l a j  : ./Cl (G) - R. définie par /IAJ/, = sup I I A s 1 '  . est une norme surL<, (C) . , # I l  li.vll 

i i .  On posc : A = ( u ,  Vérifier que 

iii .  Montrer que la norme 1 1  11,- sur. /G (C J est sous-multiplicati\..e. 

Jhude du rayon spectral d'une matrice A E . f l , K J 

Dans toute lu suite du prohlimc. on munit , Y/,, C i d'unc normc sou\-multiplicatic.c II / /  . 

1 .  Soit h E rC une \,alcur proprc d'unc matrice A E .ri;, I L I. 

i. Montrer qu'il existe une matrice X E .Mq (CI. non nulle. telle quc AX = A X 

ii.  En diduire que p ( A i  < IIA 1 1  . 

2. Soit S une matrice in\.ersible de . i5(f (C ~ et A E 1 4 ,  IC I .  

i .  Comparer p ( A l  et p AS) .  

i i .  hlontrcr qiic. pour t o u t  k E 

i i i .  Montrcr qtic l'application IV : X - Il S ~ 'X S I I  est encorc une normc sous-multiplicati\.~e sur . / i ,  (Cj. 

I o n  a p (A') = [p  (A)  1". et cn diduire que p iA I < 11 Ak llz. 

3. Soit E > O. On considère une matrice A de UK, (C) et T = (f,,) une matrice triangulaire semblable b A. 

i. Calculer la matrice A- ' TA, avec A = diag (1, d ,  ... , d"- I )  OÙ d > O . 
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ii. En déduire l'existence d'une norme sous-multiplicative N sur dn (C) telle que : 

N (A) 6 p (A) + E . 

4. Soit A E Mn (C). 

i. On suppose p (A)  < 1. Montrer que lirn Ah = O. 

ii. Trouver une matrice A E M2 (C)  telle que p (A) = 1 et que la suite (A'), %. ne soit pas bornée. 

A -  + m  

iii. Montrer que p ( A )  = lim JIA'II '. Pour cela, E > O étant fixé, on considérera la matrice 
k -  + m  

A, et on utilisera I1.4.i. 
1 

A, = 
P ( A )  + E 

5.  Soit (A, B) E A&, (C) X d,, (63) tel que J A  1 6 B .  

i. Montrerque,pour tout k E N* o n a :  / A A /  d 1AIk Q B A .  

i i .  En déduire que p (A) < p ( [ A / )  < p (BI. 

Propriétés des matrices carrées réelles positives 

Soit A E ./il ( R i  positive ( A  2 O ou Y (i. j ) .  3 O). 

1 .  On suppose. dans cette question 111.1 seulement. que la matrice A vérifie : 
I I  

 TE%-. V ~ E N , , .  T- a - . = $ .  - J j  1 
1 - 1  

Montrer quc s est une valeur propre de A et que : 

p ( A )  = s = IIAII, 

, l  

i .  Trouver une matrice B = (h ;  ,I de -qI ( 2 )  telle que : O < B G A et que : V i E VI, ,  1 h,:j = a . 
j =  I 

i i .  En diduire l'encadrement : (1 G p ( A )  < . 

On pose D, = diag (.Y, . ... . .Y,, i . 
Calculer la matrice Di ' A Dx et en déduire l'encadrement : 

4. Soit = ( i l )  un element de R" tel que O < x ,  et r un réel positif ou nul. 
xn 

i. Montrer que si Ax = rx alors p (A) = r .  
ii. Comparer p ('A) et p (A) et en déduire que si 'xA = r ' x ,  alors p (A) = r .  
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5 .  Soit x = (XI )  un élément de R" tel que O < x . 
x,, 

On désigne par a et p deux réels positifs ou nuls. 

i. Montrer les implications : 
ax G Ax (resp. < Ax) * a G p (A) (resp. < p ( A ) ) .  
Ax G px (resp. < px) * p (A)  G p (resp. < p l .  

ii. En déduire les implications : 
a'x  G 'xA (resp. < 'xA) * a G p (A)  (resp. < p ( A ) ) .  
'xA < p'x (resp. < p'x)  * p ( A )  < p (resp. < f i ) .  

Etude des matrices carrées réelles strictement positives 

On suppose que A = (O;, est une matrice strictement positi\.e de cqJ ( 2 )  ( A  > O, ou b i i , j )  r i l i i  > O). 
On pose r = p (A) .  

1. Vérifier que l'on a r > O . 

2 .  Soit y = (:) un élément de R" tel que O < y et J- # O . 

On suppose que r ~ '  < A!.. 

i .  On p o e  v = Ay et : = A!. - r ~ . .  Vérifier que v > O et montrer que la relation r\' < Av est 

ii .  En diduire que : r y  = Ay . 

impossible. 

3. Soit .I un vccteur propre ( n o n  nul)  associé à une valeur propre h de A vérifiant ~ j. 1 = r . 

i .  hlontrcrque Ai.\ 1 = ~ 1 . ~ 1  et en dkduireque / S I  > O .  

ii. Montrer qu'il existe 8 E &i tel que .Y = e'eI .Y 1 . 

1. i .  DPduire de ce qui pricède que r est effecti1,ement valeur propre de A. et qu'il s'agit de l'unique valeur 
propre de A de module i f a l  B r . 

i i .  Montrer quc le sous-espace propre Ker : r I ,  - A ' associe B r est une droite vectorielle engendrie par 
un  \ecteur v > O .  
(Pour cela. on pourra raisonner par l'absurde en supposant dim Ker ( r l ,  - A i  2 2.1 

5 .  On fixe v > O. Lecteur directeur de Ker (1.1,~ - A I .  Montrer qu'il existe un unique vecteur IV E 6" tel que : 
bt. > O :  ' w A  = r ' w :  f w v =  1 .  

ktude des matrices carrées positives et irréductibles 

A. Soit A E .4, (R) une matrice positive (A 2 O ) .  
Dans les questions 1. et 2. on suppose, en outre, que A satisfait a la condition suivante : 
r = p ( A )  est l'unique valeur propre de A de module égal a r ,  Ker ( r I J J  - A)  est une droite vectorielle 
engendrée par un vecteur 1 9  > O. Pour chaque choix de \; il existe un unique vecteur M' E R" tel que : 

M' > O :  twA = r +tv; tW" = 1 .  
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1. On pose L = 1 3  t i v .  

i. Montrer que L est indépendante du choix de 1; et que c'est un élément de .qf (IFS) strictement positif 
et de rang 1. 

ii .  Décrire géométriquement l'endomorphisme L : x - Lx de CJJ a l'aide de la droite vectorielle 
C * 1' et de I'hyperplan H = { s E C" : 'wx = O }  . 

2. i .  Montrer que H est stable par A et que si x est un  vecteur non nul de H tel que As = ps (p E C) 
alors 1 p 1 < t ' .  

I I  En déduire quc dan5 une haw con\cnahlc $2 de C" l'endomorphisme .Y - As a une matrice A' 
de Ici forme : 

A' = :nec B E .Mn-, (CI.  et p (Bi  < I'. 

VGrifier quc t .  e\t racine 4implc du pol!mbmc caracteri\lique PA I X  1 dc A.  

l i t .  Calculer L' = lim (:)>' ct dicrirc ~~omCtriquement I'endomorphi\me dont la miitricc dans la 
k -  c .  

ha\c ?C de Z" e\r L' . 

et qu'il existe k,, E tcl que. pour t o u t  k 3 b. on ait Ak > O. (")' i \ .  En dL.duirc quc L = lin1 
A -  t - 

3. Dun4 ccllc que\tion A 2 O c\t une matrice carrir  pihiti\ e quelconque. 

i .  Soit F > O. On pow J = ( i  "' :) E . / (J 1x1 et A ( € 1  = A + F J .  
... 

3lontrt.r que la fonction f :  e - p I A  I F J I  est croi\santc sur 10. + 
lor\quc F tend w r 5  O par \.aleurs supbrieurcs. 

et a une limite d' b p ( A )  

I I .  hlontrrr que / I E ~  = p I A  I E  1 e\t une \alcur propre de A ( € 1  et qu'il cxi\tc un unique vcctcur 
propre. notc .\ I F  t. a\\ocii. ii crttc laleur propre et appartenant I'en\emhle : 

i i i .  En dL.duirc qu'il n i \ t c '  x E K tcl quc Ar = d'x. Coniparcr C CI p (A). 

B. O n  suppose que n 2 2 et que A E d(f (R) est positive. 
I o n  appelle sous-espace de coordonnées associe a une partie I de N,, le sous-espace vectoriel suivant de Iw" : 

La matrice A est dite irréductible si les seuls sous-espaces de coordonnées stables par A sont : 
{ 0 } = RI' et R" = W'.J I .  

Dans le cas contraire A est dite réductible. 
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Soit d'autre part ( i ,  j )  E N,, x N,l. 
Pour rn E N*, on note Y ( i ,  j ,  ni) la proposition : 

. .  3 (i , , .  ... , i,,,) E (N,,)'?,+' * z,, = 1 ,  I , , ,  = j 
. { .  et V k E { O, ... , n i -  1 }, L J , ~ , , ' . +  # O  

et 2 ( i .  j )  la proposition : 
3 in E N*, Y ( i ,  j ,  ni) est vraie. 

1.  i .  Vérifier que A est réductible si et seulement si il existe une partition non triviale (1. J) de NI, 
(1  # c l .  J P G .  1 n J = Q ,  1 U J = N,J telleque: 

Montrer que dans cette situation. pour tout couple ( i .  j )  E 1 x J , 2' ( i ,  j )  n'est pas vraie. 

ii .  Soit j E %,,. On pose .T = { j j U { j '  E K,, 2' ( j ' .  j ,  est vraie 1 .  
Montrer que R,'/ est stable par A.  

V ( i , j )  E 1 x J : u, , )  = O .  

iii.  DPduire de ce qui pricede I'équivalencc : 
A irriductible * Pour tout i i . j i  E b,, X h,,, 2' i i . j )  est vraie. 

2. On suppose que 2' (;.il est vraie. avec i # j .  Montrer qu'il existe t u  E I tel que 2' ( i , j ,  n i )  soit 
vraie. 

3. Pour tou t  171 E ks:. on pose Am = [ ( i c i .  

i .  Établir une relation de ricurrence éntrc (il;. et les (i m - '  . et montrer que pour i # j on a 
I'iquivalence : k, 1 

I 1 i .  j .  ni) est \,raie - u,: > O . 

i i .  En conclure quc les trois assertions sui\mtes sont équi\,alentes : 
(1. la matrice A est irr6ductihle: 
h. pour tout i i .  j ,  E 'L,, x rl,, tel que i Z j .  i l  existe t i i  E Tu,l- tel que : (i{' '; > O :  
c. 1 + A ) ' l -  I > O :  critkre d'irréductibilité. 

On pose ii nouveau r = p i A ~ . 

-1. i .  Diduire de V.A.3.iii. que p i l , ,  + A I  = 1 + 1' et que p 

ii. 011 suppose que A est irriductible. hlontrer que i 1 + r . Y  ' est une racine simple de p ,- ,, 
En diduire que 1' est une racine simple de P, et que. de plus. t' > O . 

+ A J ' I -  I J = ( + r)"- 1 . 

1 .  

iii .  On suppose encore que A est irriductible. Montrer que le sous-espace propre Ker i r .  1,, - A )  
associi 1. est une droite wxtorielle engendrée par un vecteu'r I '  > O . 

5 .  On dit que la matrice A 2 O est primitive s'il existe k E N* tel que A'. > O . 

i. Montrer que si A est primitive, alors I' est l'unique valeur propre de A de module egal à r et que, de 
plus, A est irréductible. 

ii. Réciproquement, montrer que si A est irréductible et si r est l'unique valeur propre de A de module 

iii. Montrer que la matrice carrée AO == (i ' '";;....J est pimiti,,e (A,, ;<, (RI. ,, 2 2 )  . 
1 1 O ... 

&al à r ,  alors A est primitive. O 1 O ... O 


