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premiére épreuve de mathématiques Durée : 6 heures

Notations :
e Pour n entier 2 1,onnoteN, 'ensemble{1,2,..., n}.

® A, ,(R) (resp. A,
dans R (resp. C).

.. (C) ) désigne I'espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients

e Si n = ponécrit #,(K) aulieude #, ,(K) (K = RouC).

Si A =(a, €4, ,(C), A désigne selon I'usage la matrice transposée de A, et |A| la matrice de

coefficient générique |a, /| .

Si A € #,(C), onnote P, = det (XI, — A) le polyndme caractéristique de A.
0

A
La matrice diagonale [01 ] seranotée diag (h,,.., A,).

n

Convention :

On identifie C” a #,

.1 (C), et pour A € A,
matrice unicolonne Ax.

.p(C). et x € C”, (Ax); désigne le i-ieme coefficient de la

Définitions :

(1). Soient A ={(qg, ) et B={(b, ) deuxéléments de .7,

n.p (R)
Onécrit: A < B (resp. A < B) siet seulement si:

< b, (resp. V(i j) EN, XN, a  <b ).

i

Vi) EN, XN, a

[

(2). A estdite positive lorsque [0] € A ie.:
V(i.j))EN, XN,. a2 0.

A est dite strictement positive lorsque [0] < A| ie.:

Vi) EN, XN, a,>0.

(3). SoitA €.7,(C). Si P,(X) = [] (X — X, (ie. les valeurs propres. non nécessairement distinctes, de A
=1

sontA,. ... A,). leréel positif p (A) = Max [A,] estappelé rayon spectral de A.
€N,

Préliminaires

1. Soient(A.A') € .#

n.p

(C) x .#

n.p

(C), Be.#

., (C) et x € CP.

Vérifier les assertions suivantes :
i. JA+ A <|A] + |A. |AB] < |A| |B].
ii. [Ax] € |Aljx| et.deplus.si 0 < A, 0 € xet x# 0, alors: Ax > 0.

iii. St 0 < A et 0 <x, I'égalité Ax = 0 implique A = 0.
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. i. Soient z et z' des complexestelsque |z + z'| = [z| + |Z|, avec z # 0. Montrer que:
Jo ER,, z' =az.
ii. En déduire quesi z,, ..., z, sont 7 nombres complexes (n > 2)telsque |z, + .. +z,/=|z,|+ .. +]z,],

alors:
3jg €R, VkeN,, z, = e'®lz,].

iti. Onsuppose que A € .#, (R).avec (0 < A,
Soit x € C". Montrer que :

[Ax] = Alx] = 316 €R x=¢'%x]|.

. Soit F €.#, (C). On pose A = |F|. Montrer que s'il existe x € R", avec 0 < x, tel que Ax = Fx, alors
onaA=F.

. Unenorme | | sur.#, (C) est dite sous-multiplicative si:
V(A,B) € .#,(C) x.#, (C). IAB| < [A} {B].
X,
OnmunitC"delanorme: x = | : | = |x| = sup |x,].
X, JEN” J

i. Justifier brievement que I'application :

Ax
| le:.7, (C) — R, définie par |A], = sup ”T\}ﬂ_“ , estune norme sur.#, (C).
x#E 0 3

ii. Onpose: A=I(a, ). Vérifierque:

"
Al = sup ( N [u‘_,[).
IGN” p=1
iii. Montrer que lanorme | [ sur.7, (C) est sous-multiplicative.

Etude du rayon spectral d'une matrice A € M,

Dans toute la suite du probleme. on munit. 7, (C) d'une norme sous-multiplicative

I

. SoithA € C une valeur propre d’'une matrice A € . #, (C),
i. Montrer qu'il existe une matrice X € ., (Ci.non nulle. telle que AX = A X .

ii. Endéduire que p(A) < |A|.

. Soit S une matrice inversiblede . 7, (C: et A € 7, (L.
i. Comparer p{Ajetp(S™ ' AS|.
il. Montrer que.pour tout & € “.*.ona p (A% = [p(A)]* eten déduire que p(A) < IIA*IIi,

iil. Montrer que Fapplication N @ X = [|S™'X S| est encore une norme sous-multiplicative sur .7, (C).

. Soite > 0. On consideére une matrice A de .#, (C) et T = (z,) une matrice triangulaire semblable a A.

i. Calculer lamatrice A™!' TA, avec A = diag(1,d, ..,d""') oud> 0.



t2

AGREGATION DE MATHEMATIQUES 1996 43
Maths 1 3/6

ii. En déduire I'existence d’'une norme sous-multiplicative N sur .#, (C) telle que :

N(A) < p(A) +¢.

. Soit A € #, (C).

i. Onsuppose p (A) < 1. Montrerque lim A* = 0.

k— + o

ii. Trouver une matrice A € .#, (C) telle que p (A) = 1 et que la suite (A*); < « . ne soit pas bornée.

1
iii. Montrerque p (A) = lim IA%|*. Pour cela, € > 0 étant fixé, on considérera la matrice
k— + ®
A = S - A, et tili 11.4i
oA re™ et on utilisera I1.4.1.

. Soit (A,B) € #, (C) x ., (C) telque |A| <B.
i. Montrer que, pourtout k € N* ona: |A*] < |A|* < B*.
ii. Endéduire que p(A) € p(|A]) € p(B).
Propriétés des matrices carrées‘réelles positives
Soit A € .#, (R) positive (A 2 O ou¥ (i.j). a;; 2.0).

. On suppose. dans cette question 111 seulement. que la matrice A vérifie :

"
IsER.. VieN,, S a;=s.
=1

Montrer que s est une valeur propre de A et que :

plA)=s5= A, .

n

v . =
) a,,,) IAIL. .

ya

. Onpose a = inf ( )3 ”i.,‘) et B = sup
75&'” ‘j=! /GN"

J

1. Trouver une matrice B = (h;‘j, de.#,(R) telleque:0 < B < Aetque:ViEN,, h;,j = Q.
¥ j= ]

ii. Endéduire encadrement:a €< p(A) € §.

X
. Soit x = [ : | unélémentde 3" tel que 0 < x.
X,
On pose D, = diag {x,. ... x,].

Calculer lamatrice D' A D, et en déduire I'encadrement :

AXx; AX):
inf( < plAI € sup ('—5-‘.

ich, x; reN X[

X
- Soit x = ( : ) un élément de R” tel que 0 < x, et » un réel positif ou nul.
x

n

i. Montrerquesi Ax = rx alors p (A) = r,

ii. Comparer p (‘A) et p (A) eten déduire que si 'xA = r'x, alors p(A)=r.
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X
5. Soit x = [ : | unélémentde R" tel que 0 < x.
x

On désigne par a et f deux réels positifs ou nuls.
i. Montrer les implications :
ax € Ax(resp. < Ax) = a < p(A) (resp. < p(A)).
Ax < Bx (resp. < Bx) = p(A) < B (resp. < B).
ii. En déduire les implications :
a'x < 'xA (resp. < 'xA) => o < p(A) (resp. < p(A)).
XA < Bx (resp. < B'x) => p(A) < B (resp. < B).

Etude des matrices carrées réelles strictement positives

On suppose que A = (q; ;1 est une matrice strictement positive de .7, (B (A > O,0uv (i /) a, ;> 0).
Onposer = p(A)

1. Vérifierquelona r > 0.

¥
2. Soit y = | : |unélémentde R"telque 0 < y et v # 0.
v

SN

On suppose que rv < Ay,
i. On pose v= Ayet 2= Ay — ry Vérifierque v> 0 et montrer que la relation rv < Avest
impossible.

. Endéduireque: ry = Ay.

(%)

. Soit x un vecteur propre (non nul) associé a une valeur propre A de A vérifiant [A]| = r.
i. Montrerque Alx| = r|x| etendéduire que |x| > 0.

ii. Montrer qu'il existe 8 € R tel que v = e'®]x].

4. i, Déduire de ce qui précede que r est effectivement valeur propre de A, et qu'il s"agit de I'unique valeur
propre de A de module égal a r.
ii. Montrer que le sous-espace propre Ker irl, — A associé a r est une droite vectorielle engendrée par
un vecteur v > 0.
(Pour cela. on pourra raisonner par I'absurde en supposant dim Ker (rl, — A} 2 2

5. Onfixe v > 0, vecteur directeur de Ker (71, — A). Montrer qu'il existe un unique vecteur w € E" tel que:

w > 0 WA = rtw: twy = |,

Etude des matrices carrées positives et irréductibles

A. Soit A € .#, (R) une matrice positive (A = 0).
Dans les questions 1. et 2. on suppose, en outre, que A satisfait a la condition suivante :

r=p (A) est I'unique valeur propre de A de module égal a r, Ker (rI, — A) est une droite vectorielle
engendree par un vecteur v > 0. Pour chaque choix de 1. il existe un unique vecteur w € R" tel que :

w> 0: 'WA = rtw: twy = 1.
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1. OnposeL = v tw.

i. Montrer que L est indépendante du choix de v, et que c’est un élément de .#,, (R) strictement positif
etderang 1.

ii. Décrire géométriquement l'endomorphisme L :x — Lx de €” a l'aide de la droite vectorielle
C-vetdelhyvperplan H = {x € C":'ux = 0].

|39

Montrer que H est stable par A et que si x est un vecteur non nul de H tel que Ax = px (p € C)
alorsju| < r.

ii. En déduire que dans une base convenable % de € 'endomorphisme x = Ax a une matrice A’
de la forme :
r 0 0
, 0 o~
A= B avec B € .#,_, (Ci. et p(B; < r.
()

Vérifier que r est racine simple du polvnéme caractéristique P, (X1 de A.

F\ ke
iii. Calculer L' = lim <—~ ) ct décrire géométriguement 'endomorphisme dont la matrice dans la
e — ¥ = A

base Z de C7est L.

. - : AN S ) :
iv. Endéduireque L = lIim < ) et quil existe k, € “5* tel que. pour tout kK 2 Ay, onait Ax > (.
,

-+ >

3. Danscette question A 2 0 est une matrice carrée positive quelconque.

1]
L Soite > 0.0npose J = [ e IR et Ag)= A+ el
1]
Montrer que la fonction f: e == piA (g)) est croissante sur [0, + oof et a une limite £ 2 p (A)
lorsque £ tend vers O par valeurs supérieures.

1. Montrer que fie) = prAig): est une valeur propre de A(e) et guil existe un unigue vecteur
propre. noté x g1 associé a cetie valeur propre et appartenant a I'ensemble
X, B}
K=qxy=j:l€ez, :x20 5 x=1
v P

tn

iii. Endéduire quilexiste x € K tel que Ax = 4a. Comparer £ ¢t 0 (A).

B. Onsuppose que n > 2 etque A € .#, (R) est positive.
On appelle sous-espace de coordonnées associé a une partie I de N, le sous-espace vectoriel suivant de R" :
X
Rl=3x=}|']eRr": ViENNIL x=0
X
La matrice A est dite irréductible si les seuls sous-espaces de coordonnées stables par A sont :
{0} =R" et R =R,

Dans le cas contraire A est dite réductible.
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Soit d'autre part (i, /) €N, x N, .
Pour m € N* onnote & (i, j, m) la proposition :

3 <i()‘ R im) € (N:1)1”+1 . { il) = i’ im = j

et Vke{0,...,m=-1}, a #0

"I\'ik+l
et . (i. /) laproposition:
im e N* £ (i, ], m)estvraie.

1. i. Vérifier que A est réductible si et seulement si il existe une partition non triviale (I, J) de N,
IT#6d.J#0¢.1NJ=0,1U1J=N,)telleque:

viihjjelxl}:a,  =0.
Montrer que dans cette situation. pour tout couple (i. j) € 1 X J, £ (i, /) n'est pas vraie.
ii. Soitj€ N, . Onpose ./, ={jiU{j €N, (. [lestvraie].
Montrer que R est stable par A.
iii. Déduire de ce qui précede I'équivalence :
Ajirréductible <= Pourtout (i.j) € N, X N,. £ (i.]) est vraie.

ne

On suppose que ' (i, j) est vraie, avec i # j. Montrer qu'il existe m € N,_, tel que 2’ (i, j, m} soit
vraic.

(3%

3. Pourtout m € N*_ onpose A™ = (u "')

. - . . . . Y
1. Etablir une relation de récurrence entre “1”} et les ":z
1 H

I'équivalence :

. €t montrer que pour i # j on a

LA j o m)estvraie <= ™ > 0.
ii. En conclure que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
«. la matrice A estirréductible:
b. pourtout li.ji € N, X" telque i # j. ilexiste m € ", _| telque: ¢ > 0;
¢ (I+ Ar~! > 0:critere diirréductibilité.

On pose anouveaur = piA:.

4. i, Déduirede V.A3dil.que ptl, + A= 1+ retque pil, + Ay "y = (1 + pr 1.

ii. On suppose que A est irréductible. Montrer que (1 + "~ est une racine simple de P, »-1.
En déduire que r est une racine simple de P, et que. de plus. r > ().

. On suppose encore que A est irréductible. Montrer que le sous-espace propre Ker(rl, — A)
associ€ a r est une droite vectorielle engendrée par un vectedr v > 0,

5. On dit que la matrice A > 0 est primitive s'il existe kK € N* tel que A*>0.

i. Montrer que si A est primitive, alors r est I'unique valeur propre de A de module égal a r et que, de
plus, A estirréductible.

ii. Réciproquement, montrer que si A est irréductible et si r est 'unique valeur propre de A de module
égal a r, alors A est primitive. 0. 1 . 0 .0

iii. Montrer que la matrice carrée Ao = 0 R ‘1 est primitive (A, € .#, (R). n 2 2).
110 .0



