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Définitions et notations

Dans ce texte,C est identifié àR2. Pourx dansC on note Imx sa partie imaginaire.

Pour toutx dansC et tout réel positifr on noteD (x, r) = {y ∈ C, |x− y| 6 r } le disque fermé deC, de centre
x et de rayonr .

Si M est une matrice carrée, tr(M) désigne sa trace.

Si A, B etC sont des parties d’un ensembleE, on convient d’écrireC = AqB lorsqueC = A∪B et A∩B = ;.

Pourn=1 ou 2, on noteIn le groupe des isométriesaffineseuclidiennes deRn. On noteI+

n le sous-groupe des
isométries affines euclidiennes directes.

LorsqueE est un ensemble, on note (SE,◦) le groupe des bijections deE sur lui-même.In est un sous-groupe
de (SRn ,◦).

Soit E un ensemble non vide etG un sous-groupe deSE ; on convient de dire qu’une partienon videD de E
estG-dédoublables’il existe des partiesD1 etD2 deD telles que

(i ) D = D1 q D2 ;
(i i ) il existeg1 etg2 dansG tels queg1(D) = D1 etg2(D) = D2.

Autrement dit, et de façon imagée,D estG-dédoublable lorsque l’on peut la découper en deux parties, cha-
cune étant superposable àD sous l’action deG.

Objectifs du problème

Les trois premières parties étudient l’existence éventuelle d’une partie deC (resp. deR) I2-dédoublable (resp.
I1-dédoublable). Ces trois parties sont indépendantes.

La partieIV propose l’étude algébrique d’un sous-groupe deSL2(Z) engendré par deux matrices. Elle prépare
aussi la partieV où l’on généralise le concept d’ensemble dédoublable en celui d’ensemble paradoxal sous
l’action d’un groupe.

La partieV est dévolue à l’étude de deux ensembles qui se révèlent paradoxaux sous l’action du groupe étudié
dans la partieIV .

Partie I : Parties dédoublables de C=R2

A. Étude d’un premier exemple

On considère le disque ferméD = {x ∈ C, |x| 6 1}.

1. On suppose l’existence de partiesA et B de D telles que

D = Aq B ; 0 ∈ A ; ∃τ ∈ I2, τ (A) = B.

(a) Montrer que si deux pointsx et y de D vérifient|x− y| = 2 alors leur milieu est 0.

(b) Montrer que pourw dansD, la condition|w − τ (0)| > 1 entraînew ∈ A (on pourra raisonner par
contraposition).

(c) En déduire l’existence d’un diamètre [u, v] de D à extrémitésu, v dansA.

(d) Relever une contradiction.

2. En déduire que le disque ferméD deC n’est pasI2-dédoublable.
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B. Cas des parties bornées

Plus généralement on se propose de montrer que

Aucune partiebornéedeC n’estI2-dédoublable.

La preuve qui suit est due à H. HADWIGER et H. DEBRUNNER [1964].

B 1. Disque enveloppant minimal

SoitB une partie non vide etbornéedeC. Pourr dansR+ on poseCr =
{

x ∈ C,B ⊂ D (x, r)
}

et R = {r ∈ R+,Cr 6= ;}.

1. (a) Montrer que l’ensembleR admet une borne inférieure ; on note4 cette borne inférieure.

(b) Établir l’énoncé suivant :

∀n ∈ N∗, ∃xn ∈ C, B ⊂ D

(
xn, 4 +

1
n

)
·

2. (a) Montrer que la suite (xn)n>1 admet une sous-suite convergente.

(b) En déduire l’existence d’un nombre complexea tel queB ⊂ D (a,4).

(c) Démontrer l’unicité d’un tela.

Autrement dit la partieB est contenue dans ununiquedisque fermé de rayonminimum.

B 2. Conclusion

1. Dresser sans démonstration la liste des différentstypesde transformations géométriques qui constituent
le groupeI2.

2. On suppose l’existence d’une partiebornéeet non vide,B, deC, qui estI2-dédoublable. On adopte alors
les notations suivantes :

B = B1 qB2, avecτ1 et τ2 dansI2 vérifiantBi = τi (B) pour i = 1,2.
On remarquera que, pouri = 1,2, τi (B) eststrictementcontenu dansB.

(a) Montrer que les isométriesτi ne peuvent être que des rotations différentes de l’identité. On noteωi

le centre deτi pour i = 1,2.

(b) En considérant l’unique disqueD (a,4) de rayon minimum contenantB [voir la sectionB1], mon-
trer queω1 = a = ω2.

(c) Montrer queτ1(τ2(B)) ⊂ B1 ∩B2, relever une contradiction, puis conclure.
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Partie II : Le paradoxe de SIERPINSKI -M AZURKIEWICZ [1914]

On se propose de décrire une partienon bornéedeC etI2-dédoublable.

Un nombre complexeξ est dittranscendantsi le seul polynôme à coefficients rationnels dont il est racine est
le polynôme nul. On utilisera librement l’existence d’un nombre transcendantu de module égal à 1.

On notePN l’ensemble des polynômes à coefficients dansN, et l’on pose

D = {P(u), P ∈ PN}.

Soientt et r les transformations du plan complexe définies pourx dansC par t (x) = x + 1 et r (x) = ux
respectivement.

1. En exploitant le caractère transcendant deu, établir quet (D) ∩ r (D) = ;.
2. Montrer que l’ensembleD estI2-dédoublable (on pourra commencer par montrer que tout polynômeP

dePN peut être écrit sous l’une des deux formes suivantes :P = R + 1 ou P = X S avecR et S
dansPN).

Partie III : Parties dédoublables de R

On se propose d’établir le résultat suivant [W. SIERPINSKI] :

Aucune partie deR n’estI1-dédoublable.

Les sectionsA, B etC sont dévolues à la preuve de ce résultat.

A. La croissance d’un groupe

SoitG un groupe de loi interne notée multiplicativement et d’élément neutre noté 1. SoitSune partie finie de
G \ {1}, supposée symétrique au sens suivant :∀x ∈ S, x−1 ∈ S.
Le sous-groupe deG engendré parSest alors l’ensemble des produits finis d’éléments deS (on convient que
le produit vide vaut 1) ; on le note< S>.
La longueur relativement àS, `S(x), d’un élémentx de< S> est définie de la manière suivante :`S(1) = 0,
et, pourx 6= 1, `S(x) est le plus petit entierp tel que l’on puisse écrirex = s1s2 · · · sp, avecsk dansS pour
1 6 k 6 p.
Pourn entier strictement positif on poseBS(n) = {x ∈< S>, `S(x) 6 n}, γS(n) = CardBS(n) [le cardinal

de BS(n)] et cS(n) = (γS(n))
1
n .

1. Établir l’inégalité :
∀p, q > 1, γS(p + q) 6 γS(p)γS(q).

2. Pourn dansN∗, on poseun = ln γS(n) etvn =
un

n
·

(a) Soientn et p dansN∗ ; en effectuant la division euclidienne den par p, établir la majoration

vn 6 vp +
p
n

v1.

(b) En déduire que la suite (vn)n>1 converge versv = inf
n>1

vn.

3. Démontrer la convergence de la suite(cS(n))n>1 vers une limiteCS, et vérifier l’inégalitéCS > 1.
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Le groupeG est dit àcroissance sous-exponentiellelorsque, pour chaqueS, partie finie symétrique deG\{1},
on aCS = 1.
Il est dit àcroissance exponentielledans le cas contraire.

4. Que dire de la croissance deG s’il contient un sous-groupe à croissance exponentielle ?

5. Montrer qu’un groupeabélienest toujours à croissance sous-exponentielle.

B. La croissance du groupeI1

On considère une partieSdeI1 \ {Id}, finie et symétrique.

1. Montrer queI1 est formé des transformationsx 7→ ux + v, avecu = ±1 etv ∈ R.

2. Soientε = ±Id et s dansS; prouver l’existence et l’unicité det dansI+

1 et deε′ = ±Id tels que
ε ◦ s = t ◦ ε′.

On noteT0 la partiefinie de I+

1 obtenue en collectant les divers élémentst lorsque le couple (ε, s) décrit
l’ensemble{±Id} × S. On pose alors

T =
{
τ ∈ I+

1 , τ ∈ T0 ou τ−1 ∈ T0
}

puis on considère les partiesBS(n) deI1 et BT (n) deI+

1 , pourn quelconque dansN∗.

3. Démontrer que
∀τ ∈ BS(n), ∃(σ , ε) ∈ BT (n) × {±Id}, τ = σ ◦ ε.

4. En déduire quele groupeI1 est à croissance sous-exponentielle.

C. Conclusion

On suppose ici l’existence d’une partieD deR, non vide etI1-dédoublable.
On adopte alors les notations :
D = D1 q D2, avecτ1, τ2 dansI1 tels queτi (D) = Di (i = 1,2).
Pourn dansN∗ ets = (s1, s2, . . . , sn) dans{τ1, τ2}n on poseγs = s1 ◦ s2 ◦ · · · ◦ sn.

1. Montrer que, pour tout couple (s, s′) de{τ1, τ2}n tel ques 6= s′, on aγs(D) ∩ γs′ (D) = ;.
2. On poseS =

{
τ1, τ−1

1 , τ2, τ−1
2

}
. Déduire de la question précédente une minoration de la constanteCS

pour le groupeI1.

3. Relever une contradiction, et en déduire qu’aucune partie deR n’estI1-dédoublable.

D. La croissance du groupeI2

La croissance du groupeI2 est-elle exponentielle ou bien sous-exponentielle ? (On pourra s’inspirer de la
sectionIII.C ).
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Partie IV : Un groupe « paradoxal »

Dans cette partie on se propose d’étudier un groupeΓ dont les propriétés seront exploitées dans la partieV.

Soit SL2(Z) le groupe des matrices carrées d’ordre 2, à coefficients entiers et de déterminant égal à 1 ; son

élément neutre estI =

(
1 0
0 1

)
. On noteE l’espace des matrices colonnes réelles

x
y
.

On s’intéresse au sous-groupeΓ deSL2(Z) engendré par les matricesA =

(
1 2
0 1

)
et B =

(
1 0
2 1

)
.

A. Calculs préliminaires

1. CalculerAk et Bk pourk dansZ.

2. On pose :

Γ1 =
{

Ak, k ∈ Z
}

, Γ2 =
{

Bk, k ∈ Z
}

, E1 =

{
x
y
∈ E,|x| > |y|

}
, E2 =

{
x
y
∈ E,|x| < |y|

}
Démontrer les énoncés suivants :

(1) ∀M ∈ Γ1 \ {I }, ∀X2 ∈ E2, M X2 ∈ E1

(2) ∀P ∈ Γ2 \ {I }, ∀X1 ∈ E1, P X1 ∈ E2

B. Les éléments deΓ

Dans la suite, on convient des notations suivantes :

. Les Mi sont dansΓ1 \ {I }, et lesPi sont dansΓ2 \ {I }.

. Pourn dansN∗, on noteΠn le produit(M1P1) (M2P2) · · · (MnPn).

1. Justifier qu’un élément deΓ est de l’un des types suivants :

(0) U0 = I (1) U1 = P0 (2) U2 = M0 (3) U3 = P0M0

(4) U4 = Πn, n > 1 (5) U5 = P0Πr , r > 1 (6) U6 = ΠsMs+1, s > 1 (7) U7 = P0Πt Mt+1, t > 1

2. On rappelle que les matricesMi et Pj sonttoutesdifférentes deI .

(a) Montrer queU3 6= I .

(b) En considérantU6X2 avecX2 dansE2, montrer queU6 6= I .

(c) Montrer queU5 6= I (on pourra considérer une matrice semblable àU5 afin de se ramener aub.).
Démontrer de même queU4 6= I .

(d) En déduire queU7 6= I .

3. On considère le produit
Π′n =

(
M ′

1P′
1

) (
M ′

2P′
2

)
· · ·

(
M ′

nP′
n

)
oùn > 1, lesM ′

i sont dansΓ1 \ {I }, et lesP′
i sont dansΓ2 \ {I }.

(a) Établir que l’égalitéΠn = Π′n imposeMi = M ′
i et Pi = P′

i pour tout i , 1 6 i 6 n (on pourra
considérer la matriceΠ′nΠ

−1
n ).

(b) En considérantS =
{

A, A−1, B, B−1}, en déduire que le groupeΓ est à croissance exponentielle.
Quelle est la croissance du groupeSL2(Z) ?
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C. Éléments d’ordre fini deΓ

On se propose de montrer queI est le seul élément d’ordrefini deΓ.

Soit (U, k) ∈ Γ× N∗ tel queU k
= I .

1. Montrer queU ne peut pas être du typeU4, U7 ouU3.

2. On suppose queU est du typeU6.

(a) En considérant les élémentsV1 = Ms+1U6M−1
s+1, V2 = P−1

1 V1P1, montrer que l’on a, successive-
ment,Ms+1M1 = I , puisPsP1 = I .

(b) Relever alors une contradiction.

3. En déduire queU ne peut pas être de typeU5.

4. Conclure queU = I .

D. Conclusion

Grâce aux résultats duB.2.et par des calculs analogues à ceux duB.3.on pourrait montrer que :

(1) Pour chacun des types rencontrés auB.1., l’écriture estunique.
(2) Un élément deΓ ne peut être que d’un seul type.
Dans la suite, le candidat pourra utiliser librement ces résultats.

. LorsqueM ⊂ Γ etV ∈ Γ, on poseVM = {VU,U ∈ M}.
Démontrer l’existence de quatre partiesQ1, Q2, R1 , R2 deΓ, non vides et deux à deux disjointes, telles que

Γ = Q1 ∪ AQ2 et Γ = R1 ∪ BR2.

Partie V : EnsemblesG-paradoxaux

Rappels

. Une opération ou action d’un groupe (G,·), de neutre noté 1, sur un ensemble non videE est la donnée
d’une application? : G × E → E telle que :

(i ) ∀(g′, g, x) ∈ G ×G × E, g′ ? (g ? x) = (g′g) ? x ;

(i i ) ∀x ∈ E,1 ? x = x.

. lesG-orbites deE sont alors les ensemblesOx = {g ? x, g∈ G} pour x dansE, elles constituent une
partition deE.

Si le groupeG opère surE on le fait aussi opérer de manière naturelle sur l’ensemble des parties deE en
posant

∀g ∈ G, ∀X ⊂ E, g? X = {g ? x, x∈ X}.

Définition
Avec les notations précédentes, on convient de dire qu’une partieP de E est G-paradoxalelorsqu’elle
contient des partiesQ etR non vides et disjointes pour lesquelles il existe :

1. Des entiersm, n> 1 ;

2. des partitions deQ etR, (Qi )16i 6m, (R j )16 j6n ;

3. des suites finies d’éléments deG,(gi )16i 6m, (h j )16 j6n vérifiant

P =
⋃

16i 6m

gi ? Qi etP =
⋃

16 j6n

h j ? R j .

Autrement dit, et de façon imagée,P estG-paradoxale lorsqu’elle contient des parties non vides et disjointes
Q et R, chacune pouvant être découpée en un nombre fini de morceaux puis réarrangée sous l’action deG
de manière à reconstituerP .
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A. Exemples

1. Définir une opération du groupeΓ de la partieIV. sur l’ensembleΓ de sorte queΓ soit un ensemble
Γ-paradoxal.

2. Soit E un ensemble non vide, etG un sous-groupe deSE ; montrer que toute partieG-dédoublable de
E estG-paradoxale pour une action deG qui est à préciser.

Commentaire : En adaptant de façon mineure l’argumentation proposée auIII. on pourrait montrer le
résultat suivant [W. SIERPINSKI 1954] :

R ne contient aucune partieI1-paradoxale.

3. On suppose que le groupeΓ opère sur un ensemble non videE, et que l’hypothèse suivante est vérifiée :

∀U ∈ Γ \ {I }, ∀x ∈ E, U ? x 6= x.

Montrer que l’ensembleE estΓ-paradoxal.

Indication : On pourra considérer une partieT de E telle que l’intersection deT avec chacune desG-
orbites est un singleton, et l’on ne soulèvera pas de difficulté relative à l’existence d’une telle partie.

B. Le plan hyperbolique estΓ-paradoxal

On noteH 2
= {x ∈ C, Im(x) > 0} (le demi-plan de POINCARÉ).

1. Soit M =

(
a b
c d

)
une matrice deSL2(Z) ; montrer que l’on définit une bijectionhM de H 2 sur lui-

même en posant :

∀x ∈ H 2, hM (x) =
ax + b
cx + d

·

Dans la suite on pourra utiliser sans justification le fait que l’applicationM 7→ hM définit un morphisme du
groupe (SL2(Z), ·) vers le groupe symétrique(SH 2,◦).

2. (a) Montrer que le noyau du morphisme cité ci-dessus est{±I }.
(b) Montrer que ce morphisme induit un isomorphisme du sous-groupeΓ sur son image, que l’on notera
Γ.

3. SoitM dansSL2(Z) tel que l’homographiehM fixe au moins un point deH 2.

(a) Établir l’alternative : (| tr(M)| < 2 ou bien hM = Id).

(b) Prouver quehM est d’ordre fini dans le groupe(SH 2,◦).

4. Démontrer qu’aucun élément deΓ \ {Id} n’a de point fixe dansH 2.

5. Prouver que le demi-plan de POINCARÉ estΓ-paradoxal pour une opération deΓ que l’on précisera.
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C. Une partie de R2 bornée etΓ-paradoxale

. On note∆ la partie [0,1[2 deR2. On rappelle que l’on définit une relation d’équivalence, notée∼, en
posant :

∀p, q∈ R2, p ∼ q ⇐⇒ p− q ∈ Z2.

De plus∆ rencontre chaque classe d’équivalence selon un singleton.

Lorsquep ∈ R2, on notep̂ l’uniqueq de∆ tel quep ∼ q.

. PourU =

(
a b
c d

)
dansΓ et p = (x, y) dansR2, on pose

U ? p = (ax + by, cx+ d y).

On admettra sans justification que l’on définit ainsi une opération du groupeΓ sur l’ensembleR2, et que , si
l’on noteγU la bijection p 7→ U ? p de R2 dansR2, l’ensembleΓg = {γU ,U ∈ Γ} est un sous-groupe de
SR2, versiongéométriquedu groupeΓ.

1. Établir que :
∀γ ∈ Γg, ∀p, q∈ R2, p ∼ q =⇒ γ (p) ∼ γ (q).

2. Lorsqueγ ∈ Γg, on définit une application̂γ de∆ dans∆ en posant, pour toutp de∆, γ̂ (p) = γ̂ (p).

Montrer que l’applicationγ 7→ γ̂ est un morphisme injectif du groupe
(
Γg,◦

)
dans le groupe(S∆,◦) des

bijections de∆. On noteΓ̂g son image.

3. Démontrer quêΓg est un ensemble dénombrable.

4. On s’intéresse à l’ensembleF =

{
p ∈ ∆,∃γ̂ ∈ Γ̂g \ {Id}, γ̂ (p) = p

}
.

On noteC0 un cercle donné contenu dans∆, et de rayon strictement positif. On rappelle queR n’est pas
dénombrable.

(a) Montrer que si (Dn)n∈N est une suite de droites affines deR2, on a
⋃

n∈N
(C0 ∩ Dn) 6= C0.

(b) En discutant l’équation̂γ (p) = p selon la nature deγ (élément deΓg \ {Id}), montrer que
C0 ∩ F 6= C0.

5. En déduire queF est une partie d’intérieur vide dansR2.

6. Montrer que l’on peut faire opérer le groupeΓ sur la partiebornéenon videP = ∆ \ F de telle sorte
que :

P soit un ensembleΓ-paradoxal.
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