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Définitions et notations

Dans ce texteC est identifié &R2. Pourx dansC on note Imx sa partie imaginaire.

Pour toutx dansC et tout réel positif on noteD (x,r) = {y € C,|x — y| < r} le disque fermé d€, de centre
X et de rayorr.

Si M est une matrice carrée, M( désigne sa trace.
Si A, B etC sont des parties d’'un ensemlideon convient d’écrir€C = AIIB lorsqueC = AUB et ANB = 0.

Pourn=1 ou 2, on noté, le groupe des isométriegineseuclidiennes d&". On noteJ;! le sous-groupe des
isométries fines euclidiennes directes.

LorsqueE est un ensemble, on not& £, o) le groupe des bijections de sur lui-mémeJ, est un sous-groupe
de Grgn, o).
Soit E un ensemble non vide & un sous-groupe dé& ; on convient de dire qu’une partion vide? de E
estG-dédoublables’il existe des partieg; et%?, de? telles que

()2 =2.19;

(i1) il existeg; etg, dansG tels quegi(2) = 21 etg2(2) = P».
Autrement dit, et de facon imagé®,estG-dédoublable lorsque I'on peut la découper en deux parties, cha-
cune étant superposabl&asous I'action des.

Objectifs du probleme

Les trois premieres parties étudient I'existence éventuelle d’une par@gidsp. deR) Jo-dédoublable (resp.
J1-dédoublable). Ces trois parties sont indépendantes.

La partielV propose I'étude algébrique d’'un sous-groupesdie(Z) engendré par deux matrices. Elle prépare
aussi la partie/ ou I'on généralise le concept d’ensemble dédoublable en celui d’ensemble paradoxal sous
I'action d’un groupe.

La partieV est dévolue a I'étude de deux ensembles qui se révelent paradoxaux sous I'action du groupe étudié
dans la partidV .

Partie | : Parties dédoublables de C=R

A. Etude d’un premier exemple
On considére le disque ferni# = {x € C, x| < 1}.
1. On suppose I'existence de partiéet B de D telles que
D=AIIB; 0cA; 3Ireciy (A =B.

(a) Montrer que si deux pointsety de D vérifient|x — y| = 2 alors leur milieu est 0.

(b) Montrer que pouw dansD, la conditionjw — 7(0)| > 1 entrainev € A (on pourra raisonner par
contraposition).

(c) En déduire I'existence d’un diamétre, ] de D a extrémitési, v dansA.
(d) Relever une contradiction.

2. En déduire que le disque ferm@de C n’est pasi,-dédoublable.



B. Cas des parties bornées

Plus généralement on se propose de montrer que

Aucune partiebornéede C n’estjz-dédoublablq.

La preuve qui suit est due a H ABWIGER et H. DEBRUNNER[1964].
B 1. Disque enveloppant minimal

Soit % une partie non vide dtornéedeC. Pourr dansR,. on poseé; = {x € C,%8 C D(x,r)}
etR={r e R, 6 #0}.

1. (a) Montrer que 'ensembl® admet une borne inférieure ; on netecette borne inférieure.
(b) Etablir I'énoncé suivant :

— 1
vn € N¥, EanEC,%CD(Xn,p+ﬁ)~

2. (a) Montrer que la suitexg)n>1 admet une sous-suite convergente.
(b) En déduire I'existence d’un nombre complextel queZ c D (a,p).
(c) Démontrer I'unicité d'un teh.

Autrement dit la partie est contenue dans wmiquedisque fermé de rayominimum

B 2. Conclusion

1. Dresser sans démonstration la liste dé&dintstypesde transformations géomeétriques qui constituent
le groupeds.
2. Onsuppose l'existence d’'une patii@néeet non vide 28, deC, qui esti,-dédoublable. On adopte alors
les notations suivantes :
B = 9B, 11 %B,, avecr; ety dansd, vérifiant%; = 1 (%) pouri = 1, 2.
On remarquera que, poue= 1,2, 7i (88) eststrictementcontenu dan$3.

(a) Montrer que les isométrias ne peuvent étre que des rotationfétientes de I'identité. On notg
le centre de; pouri =1, 2.

(b) En considérant I'unique disqu(a, p) de rayon minimum contena# [voir la sectionB1], mon-
trer quew; = a = w».
(c) Montrer query(72(24)) C %1 N %o, relever une contradiction, puis conclure.



Partie Il : Le paradoxe de SIERPINSKI -M AZURKIEWICZ [1914]

’ On se propose de décrire une pariias bornéaleC etjz-dédoublablq.

Un nombre complexé est dittranscendansi le seul polyndme a cdigcients rationnels dont il est racine est
le polynéme nul. On utilisera librement I'existence d’un nombre transcendd@tmodule égal a 1.

On noteZy I'ensemble des polynémes a ¢heients dand\, et I'on pose

2 ={P(), P e A}

Soientt etr les transformations du plan complexe définies poulansC part(x) = x + 1 etr(x) = ux
respectivement.

1. En exploitant le caractére transcendantidétablir quet (2) Nr (2) = 0.

2. Montrer que I'ensembl@ estJ,-dédoublable (on pourra commencer par montrer que tout polyri®me
de &\ peut étre écrit sous I'une des deux formes suivanteB = R+1 ou P = XS avecRetS

dans#y).

Partie Il ; Parties dédoublables de R

On se propose d'établir le résultat suivant [WESPINSKI] :

Aucune partie d® n’estjl-dédoublablq.

Les section®\, B et C sont dévolues a la preuve de ce résultat.
A. La croissance d’un groupe

SoitG un groupe de loi interne notée multiplicativement et d’élément neutre noté 1S God partie finie de
G \ {1}, supposée symétrique au sens suivahte S,x 1 € S.

Le sous-groupe dé& engendré paB est alors I'ensemble des produits finis d’élémentS¢en convient que
le produit vide vaut 1) ; on le note S >.

La longueur relativement & /s(x), d’un élémenix de < S > est définie de la maniére suivantés(1) = 0,
et, pourx # 1, /s(x) est le plus petit entiep tel que I'on puisse ecrirg = 15, - - - Sp, avecs dansS pour
1<k<p.

Pourn entier strictement positif on podgs(n) = {x €< S>, ls(X) < n}, ys(n) = CardBg(n) [le cardinal
de Bs(n)] etcs(n) = (ys(n) 7.

1. Etablir l'inégalité :
vp,az1  rs(p+a) <rs(p)rs(a).

u
2. Poumn dansN*, on posau, = Inys(n) etv, = F”

(a) Soienn et p dansN* ; en éfectuant la division euclidienne aepar p, établir la majoration

(b) En déduire que la suite/{),>1 converge vers = ir;flvn.
n/

3. Démontrer la convergence de la suite(n)),>1 vers une limiteCs, et vérifier I'inégalitéCs > 1.
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Le groupeG est dit &croissance sous-exponentidibesque, pour chagug partie finie symétrique dé \ {1},
onaCg=1.
Il est dit acroissance exponentieltians le cas contraire.

4. Que dire de la croissance @es'il contient un sous-groupe a croissance exponentielle ?
5. Montrer qu'un group@bélienest toujours a croissance sous-exponentielle.

B. La croissance du group€eJi

On considére une parti®deJ; \ {Id}, finie et symétrique.

1. Montrer queJ; est formé des transformations— ux + v, avecu = +1 etv € R.

2. Soiente = =Id ets dansS; prouver I'existence et l'unicité de dansjir et deg’ = =£Id tels que
gos=tog.

On noteTy la partiefinie de 3{ obtenue en collectant les divers élémentsrsque le coupleg( s) décrit
'ensemble{+Id} x S. On pose alors

T={redf,reToour e To}

puis on considere les parti@(n) deJ; et By (n) deJ7, pourn quelconque dans*.

3. Démontrer que
VYt € Bs(n), 3(o,¢e) € Br(n) x {£ld}, 7=0o0c¢.

4. En déduire une group€ed; est a croissance sous-exponentiélle.

C. Conclusion

On suppose ici I'existence d’'une parfiede R, non vide eti;-dédoublable.

On adopte alors les notations :

9 = 9, 11 9,, avecry, 12 dansJ, tels quer; (2) = %; (i = 1, 2).

Pourn dansN* ets = (1,9, ..., $) dans{ry, 72}" on posers = s 00 - 0 5.

1. Montrer que, pour tout coupls,(§) de{r1, 72}" tel ques # s/, on ays(?) N ys(2) = 0.

2. On poses = {1'1, r{l, 2, rgl}. Déduire de la question précédente une minoration de la congante
pour le group€ys.

3. Relever une contradiction, et en déduire qu’aucune partiemestJ;-dédoublable.
D. La croissance du group€eJ;

La croissance du group® est-elle exponentielle ou bien sous-exponentielle ? (On pourra s’inspirer de la
sectionll.C).



Partie IV : Un groupe « paradoxal »

Dans cette partie on se propose d’étudier un graugent les propriétés seront exploitées dans la paftie
Soit SLy(Z) le groupe des matrices carrées d’'ordre 2, dfaments entiers et de déterminant égal a 1; son

(14 10 : .
élément neutre e$t= (O 1). On noteE I'espace des matrices colonnes reeges

On s'intéresse au sous-groupele SL,(Z) engendré par les matricés= (cl) i) etB = (; 2)

A. Calculs préliminaires

1. CalculerA* et BX pourk dansZ.
2. On pose :

I ={Akez), TI={B"kez}, Elz{ieE,|x|>|y|}, E2={§€E,|X|<|y|}

Démontrer les énoncés suivants :

(1) VM el"l\{l}, VXzeEz, MX2€E1

(2) VPEFz\U}, VXle El, PX1€ E2
B. Les éléments d&"

Dans la suite, on convient des notations suivantes :

> LesM; sontdand’; \ {I }, etlesRk sontdang’z \ {I}.
> Pourn dansN*, on notell, le produit(M;P) (M2P,) - - - (MpRy).

1. Justifier qu’un élément deest de I'un des types suivants :

(0) Uo = | (1) U =h (2) Uz = Mo (3) Uz = PyMo
(4) | Us=Tlh,n>1| (5) | Us = RlIl,,r >1| (6) | Us =MsMs;1,5> 1 | (7) | U7 = PllxM¢, g, t > 1

2. Onrappelle que les matricé4 et P; sonttoutesdifférentes de .

(a) Montrer queJs # | .
(b) En considérantlg X, avecX, dansky, montrer quéJg # 1.

(c) Montrer quelJs # | (on pourra considérer une matrice semblablg; afin de se ramener du).
Démontrer de méme quigy, # | .

(d) En déduire quély # I.

3. On considére le produit
M'n = (M1P) (M2P;) --- (Mg Py)
oun > 1, lesM/ sontdang’; \ {I }, et lesP’ sont dang"z \ {I }.
(a) Etablir que I'égalitdl, = IT, imposeM; = M/ et B = P’ pour touti,1 < i < n (on pourra
considérer la matricE],IT,%).

(b) En considéran® = {A, Al B, B‘l}, en déduire que le grougeest a croissance exponentielle.
Quelle est la croissance du groupkey(Z) ?
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C. Eléments d’ordre fini de T’

On se propose de montrer quest le seul élément d’ordfai deT".
Soit U,k) € I' x N* tel queUk = 1.

1. Montrer qudJ ne peut pas étre du tyfé, U7 ouUs.
2. On suppose qué est du typdJs.
(&) En considérant les éléments = Ms+1U6MS‘+11, Vo = P1‘1V1P1, montrer que I'on a, successive-
ment,Mg,1M; = |, puisPsPL = I.
(b) Relever alors une contradiction.
3. En déduire qubl ne peut pas étre de typk.
4. Conclure quéJ = 1I.

D. Conclusion

Grace aux résultats dB.2. et par des calculs analogues a ceuBdsL on pourrait montrer que :

(1) Pour chacun des types rencontré®dly, I'écriture estunique
(2) Un élément d& ne peut étre que dh seul type
Dans la suite, le candidat pourra utiliser librement ces résultats.

> Lorsque# cT etV eT,onpose/.4 ={VU,U e #4}.
Démontrer I'existence de quatre parti®s, 2,, %1 , Z» deT’, non vides et deux a deux disjointes, telles que
I'=2,UA9, et I'=%1UB%>.

Partie V : EnsemblesG-paradoxaux

Rappels

> Une opération ou action d’'un group@ (-), de neutre noté 1, sur un ensemble non \Edest la donnée
d’'une applicatiorr : G x E — E telle que :
(i) ¥(d,9,0e€eGxGxE, dx(gxx)=(dg) *xX;
(ii) ¥xeE,1xx=x.

> lesG-orbites deE sont alors les ensemblé&s = {g* x,g€ G} pourx dansE, elles constituent une
partition deE.

Si le groupeG opere surk on le fait aussi opérer de maniere naturelle sur 'ensemble des partiesde
posant

Vge G, VX CE, gxX={g*x,xe X}.
Définition
Avec les notations précédentes, on convient de dire qu’'une ke E est G-paradoxalelorsqu’elle
contient des partie€ etZ non vides et disjointes pour lesquelles il existe :

1. Desentiersn,n> 1;
2. des partitions d&€ et %, (Qi)lgi <ms (%j)lgjgn ;

3. des suites finies d'élements @g(0i ) 1<i <m, (h;)1<j<n Verifiant
P = U gi*e@i ety = U hj*%j-
1<i<m 1<j<n
Autrement dit, et de facon imagé®, estG-paradoxale lorsqu’elle contient des parties non vides et disjointes
2 et %, chacune pouvant étre découpée en un nombre fini de morceaux puis réarrangée sous I'&tion de
de maniére a reconstituér.
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A. Exemples

1. Définir une opération du grougéde la partielV. sur 'ensembld” de sorte qud™ soit un ensemble
I'-paradoxal.
2. SoitE un ensemble non vide, & un sous-groupe d&g ; montrer que toute parti€-dédoublable de
E estG-paradoxale pour une action @Gequi est a préciser.
Commentaire : En adaptant de facon mineure I'argumentation proposé#.aon pourrait montrer le
résultat suivant [W. &RPINSKI1954] :
| R ne contient aucune partig-paradoxale,

3. On suppose que le groupepére sur un ensemble non vile et que I'hypothése suivante est vérifiée :
YU eI\ {l}, VxeE, Uxx#X.

Montrer que I'ensembl& estI’-paradoxal.
Indication : On pourra considérer une parfiede E telle que l'intersection dd avec chacune des-
orbites est un singleton, et I'on ne soulévera pas fleedité relative a I'existence d’une telle partie.

B. Le plan hyperbolique estI'-paradoxal

| OnnoteH? = {x € C,Im(x) > 0} (le demi-plan de BINCARE).

1. SoitM = <i g) une matrice déSLy(Z) ; montrer que I'on définit une bijectiony de H? sur lui-
méme en posant :
ax+b
H2,  hu(x) = :
vx e M (X) cx+d

Dans la suite on pourra utiliser sans justification le fait que I'applicatiion- hy, définit un morphisme du
groupe 6Lx(Z),-) vers le groupe symétriques 2, o).

2. (a) Montrer que le noyau du morphisme cité ci-dessu$si.

(b) Montrer que ce morphisme induit un isomorphisme du sous-giogpeson image, que I'on notera
T.

3. SoitM dansSLy(Z) tel que 'homographiéy, fixe au moins un point déi 2.
(@) Etablir l'alternative : (tr(M)| < 2 ou bien hy = Id).
(b) Prouver qudny est d’ordre fini dans le group& 2, o).

4. Démontrer qu'aucun élément Be, {Id} n’a de point fixe dan#i 2.
5. Prouver que le demi-plan dedRNCARE estI'-paradoxal pour une opération Bejue I'on précisera.



C. Une partie de R bornée et-paradoxale

> On noteA la partie [Q 1[*> de R?. On rappelle que I'on définit une relation d’équivalence, netéen
posant :
Vp,qeR%, p~gq<=p-qeZ2

De plusA rencontre chaque classe d’équivalence selon un singleton.
Lorsquep € R?, on notep l'unique q deA tel quep ~ q.

> PourU = (i 3) dansl etp = (X, y) dansR?, on pose
U x p = (ax+ by,cx+dy).
On admettra sans justification que I'on définit ainsi une opération du giospe 'ensembleR?, et que , i

'on note yy la bijectionp — U x p deR? dansR?, I'ensemblel’y = {yy,U €T’} est un sous-groupe de
GRe, versiongéométriquelu groupd'.

1. Etablir que:
Vy €Ty, VYp,q€R? p~g=y(p) ~ ().

2. Lorsquey € I'y, on définit une applicatiop deA dansA en posant, pour toyt deA, ¥ (p) = yf(ﬁ).
Montrer que I'applicatiory — ¥ est un morphisme injectif du grougf€g, o) dans le groupéS,, o) des
bijections deA. On notel'y son image.

3. Démontrer qué& est un ensemble dénombrable.

4. On s'intéresse a I'ensembfe= {p €A, 3y eTy\ {Id},7(p) = p}.
On noteCy un cercle donné contenu dafiset de rayon strictement positif. On rappelle dqri@’est pas
dénombrable.

(@) Montrer que Si%n)nen €St Une suite de droitesfimes deR?, on a U (Con2n) # Co.
neN
(b) Endiscutant I'’équatiofi(p) = p selon la nature dg (élément dd’y \ {Id}), montrer que

Con F # Cp.
5. En déduire qué& est une partie d'intérieur vide daRg.

6. Montrer que I'on peut faire opérer le groupesur la partiebornéenon vide?? = A\ F de telle sorte
que:

’ & soit un ensemblE-paradoxal




