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L’usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément d la circulaire n° 86-828 du 28 juillet 1986.

La précision des démonstrations et la qualité de la rédaction seront des éléments importants d’appréciation.

Les parties II, 111, IV de ce probléme étudient le groupe des homéomorphismes du cercle trigonométrique U
du plan complexe. L’invariant « nombre de rotation » d’un homéomorphisme h de U a été découvert par
H. Poincaré en 1885, sa définition, ses propriétés, font l'objet des parties III et IV. Au préalable, dans la partie 1

- (relativement indépendante des suivantes), on étudie les fonctions solutions d’'une équation aux différences finies

qui intervient naturellement, et dans la partie Il, on considére quelques exemples d’homéomorphismes de U.
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(] "~ ¢ Sif estde classe C!, montrer que f est lipschitzienne, et que la constante de LIpSChltZ k de f ver1f1e
o :
—

12—
La composée de deux applications f et g sera notée fo g. Muni de cette loi de composition interne,
'ensemble Sy. des bijections d’'un ensemble X sur lui-méme est un groupe (groupe-des permutations de X).

Comme dans tout groupe multiplicatif, pour k € Nix nous noterons f* te prodult fofo..o0 f 'de k éléments

de Sy égaux a f, et f* leproduit f~1 o f ' o .. of ! dek éléments égaux a l'application réciproque f~'et
pour k = 0 on pose f° = 14 élément neutre du-groupe S . Tout élément f de Sy définit une action du groupe
Z sur X. Pour x € X, on appelle orbite de x, sous l'action de f, la suite des ‘éléments x, = f* (x0) de X, ou
ke Z, btenue en itérant I'action de f etcelfe de . :

Sl X est un espace metnque on appelle homeomorphlsme de X, un élément f de Sy contmu ainsi que
Iapplication réciproque f~!. Les homeomorphlsmes de X constituent un sous-groupe Hy de Sx. Deux élé-
ments f; et f, de Hy sont dltS conjugués, s’il ex1steg S H tel que f,=g'ofog.

Dans la suite, nous noterons :
E|x] la partie entiere d’'un nombre réel x (unique entier relatif tel que E[x] < x < E[x] + 1);
- C(J) Tespace vectoriel réel des fonctions continues réelles sur un intervalle J de R;

R[X] Le sous-espace vectoriel de C(R) formé des fonctions polynomiales: reelles d’une variable
réelle; . '

t - latranslation x = x + 1 sur R;
D r operateur aux différences finies f — fo ¢ - f de C(R) dansC(R).

I. ETUDE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION Df= b

. Soith € C(R). On se prdpose d’étudier les solutions f € C(R) de I'équation aux différences finies :

a - . Df=b soit fot—f=b."

1. a. Caractériser les €léments du noyau de l’apphcatlon linéaire D. 7 ‘

b. Supposons donnée une solution f; € C(R) de l’equatlon . Quel est l’ensemble des solutions de I'équa-
tion (1) ?

c. Exemple. Quel est 'ensemble des fonctions f € C(R) telles que:
flx + 1) — flx) = cos x pour xER.

(On remarquera qu’il existe une solution du typex — asinx + b cosx.)

- 2. Dans cette question, la fonction b est constante égalea 1.

a. Soit f € C(R) une solution de ( 1). Montrer quil existe a, § € R tels que:
. x+osflxy<x+pf pour x€ER.

b. Montrer que f est unlformement continue surR. | R

k=z1.

Sik=1, montrer quil existe @ € R tel que f(x) = x + a pourx € R.

3. Dans cette question, on suppose que b € R{X].
sa Sif = R[X] vérifie Df = 0, montrer que f est constante. <
e b. Pour k € N, soit P, le polyndme défipi de la maniere suivante :
1
k!

Py(x) =1 et Py )‘ = 1) (x= k+ 1) pour.’k > 1

Pour k =z 1, montrer que DPk =P,_,.

C. Montrer que Py, Py, ..., P, constituent une base de 'espace vectonel réel R, [X] des polynémes réels de 7

. degré inférieur ou ega] a n ‘
Ld Pour be R[X] montrer que I’ equanon Df b possede une solutlon unlque f € R[X]telle que

{




e

7 /5. Supposons b i valeurs positives sur R*. Supposons que (1) posséde une solution f € C(R) bornée sur R*.

.__3__

4. /a Soxt fe C(R) une solutlon de (1). Pour x € R, posons n = E[x] etu=1x-n Montrer qhe:

‘f( +Zb - pour x>1,’

tnl

f(X)‘ = flu) — Y b(u— k) ‘pvo‘ur x < O.A

" ' k=1

b. On suppose que ‘b(x) tend vers une limite strictement posmve quand x tend vers + <. Montrer que
7 ‘ toute solution f EC(R) de (1) tend vers + o« quand x tend vers + Formuler et prouver une asser-
tion analogue quand x tend vers. — . :

+

Montrer que toute solution de (1) est bornée sur R*, et que l’ihtégrale f b(s)ds est con\;ergente,
R ’ S “Jo
(On pourra exprimer f b(s)ds alaide de la fonction f].
0 .
6. On suppose que b est décroissante sur R*, a valeurs positives sur R* et telle que l’1ntegrale J b(s)ds soit -
convergente.

/a Mohtrer que t(')ute solution f € C(R) de(1)estbornée sur R*. {L!Vﬂh-'\ wp Anaaf can Z /j

b. On pose f1 = - z bo t*. Montrer que cette série de fonctions converge s1mp1ement sur [R que la

k=0
' - h=C5+1
fonction f1 est continue, solution de (1). Q_S___.. T’ Sl .
c¢.-Montrer que f; (x) tend vers zéro quand x tend vers + %, et que Cest la seule solution de (1) ayant cette
propriété. ) ‘ o

7. Etude d’un exemple. La fonction trigonomeétrique tan définie sur ] 5 [ admet une fonction récipro-

que, notée ici Arc tan. On suppose dans cette question, que b‘( x) = Arctan (e %) : pour x e R

’

a. On pose. f = - Z botk, Montrer que I'on définit ainsi une fonetlon f de classe C@ sur R, solutlon
deqy. " i B {3
b. Pour x € R, on pose ¢ (x) = f(x) — %x - f(1 - x)‘. Mohtrer que D¢ = 0. ‘

En dedulre que le graphe de f presente une direction asymptotique lorsque x. tend vers — . <5C -

E
que sa derlvee d’ordre trois ¢ ® (O) est pas nulle). ' : - &

. 'd. Préciser le sens de variation de f. Etudier les branches infinies et la forme générale de son graphe EfC

" ¥

\

II. EXEMPLES D’HOMEOMORPHISMES DU CERCLE TRIGONOMETRIQUE

i

. Pour la cb‘m‘modité de P'expression, le plaﬁ (affine euclidien) muni d’un repére orthonormé d’origine O,
sera identifié avec C. On note U le cercle trigonométrique, ensemble des points M dont l'affixe z € C a pour

module un. On note H le groupe des homéomorphismes de U qui préservent orientation, c’est-a-dire tels que -

1 o5

c. Calculer la valeur moyennef d(x)dxded. Montrer que la fOIlCthIl én est pas constante (on vérifiera

h(z) décrive U dans le sens direct, lorsque z décrit U dans le sens direct. Si I et J sont deux points distincts de

U, on notera [L, J] (respectivement |I, J[) I'arc du cercle U qui relie I 2 J dans le sens direct, bornes I et J com-
' -prises (respectlvement bornes I et J non comprises). ;

‘ On note G I'ensemble des fonctions g € C(R) qui sont strictement croissantes et vérifient got=1tog,
-S0it ;- _ ‘ o : :
-g(x+ 1) =g(x) + _ pour x €R.

/1 Montrer que G estun sous—groupe du groupe Hy, des homeomorphlsmes deR.
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2. Soit h € H. Choisissons y, € R ‘tel que e2™0 = h(1). Montrer quil existe ge G unique telle que
g(()) =y, et e2ing(x) = h(e2inx) pour x € R. ‘

Si on remplace y, par y, + k ou k € Z, montrer que g est remplacée par x — glx) + k.

3. Soit g € G.Pour z = e*™ &€ U, on pose h(z) = 289 Montrer que ki (z) est bien défini (malgré la multi-
plicité des choix possibles de x € R pour exprimer z) et que h: z~ h(z) est élément de H. Montrer que
Tapplication ¢ qui a g € G associe cet élément i € H est un homomorphisme de groupes. Montrer que ¢
est surjectif, et préciser son noyau. TS 557

e

i+ Lo 'Dans la suite, on dira que g € G.définit 4 € Hlorsque ¢ (g) = A.

4. Soit o, € R. On fait agir Z sur U par la rotation R, € H de centre O et d’angle 27a.
a. Quelles sont les fonctions g € G qui définissent R,, ? . . ¢

b. Soit M, € U. Supposons qu'il existe p € Z, q € Z distincts tels que (R)P(M,) = (R,)4(M,). Montrer
que a est rationnel. Réciproquement, si . est rationnel, montrer que tout point de U a une orbite finie.

¢. Sia est irrationnel, montrer que tout point M, de U a une orbite (M), < ;7 partout dense dans U (telle
que pour tout couple (1, J) de points distincts de U, Yarc ]I, J{ contienne des points de la suite (M,)). & 5¢_

Ry SRS
Etude d’éléments particuliers du groupe H. Notons A I'ensemble des z € C tels que |z| < 1. Soient A, B
” deux points du plan, d’affixes a € A, b € A. A tout point M deLJ»d’dfﬁx_e» z, on associe le point M’ de U tel
que les droites (AM) et (BM') soient paralleles, les vecteurs AM et BM' étant de méme sens. On note
7 = h,(z) Paffixe de M'. : \ ‘

_a. Pour a4, b, ¢ éléments de A, montrer que f,, = h.,ohy,, etillustrer par une figure cette propriété.

- b. Considérons a € A et b= 0. Exprimer 7 = hy,(z) en fonction de z. Montrer que /4, , est €élément
de H. , '

" Pour a, b € A, montrer que h, , € H.

_C. Supposons que b= — a € A.Montrer que h_, , est définie par h_, (z) = 12__"2 ot @ est I'imagi-

az

———  paire conjugué de a.

- el d. On suppose que a € A, b € A sont distincts. On note I,J les points d’intersection de U avec la droite
(AB) (les points I, A, B, J se présentant dans cet ordre sur la droite (AB) orientée par AB). Soit M un
point de l'arc |1, J[. ‘

Sur une figure, construire les premiers points ..M_,, M_;, My, M;, M,, ... de Porbite de M,,. Montrer
que M, tend vers une limite lorsque k tend vers + -, et de méme lorsque k tend vers — . &5C
Paeteg

Montrer que dans le groupe H, 'homéomorphisme 4, , n’est conjugué d’aucune rotation R, (ot o € R).

_e. Soit A un point du plan affine, d’affixe a € A. A tout point M de U d’affixe z, on associe 'autre point M
' ’ d'intersection de la droite (AM) avec U. Calculer laffixe z' = £,(z) de M'. Montrer que i, est un élément

de H, conjugué d’une rotation R, pour une valeur de o que I'on précisera.
K €5C e7w d._k_ (Qﬂ\ ﬂ P /6'
T dode T

¢ III. NOMBRE DE ROTATION D'UN HOMEOMORPHISME DE U

On conserve toutes les notations de la pértie I On considére g € Geth € H défini par g (voir IL3.). -

1. Soient x,, x, deux réels. Montrer que la partie'enti‘erev: de g'(x,) — &' (x,) ne dépend pas de n € N. En

déduire que lim g_:‘_o) _ _g_(n)fl_)

=0.

2. On suppose qu'il existe M, € U et m € Ny tels que £"(M,) = M,.
Montrer qu'il existe x, € Ret p € Z tels que g™ (xy) = x, + p. Calculer g""(x,) pour k € N« et montrer

e n . ’
que lim g—k%f-o) = g!(x) tend vers’ % lorsque 7 tend vers + . {On pourra
k- o ’ .

' S . . n
considérer la partie enticre k de ;) .

L. En déduire que
m
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3. Supposons au contraire de 2., que pour tout m € Nax I’homéomorphisme 4™ de U ne posséde aucun point

10.

fixe. Smentp € Nx« et g € N*
Soit a = E[g?(0)]. Montrerque x + a < gl’(x) < x + a+1 pourtout x € R.
Etablir alors que x + ka < g’*(x) < x + k{a + 1) pourtout x € R, tout k € Nx.

En déduire que :

Pq P ’
g0 g0 1
pq p p

+

0 1,1
p a9l p q

g"(0)

Montrer que la suite des réels ,ou n € Nx, tend vers une limite 7(g) dans R lorsque 7 tend vers + .

"(x)

a. Des trois questions‘précédentes, déduire que pour tout x € R la suite & ,ou n € Nx, admet une
limite dans R, que cette limite ne dépend pas du choix de x € R. On la notera r( g).

b. Montrer que r(g™) = mr(g) pour m € N.

. Soit g € G qui commute avec g (telque g, © g = go g). Soit m € Ns.

a. Montrer qu'on peut choisir p € Z vérifiant p — 1 < mr(g) < p + 1. Montrer qu’il existe alors
ky € N tel que pour tout entier k > k;, ’

gEm(0) + k(p — 1) < (g, 0 g)" (0) < gkm(0) + k(p + 1).
En déduire/que rig o'g) = r(g,) + r(g.

b. Siil existe x, € R tel que g, (x,) < g(x,), montrer quelonar(g) < r(g).

Soit g’ € G un autre élément tel que ¢ (g') = /; montrer quer(g) — r(g) € 7.

‘On notera r (k) la valeur modulo Z de 7 ( g), eton l'appellera le nombre de rotation de # € H.

Soient A, h, deux éléments de H qui sont conjugués. Montrer qu'il existe des éléments g, , g, de G défi-
nissant &, h, et g, € Gtelsque gfog, = g, © g; pour n €.N.En déduire quilexistea ER et f € R
telsquegl( x) + o <gr(g(x)) <gr(x) + B pour x € R,etenfinque r(h,) = r(hz)

. On fait 'hypothese que r(g) = 0.

On suppose 0 < g(0). Montrer que I'on a g"(0) < 1 pour n € Nx« (on pourra raisonner par I'absurde). En
déduire que la suite g"(0) a une limite x, € Ret que g(x,) = x,.

Si on suppose g(0) < 0, prouver de méme que g possede un point fixe.

Réciproquément, si g possede un point fixe x, € R, montrer que r(g) = 0.

. a Suppbsons que r(g) soit un rationnel’ L4 oup& Z et mE Nx. On pose f(x) = g”"(x) — p pour
' m .

x € R. Montrer que f posséde un point fixe x, € R.

b.. Montrer que & € H possede une orbite finie si et seulement si r (/) est un rationnel modulo Z.

Calculer r(h) lorsque h € H est la rotation R, d’ angle 2na (V01r I14.), lorsque h = h,, ol a € A,

b e A(v01rIIS) lorsque A = h, ol a € A(vmrHSe)

.On va établir maintenant une propriété de contlnulte de l'application g > r(g)de G dans R. Pour g € G,
g €G,onposed(g,g)= sup [g(x)—,g (x)].

0=sx=<1
a. Justifier l’existence duréeld (g, g'). Soient g, € G, gy, € G ete > 0.
Montrer qu il eXlSteT] > 0 tel que pourg € G, g € G lacondition (d (g, g(,) <mn etd(g,go) <m)
implique d (g &', g © &) <e.
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b, Considérons g € G etsoite > 0. On choisit q € Ny tel que:

pt 1.

p—1

2 - : .
Y <g puis pEZ tel que < r(g) < >

N Montrerquex+p— 1<gix)< x+p+1 pourtouthR

c. Montrerquﬂemstealorsé > 0telquex+ p-1+d=sgix)<x+ p+ 1 —6 pour x &€ R.

d. Montrer qu il existe n > O tel que pour g € G, la condition d (g, g,) < % implique d (g7, gf) < 6. En -

dedutrealorsx+p—- 1 <g‘1( )<x+p+ 1 pouerRpms

-1 + 1
Pq r(g)sp

etenfin |r(g — r(g)l <e.

IV. HOMEOMORPHISMES. DONT LE NOMBRE DE ROTATIONS EST IRRATIONNEL

On conserve les notations des parties Il et IIL. Soit & € H dont le nombre de rotatlons o= r(hn appar—

tient pas a @ modulo Z. Pour tout z € U, nous considérerons les deux suites P{z) = (h"(z)) e

1.

" Q(2) = (k~"(z)), ou n € N, dont la réunion constitue Porbite de z. Rappelons quon appelle valeur d’ adhe—
~ rence d’une suite (z )nE de nombres complexes, tout élément de C qui est limite d’une sous-suite de (z,,).

Smt % € U. Cons1derons des éléments m, n deNavec m <netJ= = [k (Zo), h”(zo)].
Montrer que pour k assez grand, les arcs de cercle ad]acents I b ”(J ), K2m=m(3), ..., hKm=n(J) recou-
vrentU.

En déduire que pour tout z; € U Iintersection de P(z,;) avec J est non vide. Montrer de meme que linter-
section de Q (z;) avec J est non vide.

Soient 7, et 2, deux elements distincts de U. Montrer que toute valeur d’adherence de la suite P(z,) est aussi
une valeur d’adhérence de chacune des suites P(z;) et Q(z;). :

Montrer de méme que toute valeur d’adhérence de Ia suite Q (z,) est une valeur d’adhérence de chacune des
suites P(z,) et Q(z,). '

. D’apres 2., 'ensemble X des valeurs d’adhérence de la suite P (z) est lerméme pour tous les éléments z de U. |
- IIne depend donc que de h e H. :

~a. Montrer que X est une partie | fermee de U, 1nvar1ante par h (telle que A (X) = X).

b. Montrer que X n’a pas de point isol¢, C’est- -a-dire que tout point z de X est limite d’'une su1te de points -

dlstmcts de X. \

" ¢. Montrer que cette partxe fermée X de U, mvanante par h est minimale dans le sens sulvant si une partle

" fermée Y de X est invariante par h, non vide, alors Y=X.

. Si X est distinct de U, on veut montrer qug X n est nulle part dense dans U, cest-a-dire ne contient aucun

arc J=[z,, 2], ol z; # z,, de U.

Supposons au contraire qu'un tel arc J = [z, , Z,] seit contenu dans X.

Soit z, € U. Montrer qu'il existe m, n € N avec m.# n_tels que Parc Jo=1h"(z,), h"(z,)] soit contenu
dans X. En considérant la réunion de J(,, h"~ "‘(J(,) . h" n=m(J.), montrer que X = U. -

. SiXest dlstmctlde U, montrer que k& ne peut pas étre conjugué de la rotation R, d’angle 2ma.
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