XMP 2016-2017 DS N°3 (3 heures)

Bien qu'elles présentent quelques points commnlaesgjeux parties constituant ce probléeme sont aksgement
indépendantes. La premiéere se place d'un poinudealgébrique, la seconde d'un point de vue argplgti

On noteA I'ensemble des suites de réels. On définiAsdieux lois de composition internes de la faconamtie :
n
si a=(a,) etb=(h) sont deux éléments de on posea+b=(a,+h) etalb=(c) avecg, = > ab, .
k=0

On peut vérifier (ce n'est pas demandé) (Aie) est un groupe commutatif, et que la loiest commutative, associa-
tive, et distributive par rapport a la loi +.

Les plus perspicaces d'entre vous auront reconnig,ete terme général de la série produit de Cauchy sfges
Zan et Zk%. Méme s'il est bien de l'avoir vu, cette constatahe sera guére utile dans ce probléme, mis & ¢gans
une question.

Partie |

0. Exprimer sous forme explicite (sans symbb)des réelsg,, ¢, c, et c; (cette question parfaitement creuse a pour
seul objectif de vous familiariser avec le fonctiement de la suitg).

1. Vérifier que la suite définie pargy =1 et €, =0 pour n=1 est élément neutre pour la [oi
Que peut-on en déduire concerngig,[) ?

2. Soitu la suite constante égale a 1.
a. CalculeruCu etulCulu.
b. Le sous-ensembl deA constitué des suites qui sont bornées est-il us-aaneau da ?

3. Soienta=(a,) etb=(h) deux eléementaon nulsdeA. On notea, et b, les premiers termes non nuls des suites
eth. Soitc=alb. Calculerc,, . Peut-on avoit =0 ?

Que peut-on en déduire concernant I'ann@gu,[) ?

4. Onrecherche dans cette question les élémentssiblass deA pour la loi L.
a. Soit a A. Prouver que pour quesoit inversible dan, il est nécessaire queg # 0.

b. Soit, réciproquement, une suéieleA telle quea, # 0.
Quel systéme infini d'équations doit vérifieewsuiteb = (3,) pour quealb=¢ ?
Prouver que ce systéme d'équations déterminetpotn une et une seule valeur @, puis conclure.

c. Exemple :
Déterminer l'inverse pour la ldi de la suitel constante égale a 1 évoquée a la queg&tion

5. SoitD le sous-ensemble deconstitué des suites ayant la propriété suivante :
alD - Om rOR tels queOnON, |g,|< mr".
On notera, c'est essentiel pour la suite, quaBiD, les m et r de l'inégalité précédente ne sontyraques et que

n'importe quelles valeurs plus grandes convieneagbre.
a. Prouver que la somme de deux élémentd @st encore un élément Be

b. Prouver que pour tout entisyon an+1<2".
En déduire que le produit (au sens de ld lpde deux éléments d®est encore un élément De
Que peut-on dire d@ vis-a-vis deA ?
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6. Soitaun élément d® vérifiant a; =1, etb son inverse pour la Idi.
a. Prouver l'existence d'un réRltel queOn0N, |a,|< R'.

b. Prouver pour tout entie‘rl‘inégalitém < (2R)". Que peut-on dire de la sulte?
c. Prouver, plus généralement, que l'inverse d'uneéiémversible d® est encore dar3.

7. Application
2
On choisit poun la suitea = ((—1)“(2)(—;)') , X étant un réel.

a. Prouver que la suite est un élément de.

b. Prouver que son inverdepour la loi C est de la formeb = (anz") ou (B,) est une certaine suite de réels ne
dépendant pas deque I'on ne cherchera pas a expliciter.

c. Prouver que la séri{an converge pour tout réel et que la sérieZlq1 converge pour tout réel vérifiant

|X <%.
+00 +00
d. Calculer, pourx| <—&, le produit > a,x > b, .
\/E n=0 n=0
Partie Il

Soitl un intervalle de la formg—-a,a[ aveca >0. Une fonctiorf del dansR, de classeC” surl , sera ditenaly-
tique sur I* si :

<mr",

(n)
Om, rOR tels queOxO |, f_|(x)

8. a. Prouver que la somme de deux fonctions analytiquelsest une fonction analytique dur

b. Aprés avoir justifié pouk (O[[0, n]] linégalité k!(n—K)!< d, prouver que le produit de deux fonctions analyti-
ques sut est une fonction analytique dur

c. Prouver que toute fonction polyndme est analytigpue n'importe quel intervallede la forme donnée).

d. Prouver que la dérivée d'une fonction analytiqud g3t une fonction analytique dufon pourra utiliser le résul-
tat de la questioB.b.).

9. Onfixe dans cette question une fonction analytiqser | =]-a, af telle queOxO1,

(n)
f_|(x) <smr" (m, rOR).
n!

a. Rappeler, sous leur forme la plus générale, lexréimées de Taylor avec reste intégral et de Taydmgrénge.

f40) «

b. Prouver que pour certaines valeursxdgque l'on précisera, la sérE X' est convergente de somme

f(x).

10. La fonction tangente est analytique s]w’—:, %,[[ .

a. Soit Q=3g,X"+...+ X +a, un polyndme réel de degnéx coefficientpositifs
Prouver quedt O [-1,1], |Q()| < Q(1) et|Q®)]<nQ().
b. Prouver, pour tout entigy, I'existence d'un polyndme rég), tel que :
_n P) y —
Ox O] o 2[, tan® x P,(tanx).

c. Prouver qu'un tel polyndme, est unique.

Yine s'agit pas la de la définition officielle deifonction analytique.
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d. Donner une formule de récurrence lidyf,; et B, et en déduire le degré d@& et le fait que ses coefficients
sont positifs.
e. Prouver qued< P, 4(1) < 2(p+1)R,(1) .
En déduire une majoration d®(1) valable pour tout entigy.

f. Prouver quelx ] - I [ |tarf® x| =|P (tanx)| < 2Pp! .
4’4 p

11. Une fonction de class€” qui n'est pas analytique.
1

On pose, pouxOR, x#£0, f(x) :e_? .
a. Déterminer la limitd def en 0.
On posera désormai$ (0) =1 .
b. Prouver que la fonctiohainsi prolongée en 0 est de clagge (on pourra poser I'hypothése de récurrence sui-
1
vante : "HQ) : la dérivéen-iéme def sur R* est de la forme, (l)e ¥ festde class€" surR et f™(0)=0".
X

c. Prouver qué n'est analytique sur aucun intervalle de la fojmer, a[ aveca >0.
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