Préparation a I'Agrégation Interne 2005-2006 F. Dupré

Ce devoir est constitué de deux problémes totalement indépendants.
PROBLEME 1

On notera N, I'ensemble des entiers compris entre 1 et n, n désignant un entier naturel non nul.

M, désigne l'algebre des matrices carrées d'ordre n a coefficients complexes, 0, la matrice nulle et I, la matrice
identité de cette algébre.

Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie, L(E) est l'algébre des endomorphismes de E. Etant donnés un
endomorphisme u et une base e de E, on notera M(u,e) la matrice de u dans la base e.

Pour Ae M, ,onnote A= [ai,jj ou a;; désigne I'élément de A situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne

j- 'A désigne la matrice transposée de A, et rg(A) le rang de A.
Pour i et j eléments de Ny, on note E;; la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a I'intersec-

tion de la ligne i et de la colonne j, qui vaut 1. La famille (Ei'j N2 estune base de M,.

)(ivj)e

La partie | n'a pas de rapport direct avec les parties suivantes qui, elles, sont intimement liées.
Partie |

On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme 1, +AE; ; avec A complexe et i différent de j.

1. a. Calculer les produits matriciels E;j.Ex.
b. Calculer le déterminant d’une matrice de transvection.

c. Calculer le produit de deux matrices de transvection. En déduire I’inverse d’une telle matrice.

2. Soit A un élément de M,
a. Montrer que I’addition a une ligne de A d’un vecteur proportionnel a une autre ligne peut se faire en mul-
tipliant A a gauche par une matrice de transvection.

b. Etablir un résultat analogue pour les colonnes.

3. Soit A = (a;;) un élément de M,. On suppose que la premiéere ligne ou la premiere colonne de A possede un
élément non nul.
Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M,, toutes deux produits de matrices de transvection, telles que la

matrice B = PAQ ait son terme en position 1-1 égal a 1, et tous les autres termes de sa premiere ligne et de sa pre-

miéres colonnes égaux a 0 (indication page suivante...).



(On pourra successivement envisager les cas suivants : i. a;; = 1 ; ii. Ji>1telque a;#0 ou a;#0 ; iii.

alyl 751 et vl >1, aiyl = alyi = O)

4. Soit A un élément non nul de M,, de rang égal ar.
Grace a un raisonnement par récurrence, montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M,, toutes deux produits

de matrices de transvection, telles que la matrice B = PAQ soit une matrice diagonale de coefficients b;; vérifiant :
i. bj=1pourl<i<r.
ii. b;=0 pouri>r.

iii. bj;=d avec d =1si r<n et d=det(A) si r=n.

5. Montrer que les matrices de transvection engendrent le groupe spécial linéaire d'ordre n.

Partie 11

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, et u et v deux endomorphismes de E fixés. On pose
A(u,v) = {uofov, f e L(E)}.

1. Montrer que A(u,v) est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. Montrer (délicat, mais important et instructif...) que pour tout ¢ de L(E),
$ € A(u,v) < Kerv < Kerg et Im¢ < Imu.

3. Soit F un supplémentaire de Kerv dans E. Montrer que les espaces vectoriels A(u,v) et L(F, Imu) sont isomor-

phes. En déduire la dimension de A(u,v).

Partie 111
Pour toutes matrices A et B de M,,, on pose :

M,—>M,
fap):
AB7 % s AXB

1. Montrer que fi, g estlinéaire.



2. Montrer que l'application (A,B) — f, g, est bilinéaire de M, x M, dans L(M,), et que pour toutes matrices A,

B,CetDdeM,ona:

fias)0fc.0) = fac.epy

3. Déterminer le rang de f(, g en fonction des rangs de A et de B.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f(, gy soit bijectif. Donner dans ce cas une expression

de fig. A quelle condition fy g, est-il nul ?

4. a. Soit M = [mi’j] un élément de M,. Calculer f(qu,E,s)(M)' Retrouver alors la valeur du rang de f(qu,Ers) et

donner une base de son image.

b. Montrer I'existence d'un complexe A (que I'on explicitera) tel que :

fe, o100 fam0 e, 1) = M, by

p
5. Soient Ay, A, ..., A, By, By, ..., B, 2p éléments de M, (p entier non nul). On pose f — z fa B
k=1

a. On suppose que les p matrices By sont linéairement indépendantes. En utilisant ce qui précéde, montrer
que f est I'application nulle si et seulement si toutes les matrices A, sont nulles.

b. Etablir un résultat analogue en supposant l'indépendance linéaire des matrices A,.

6. Montrer que la famille (f(qu,Ers)) est une base de L(M,).

(p.q,1,8)eN?

7. Soit f un élément non nul de L(M,), et D¢ I'ensemble des systémes (A, A, ... , Ay, B1, By, ..., Bp) d'éléments
p
non nuls de M, tels que f = Z fia.g,- Une telle relation définit une décomposition de f de longueur p.
k=1
a. Montrer que Ds est non vide.
1]
b. Montrer que f admet une décomposition de longueur minimum p, et que si f :z fa.) €stune telle
k=1

décomposition, les u matrices Ay qui la constituent sont linéairement indépendantes, de méme que les u matrices By.



Partie IV

Dans cette partie, on s'intéresse a I'ensemble I des éléments f de L(M,), bijectifs, tels que :
YXY e M,, f(XY) = fX)f(Y).

1. Quelles sont les matrices qui commutent avec toutes les autres ?

2. Déterminer I'image de I, par un élément quelconque de T'.

n
3. SoitfunélémentdeT, et f = Z fa.g,) Une décomposition de f de longueur minimum.
k=1

a. Montrer que pour tout k de N,, et tout X de My, on a les relations X B,="B, f(X) et A X = f(X)A,.
En déduire que pour tout i et tout j de N, et tout X de M, ona A'B; f(X) = f(X)A'B;.
b. Démontrer (attention) que pour tout i et tout j de N, AtBj est une matrice scalaire, puis que l'une au

moins de ces matrices est non nulle.

Calculer alors p.

4. Déterminer I

PROBLEME 2

Le but de ce probléme est d’étudier le comportement de la suite des puissances d’un endomorphisme ¢ d’un C-
espace vectoriel de dimension finie E.

L(E) désignera I’algébre des endomorphismes de E, et k la dimension de E.

E sera supposé muni d’une norme || | .

On rappelle que I’on définit une norme sur L(E) en posant, pour tout élément f de L(E) :

| ]/ =sup{| 109 x < E.[ ] =1}.
Partie |

1. Soit (¢,) une suite d’éléments de L(E). Prouver que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :



i. Lasuite (¢,) estconvergente dans L(E).
ii. Pour tout x de E, la suite (¢,(x)) converge dans E.

iii. Etant donnée une base (e,,...,e,) de E, les k suites (<1>n(t=,~,))n , pour 1<i <k, convergent dans E.

2. De maniere analogue, donner sans démonstration deux énoncés équivalents a I’énoncé suivant :

"la suite (¢,) est bornée dans L(E)".

3. Soit ¢ un endomorphisme de E. Prouver que pour que la suite de ses puissances soit bornée, il est nécessaire
que toutes les valeurs propres de ¢ soient de module inférieur ou égal a 1.

Prouver par un exemple que cette condition nécessaire n’est pas suffisante.
Dans la suite de cette partie, ¢ désigne un élément de L(E) tel que la suite (¢") soit bornée.

4. a. Soit A une valeur propre de module 1 de ¢ (en supposant qu’il en existe une !). Soit x un élément du noyau
de I’endomorphisme (¢ —Ald)?. Exprimer, pour n entier naturel non nul, le vecteur ¢"(x) en fonction de x et de
y = ¢(x) —Ax . En déduire que x est dans le noyau de ¢—Ald .
Prouver alors que E est somme directe de Ker(¢—Ald) et de Im(¢—Ald).
b. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice M de ¢ s’écrit par blocs :
v -[83
ou D est une matrice diagonale — éventuellement de taille nulle — dont les éléments diagonaux sont tous de module

1, et A une matrice carrée dont les valeurs propres sont toutes de module strictement plus petit que 1.

(Indication : On pourra constater que Im(¢—2Ald) est stable par ¢, et procéder par récurrence.)

c. A désignant une valeur propre de module 1 de ¢, que peut-on dire de la dimension de I’espace propre

correspondant ?

Partie 11

1. a. Soit A un complexe de module strictement plus petit que 1, et N une matrice nilpotente. Prouver que la

suite des puissances de la matrice J =Al,+ N tend vers zéro.
b. Soit A une matrice carrée complexe dont toutes les valeurs propres sont de module strictement plus petit

que 1. Démontrer, en utilisant le théoréme de réduction spectrale (?), que la suite (A") tend vers zéro.



2. En déduire que la réciproque du résultat établi dans la question 1.4.b. est exacte, a savoir que si un endomor-
phisme ¢ de E posséde dans une bonne base une matrice du type décrit dans cette question, alors la suite (¢") de ses

puissances est bornée.

3. Etant donné un endomorphisme f de E, déduire de tout ce qui précéde une condition nécessaire et suffisante
pour que :
a. lasuite de ses puissances tende vers zéro.

b. lasuite de ses puissances soit convergente.

Partie 111

On donne p complexes ay, ay, ..., a,_; et on considere I’espace F des suites complexes (u,) Vvérifiant la récur-

rence linéaire :

vneN, un+p = ap—lun+ p1t...t &Un g+ 3gUp.

1. Etant donné un élément u = (u,) de F, quelle relation matricielle intéressante obtient-on en posant, pour tout n
deN: X,=| Y |2
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que :

a. tout élément de F soit une suite bornée.

b. tout élément de F soit une suite convergente.
Partie IV
On étudie ici un algorithme itératif permettant d’inverser les matrices dites "a diagonale dominante".
1. a. Soit M = [mi'jJ une matrice carrée complexe d’ordre n, telle que pour tout entier i plus petit que n, on ait

|mi]i| > Z|mi’j| (une telle matrice sera dite a diagonale dominante). Prouver que M est inversible.
j#i



b. Soit N = [ni]jj une matrice carrée complexe d’ordre n. Prouver que toute valeur propre complexe de N est

dans la réunion des disques de centre n;; et de rayon Z|ni’i| .
j#i

On fixe dans la suite une matrice A= [ai'jj a diagonale dominante.

2. Onpose A=D-+G ou D est une matrice diagonale et G une matrice de diagonale nulle.

a. Veérifier que A et D sont inversibles, et que I’équation AX =B est équivalentea X = AX +B',oul’'ona
posé A =-D'G et B=D"'B.
b. Prouver que le module de toutes les valeurs propres de A’ est strictement plus petit que 1.

¢. Soit L I"'unique solution du systeme AX = B. On définit une suite (X;) en choisissant une matrice co-
lonne X, guelconque et en posant, pour tout entier k : X, = AX, +B".

En étudiant la suite (X, — L), montrer que la suite (X)) converge vers L.

Fin du devoir, bon courage et bonnes vacances !
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