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Intégrales et primitives

Pour ce chapitre, a < b sont des réels.
Si f, g sont deux fonctions définies sur [a,b] et & valeurs réelles, la notation f < g signifie
que f (z) < g(z) pour tout x € [a,b].

1.1 Subdivisions. Intégrale des fonctions en escaliers

Pour ce paragraphe, a < b sont des réels et f est une fonction de [a, b] dans R.

Définition 1.1 Etant donné un entier naturel non nul n, on appelle subdivision d’ordre n de
Vintervalle [a, b] toute suite 0 = (ax)ocp<, de n+ 1 réels telle que :

w=a<a <---<a,=>b

Le réel :

0(0) = max (ap+r —ax)

(a savoir la longueur du plus grand intervalle de la subdivision o) est le pas de la subdivision o.

On notera X, ’ensemble de toutes les subdivisions de [a, b] .
Si 0 = (ak)g<p<, st une subdivision de [a,b], on alors la partition :

0.8 = {0} U Jac. o] = U lan i [U (3}

Exemple 1.1 Pour n > 1, la subdivision o, a pas constant est définie par les points :

Le pas de cette subdivision est 6 (0,) =

Définition 1.2 Soient o = (ax)ycp<,, €t 0" = (a})g<pepny deur subdivision de [a,b] .
On dit que o' est plus fine que o (ou que o est moins fine que o’) et on note o C o’ si :

{a'()?al)"' aa'n} C {aé)aallv"' 7a;1’}

(on a doncn <n').
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Exemple 1.2 La subdivision (a,b) est moins fine que toute subdivision o € .

Cette relation d’inclusion est une relation d’ordre partiel sur I’ensemble des subdivisions ¥,
de lintervalle [a, b] .

Exercice 1.1 Soit o/ = (a%)ogkgn/ € Xap plus fine que o = (a’k>0§k§n € Xap-

1. Montrer que pour tout j compris entre O et n' — 1, il existe un unique entier k compris

entre 0 et n — 1 tel que [a},d ] C [ar, ars] .-

2. En déduire que 0 (') < (o).

Solution 1.1

1. Pour tout j compris entre 0 et n' — 1, il existe un unique entier k compris entre 0 et n— 1
tel que a); € [ak, axy1| et nécessairement aj,q € lag, axs1] . En effet, dans le cas contraire,
on aap < ay < appy < djyy et app & {ag, ay, - an}, ce qui contredit le fait que o C o’
On a donc [a;, a;+1} C [ak, apy1] et afyy —a < ap —ap, <5(0).

2. Il en résulte que 6 (o) = o x| (af41 —aj) <6 (0).
Si 0 = (ak)gcpen €t 0" = (a})g<pe,y sont deux subdivisions de [a,b], on peut alors les

. . P -
combiner pour former une nouvelle subdivision 0" = (a})<j<,,» 011 :

{a6’7... ’CLZ” = {CLo,"' ,an}U{af),"' ,a;,}
et max(n,n’) < n” < n+n' (on élimine de ¢’ les points qui sont déja dans o). On note
o' =0Udo".
Cette partition o U ¢’ est plus fine que o et o’.
Si a < ¢ < b, pour toutes subdivisions o = (ak)gcpe, de [a,c] et oy = (a))gcpe,y de
[c, b] , 1a réunion : o o

/ /
U:(@(]?"' y p—1,C, Ay, " 7an’)

est une subdivision de [a,b]. On la note oy, q V 0cp).

Définition 1.3 On appelle fonction en escaliers (ou fonction constante par morceauz) sur
la,b] une fonction f pour laquelle il existe une subdivision 0 = (ak)gcp<, € ap telle que f soit
constante sur chacun des intervalle |ay, axy1[ (0 < k <n —1). Dans ces conditions, on dit que
o est une subdivision adaptée a f.

On note & ([a, b]) 'ensemble des fonctions en escaliers sur [a, b] .

Remarque 1.1 On définit de maniére analogue les fonctions en escaliers a valeurs dans un
espace vectoriel normé E.

Remarque 1.2 Une fonction en escaliers (G valeurs réelles ou dans espace vectoriel normé)
est bornée puisqu’elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs (les A\ et les f (a;)).

Remarque 1.3 Il n’y a pas unicité des subdivisions adaptées a une fonction en escaliers. En
effet si 0 = (ar)ocp<n, € Zap est adaptée a f € E([a,b]), alors toute subdivision plus fine
o = (ag)ogkgn' € Y, est aussi adaptée a f puisque chaque intervalle [a},agﬂ} est contenu
dans un intervalle [ay, ar1] et f qui est constante sur |ay, apsr[ Uest aussi sur |}, al,, .

La moins fine de toutes ces subdivisions est celle définie par a,b et tous les points de discontinuité
de f.
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Exemple 1.3 La fonction partie entiére x — [x] est en escaliers sur tout segment [a,b] .

Exercice 1.2 Montrer que € ([a,b]) est une R-algébre commutative et que, pour toutes fonc-
tions f,qg dans & ([a,b]), les fonctions |f|, inf (f,g) et sup (f,g) sont dans € ([a,b]).

Solution 1.2 Les fonctions constantes sont en escaliers, donc f € € ([a,b]) est non vide.

St 0 = (ak)gep<, €st une subdivision adaptée a f € & ([a,b]), les fonctions \f (pour tout réel
\) et |f| sont alors constantes sur chacun des intervalle |ay, ap1| (0 < k <n—1), donc \f et
|f| sont en escaliers et o est aussi adaptée a ces fonctions.

Si o' = (a})g<p<p €St une subdivision adaptée a g € € ([a,b]), la subdivision plus fine o U o’ est
adaptée a f et g, donc a f+ g et fg et ces fonctions sont en escaliers, ce qui prouve que f+ g
et fg sont dans f € € ([a,b]).

Donc € ([a,b]) est une R-algébre et il est clair qu’elle est commutative.

Il en résulte que pour f,g dans f € € ([a,b]), on a :

i (1,0 = 2322 e e g et sup (s

_frg g [l
92 + 2

€ fe&([ab])
Si f € E([a,b]) et 0 = (ar)ycp<, € Xap est une subdivision adaptée a f avec :
Vk € {07 >n_1}7 Vi e]almak-i-l[a f($) :Ak

on note alors :

I(f,0) =) (ar —ar)
=0

Nous allons vérifier que cette quantité [

~—~

f,0) ne dépend que de f.

Lemme 1.1 Si f € £ ([a,b]) et 0,0’ sont deux subdivisions adaptées a [ telles que o C o', on
a alors :

I(f,0)=1(f0)

Démonstration. On a 0 = (ax)gcpe,, C 0 = (a},)gcpe,y avec p=mn'—n > 0.

On fixe o et on raisonne par récurrence sur p. o

Pour p =0, on a 0 = ¢’ et le résultat attendu est évident.

Pour p = 1, la subdivision ¢’ est déduite de ¢ en lui ajoutant un point a ¢ {ag, as, -+ ,a,} .
Si j est l'unique entier compris entre 0 et n — 1 tel que « € |a;, aj11[, on a alors :

/
o :(aOa"' y Ajy O, O,y e e >an>

la fonction f est constante égale a \; sur Ja;, o[ U |, ajiq] et :

3
—

I(f,0") =) (ary1 —ax) M + Ay (aj1 — @) + Ny (@ — a41)

3
[y
— .0

(akt1 —ax) e = I (f, 0)

iy
o

Théoréme 1.1 Si f € £([a,b]) et 0,0 sont deux subdivisions adaptées & f, on a alors :

I(f,0) =1(f0)
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Démonstration. La subdivision o U ¢’ étant plus fine que o et ¢’ et adaptée & f, on a :

I1(f,0) = 1(f,0Ud’) = [(f.0)

[ |
Le théoréme précédent nous dit que le réel I (f, o) ne dépend que de f € & ([a,b]) et pas
d’une subdivision adaptée a cette fonction, ce qui nous permet de donner la définition suivante.

Définition 1.4 Soit f une fonction en escaliers sur [a,b]. L’intégrale de Riemann de [ sur
[a,b] est le réel :

H

n—

/ f(x (ap41 — ag) Ai

0

£
Il

0l 0 = (ak) gy € Lap est une subdivision adaptée a f telle que pour tout k compris entre 0
et n — 1 et tout © € |ag, agi1[, on ait f(x) = Mg

On prolonge cette définition dans le cas ou b = a, en posant :

JECEE

Exemple 1.4 Une fonction f : [a,b] — R constante égale a A sur |a, b[ est Riemann-intégrable

et on a : /f o

Avec le théoréme qui suit, on donne les propriétés essentielles de I'intégrale de Riemann des
fonctions en escaliers sur [a, b] .

Théoréme 1.2 Soient f,g dans € ([a,b]) et X un réel.

1. Si f est nulle sur [a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors / f(z)dx =0.
2.
b b b
[ 0@+ g@yde =2 [ f@drt [ g
(linéarité de lintégrale).
b
3. Si f =g sur[a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors / f(z)dz = / () dx

(on ne change pas la valeur de 'intégrale si on modifie une fonction en escaliers en un
nombre fini de points).

b
4. St f(z) > 0 pour tout x dans |a,b] privé d’un nombre fini de points, on a / f(z)dz > 0.

5. Pour tout segment [, 5] C [a,b] avec o < B, la restriction de f a [a, B] est dans € ([«, 5])
3 b
et, dans le cas ou [ est a valeurs positives ou nulles, on a / f(z)dr < / f(z)dz.

6. Si f(x) < g(x) pour tout x dans |a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors

/f x dxg/bg(x)dx.
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7. La fonction |f| est en escaliers et :

b
[ s
8. Pour tout ¢ € |a,b], on a :

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx

< [Vl

(relation de Chasles).

Démonstration.

1. Si f est nulle sur [a,b] \ {a1, -+ ,ap_1}ona<a; <--- <a,—; <b, en notant ag = a et
a, = b (dans le cas ot a; = a [resp. a,—1 = b|, on décale judicieusement les indices), la

b
subdivision o = (ay) <<, est alors adaptée a f et on a / f(x)yde =1(f,0)=0.

2. Toute subdivision o = (ay)y<;<, adaptée a f est aussi adaptée a Af et :

b b
/)\f(x)dx:]()\f,a):)\l(f,a) :)\/ f(z)dz

a

Pour toute subdivision o’ = (a})<;<,, adaptée a g, la subdivision plus fine o U o’ est
adaptée a f et g, donca f+getona:

/(f(w)+g(rc))dw=1(f+g,au<f’)=I(f,crU0’)+1(g,0Uff’)

:/abf(.r)d:v—l—/abg(x)da:

3. Si f = g sur [a,b] privé d'un nombre fini de points,on a alors f — g = 0 sur [a,b] privé

b
d’un nombre fini de points, donc / (f (x) — g (x))dz =0 et par linéarité de l'intégrale,

/abf(.r)d:v:/abg(x)dx.

4. En modifiant au besoin f en un nombre fini de points, on se raméne & f (x) > 0 pour
b
tout x € [a, b] et dans ce cas, il est clair que / f(z)dx > 0.
a

5. Soit 0 = (ag)ycpe, € Lap une subdivision adaptée a f. Il existe deux entiers i < j
compris entre 0 et n — 1 tels que o € [a;,a;11] et B € [a;,a;41] et la subdivision o/ =
(o, @iy1,- -+, a5, 3) est alors adaptée a f.5 qui est donc dans & (o, 5]) .

Pour f a valeurs positives, on a :

8 i1
/ f@)de = (a1 — ) A+ S (@ —a) v+ (8 — a;) Ay
« k=i+1
b

SZ(ak—H_ak))\kSI(f»U): f(x)dx

k=i a

(pour @ = @41, ou B =a;, ou j =1, ou j =i+ 1, le terme correspondant est nul).
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6. Résulte de g — f > 0 sur [a, b] privé d’'un nombre fini de points.

7. Soit 0 = (ak)ogkgn € X, une subdivision adaptée a f telle pour tout k compris entre
0et n—1cet tout x € |ag, ars1[, on ait f(z) = A\x. Comme |f (z)| = |M\k| pour tout
x € |ag, ary1| et tout k compris entre 0 et n — 1, on a |f| € € ([a,b]) et

n—1 n—1 b
— > (e @)\ £ Y (e~ a0 el = [ 1 @] da
k=0 k=0 a

8. La restriction de f € & ([a,b]) & tout segment [a, 5] C [a,b] est dans & ([o, 5]) et les
fonctions fi, fo définies sur [a,b] par :

f(x) siz€la,c 0sixé€[a,c
fl(x):{OSixE]c,b] f2(x):{f(a:) siz € le, b

sont dans & ([a, b)) avec f1 + fo = f, donc :
b b b c b
/f(x)dx:/fl(x)d:p+/fg(x)dx:/f(m)dx+/f(:p)dm

Exercice 1.3 Soit f € £ ([a,b]). Montrer que la fonction F' définie sur [a,b] par :

:/jf(t)dt

Solution 1.3 On a vu que pour tout x € [a,b], la restriction de f a [a,x] est en escaliers, donc
la fonction F est bien définie sur [a,b].
Soit 0 = (ak)ogkgn € Xap adaptée a f.

Pour tout x € [ag,a1], on a :
— [ 1®d= (-0

et pour tout k compris entre 1 et n — 1, tout x € [ay, ags1], on a :

/f ﬁ+/f

—Z Ajy1 — )\ —i—(x—ak)/\k

est affine par morceauz et continue.

Cette fonction I est donc affine sur chaque intervalle [a, ag,1] .
Sur chaque intervalle |ay, ar41], elle est continue et avec :

0=F(a)= lim F(x)

z—at

T
L

(@j41 —a;) \j = F(ag) = lim F (z) = lim F(x)

+ —
x—)ak x—mk

<
I
o

on déduit qu’elle est aussi continue en chaque point ay.
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Exercice 1.4 Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par a, la fonction qui a tout réel
x appartenant a [0, 1] associe la n-éme décimale dans le développement décimal propre de x si
x € [0,1] (voir le chapitre 3 du volume 1) et 9 si x =1 (pour x =1 on utilise le développement

1
décimal illimité impropre). Vérifier que a,, est une fonction en escaliers et calculer/ a, (z)dzx.
0

Solution 1.4 On rappelle que pour x € [0,1[, on a a, (x) = [10"z] — 10 [10""'z]. Pour tout

ko k+1
i {,onaan(x):k’—lo[lon_lx].Deplus

tier k s entre 0 et 10" =1l etz € | —, ——
entier k compris entre 0 e et x LOn? 10n

avec .

10 [10"'z] < 10"z < k+1

on déduit que

k
(10" 2] < 5 < 10" e < [10" 1] + 1
kK k+1 k
— | =[10""a]. L on a, L sgale o k — 10 |— | .
et [10 [ 0 $] a fonction a, est donc constante sur [10”’ o [ égale a 0 LO}

La fonction a, est donc en escaliers et son intégrale sur [0,1] est donnée par :

10" -1

/Olan(x)dx:% > (k:—lo [%D

k
En remarquant que la fonction ¢ : k+— k—10 [1—0} est périodique de période 10 et en écrivant

tout entier k compris entre 0 et 10" — 1 sous la forme k = 10g +r avec 0 < ¢ < 10" ! — 1 et
0<r<9 0na:

10m"=1-1 9

! 1 1 o 45
n d [ — = — = —
/oa (@)dr = 152 q:ZO ;“O(T) 10;T 10

1.2 Fonctions Riemann-intégrables

Définition 1.5 Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable sur [a,b] si pour tout réel
e > 0, il existe deux fonctions en escaliers o, sur [a,b] telles que :

wéfédeS/CW@—¢@DWS€

On note R ([a, b]) Pensemble des fonctions & valeurs réelles Riemann-intégrables sur [a, b] .

De I'encadrement ¢ < f < 1) avec ¢, en escaliers, on déduit qu'une fonction Riemann-
intégrable sur [a, b] est nécessairement bornée.

Il est clair que & ([a,b]) C R ([a,b]) (pour f € £ ([a,b]), prendre ¢ = f = ).

Exercice 1.5 Montrer que si f € R ([a,b]), alors sa restriction a tout segment [cv, 3] contenu
dans [a,b] (avec o < B) est intégrable sur [, B].

Solution 1.5 Pour tout réel ¢ > 0, on peut trouver deuz fonctions en escaliers v,V sur |a, b
telles que :

b
p<fva0s [ -p@)dr<e
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En notant encore v, les restrictions de ces fonctions a [«, 5], on a des fonctions en escaliers
sur [a, B] telles que ¢ (x) < f(x) < (x) pour tout x € |o, (] et :

B b
0< [ @) -e@)trs [ @) - ez
puisque Y — @ est en escaliers positive. Donc fija,5 € R ([ov, f]) .

Exercice 1.6 Montrer que la fonction caractéristique de Q définie surR par f (z) =1siz € Q
et f(x) =0 sinon n’est pas Riemann-intégrable sur [a,b].

Solution 1.6 Pour toute subdivision 0 = (ax)y<;<, de [a,b] adaptée a une fonction en escaliers
Y telle que f <, il existe dans chacun des intervalles |ay, apy1| au moins un nombre rationnel
1 (densité de Q dans R), donc ¢ (z) = (ry) > f (rx) = 1 pour tout x € |ag, ar1| et :

,_.

n— n—1

/ ¥ (x (Apg1 — ax) Z apy1 —ag) =b—a

0 k=0

?

Pour toute subdivision 0 = (ay)o<y<, de [a,b] adaptée a une fonction en escaliers ¢ telle que
¢ < f, il existe dans chacun des intervalles |ag, ax.1[ au moins un nombre irrationnel py (densité
de R\ Q dans R), donc ¢ () = ¢ (pr) < f(px) = 0 pour tout x € |ay, ar41[ et :

b n—1
/ v = (a1 —ar) ¢ (p) <0
@ k=0

b
On a donc / (Y (z) — ¢ (x))dr > b— a pour toutes fonctions ¢, dans & ([a,b]) telles que

b
o < f < et linégalité / (Y (x) — ¢ (x)) dx < € ne peut étre réalisée pour € € ]0,b — al.

En définitive, la fonction f n’est pas Riemann-intégrable sur [a,b].

Pour toute fonction f € R ([a,b]), les ensembles :

B ={[ewarloeean aosrs)

E+<f>={/ab¢<x>dx|¢ee<[a,b]> etfs¢}

sont non vides dans R. , ,
Pour tout élément o = / ¢ (x)dx de E_(f) et tout élément 8 = / Y (z)dx de E4 (f), on

ap<f <, donc: . ,
az/@(m)dajgﬂz/w(x)dx

c’est-a-dire que F_ (f) est majoré par tout élément de F. (f) et Ey (f) est minoré par tout
élément de E_ (f).
On peut donc poser :

I—(f)=supE—(f)=sup{/w(x)dxlsoegda,b]) etsoéf}
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et :
b
L«ﬂznﬁﬂmﬂ=nm{/dmwwwwesqmm>afsw}

Par définition des bornes inférieure et supérieure, on a I_ (f) < I, (f). En effet pour tout
BeEL(f),onal (f) <p puisque f majore E_(f) et I_(f) =sup E_ (f) est le plus petit
des majorants, donc I_ (f) < I, (f) puisque I, (f) = inf E, (f) est le plus grand des minorants.

Pour tout réel € > 0, on peut trouver deux fonctions ¢ et ¢ dans & ([a, b]) telles que :

b
p<fvens [ -p@)d<e
Comme&:/bcp(x)deE(f) etB:/bw(:U)deEJr(f),ona:

0< L. (f /¢ dx—/ (x)dm:/ab(@/)(a:)—go(x))dxge

et il en résulte que I, (f) — I (f) =0, soit I (f) =1_(f).

On peut donc donner la définition suivante.

Définition 1.6 L’intégrale de Riemann d’une fonction f € R ([a,b]) est le réel :

/abf(x)dxzsup{/abgo(x)dx]¢eg([a7b]) etgogf}
:inf{/abw(x)d:c]weg([a’b]) 6tf§w}

Exemple 1.5 On a vu que toute fonction f en escaliers sur [a,b] est Riemann intégrable et pour

b b

toute fonction ¢ € € ([a,b]) telle que ¢ < f, on a / @ (z)dx < / f(z)dx avec f € E_(f),
b a a

done I_(f) =sup E_ (f) —/ f(x)dx

On vérifie de maniére analogue que I, (f) = / f () dx. Tout cela est don cohérent.

Théoréme 1.3 Soit f : [a,b] — R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. feR([a,b]);

2. il existe deuxr suites (pn),en €t (Vn)nen de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que :

VnEN, g < f <t (1.1)
et :
b

lim (Y () — @ (z))dz =0 (1.2)
n—+o0o

Dans ce cas, on a :

b b
[r@a=tm [ m [
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1
Démonstration. Soit f € R ([a,b]). Prenant, pour n € N, ¢ = T on peut trouver
n

©n, Uy dans € ([a, b]) telles que ¢, < f <1, et :

1
%
n—+ 1 n—+oo

b
0< / (6 (&) — g (1)) di <

La réciproque est évidente.
Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure, pour tout entier n € N, on
peut trouver deux fonction en escaliers ¢,, ¥, telles que ¢, < f <, et :

1
n+1

1

I (f)- </<Pn(w)dﬂf§f(f)=f+(f)§/wn(x)df€<1+(f)+

avee L () = 1- (/) = [ 1 @)

Il en résulte que :

n+ 1 notoo

b b
OS/f(.:l:)dac—/gpn(x)alar:<L — 0

— 0
n—+ 1 notoo

Og/ab¢n(x)dx—/abf(x)dx<

|

Le résultat qui suit est plus commode que le précédent pour démontrer les principales pro-

priétés de l'intégrale de Riemann et il nous permettra d’étendre notre définition au cas des
fonctions a valeurs dans un espace de Banach.

Théoréme 1.4 Soit f : [a,b] — R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f € R([a,0]);

2. il existe deuz suites (¢n),cy €t (On),cn de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que :

VneN, |f—on <6,

n—-+o0o

b
lim /Qn (x)dz =0
Dans ce cas, on a :

b b
/ f(z)dx = lim on (z) dz

n—-+o00 a

Démonstration. Soit [ € R ([a,b]). Il existe deux suites (¢n), ey €t (¥n),en de fonctions
en escaliers sur [a, b] telles que :

VneN, ¢, < f <,

et :
(wn (I) — Pn ($)) drx =0

En notant, pour tout n € N, 0, = ¥, — ¢, on a |f —p,| < 6, avec 0, € & ([a,b]) et
b
lim 0, (x)dz = 0.

n—-+00 a

lim

b
n—-+o0o a
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Réciproquement, si (¢n),,cy €t (0n),,cn sont des suites de fonctions en escaliers sur [a, b] telles
que :
VneN, |f—eu] <6,

et
b

lim 0, (x)dx =0

n—-+4o0o a

en notant, pour tout n € N, o, = ,, — 0, B = 0 +60,, 0n a o, < f < 5, avec «, et 5, en
escaliers telles que «,, < f < 5, et

lim M/%(Bn(x)——an(x))d17::2 lim M/%Hn(w)dx::()

n—+o0o a n—-+00 a
b b b
donc f € R ([a,b]) et /a f(z)dx = nl—lgéo/a a, (r)dx = n1—1>I—|I—1oo/a on () dz. n

Avec le théoréme qui suit, on vérifie que I'intégrale de Riemann sur R ([a, b]) vérifie les mémes
propriétés sur &€ ([a,b]) .

Théoréme 1.5 Soient f,g dans R ([a,b]) et X un réel.

b
1. Si f est nulle sur [a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors / f(z)dx =0.

2. Mf + g est Riemann-intégrable et :

/ab(Af(x)Jrg(x))dx:A/abf(x)der/abg(m)dx

(linéarité de lintégrale).

3. Sih = f sur[a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors h € R ([a,b]) et /bf (x)dx =
/bh (x)dx (on ne change pas la valeur de lintégrale si on modifie une fonction intégrable
e;lz un nombre fini de points).

4. St f(x) >0 pour tout x dans [a,b] privé d’un nombre fini de points, on a /bf (x)dx > 0.

5. 5 f(zr) < g(x ) pour tout x dans [a,b] privé d’un nombre fini de points, on a alors

/fx g/(@m

6. La fonction |f| est dans R ([a, b)) et

x)dx

b
< [ @l
7. Soit ¢ € ]a,b].

La fonction f est Riemann-intégrable sur [a,c| et [c,b] et on a

/f m_/f m+/f

(relation de Chasles).
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Démonstration.

1. Une telle fonction est en escaliers et dans ce cas le résultat a été prouvé.

2. Soient (¥n),en s (Wn)nen > (On)nen €6 (Xn)nen des suites de fonctions en escaliers sur [a, b]

telles que :
b b
i [0 @s= i [ de =0

b b b b
/ f(z)dr = lim on (7) dx, / g(x)dxr = lim U, () dx

n—-+oo a n—-+oo a
Les suites (MA@, + Wp),cn €t (|A] 0 + Xn),en Sont des suites de fonctions en escaliers telles
que :

Vn e N, [Af+9g— Aen + )| < A = @nl + g = Wl <A 0n + X0

et :
lim / (M 0n (2) + X () d = 0

n—-+o0o

donc A\f + g € R ([a, b)) et avec :

b b b
/ (A () + g (2)) dr — / (Apn () + T, (2)) d| < / (N 6 (2) + X0 (2)) di

on déduit que :
b

b b b
/()\f(x)+g($))da:: lim ()\gpn(as)+\11n(x))d:v:)\/f(x)dx+/g(:1:)dx

n—-+o00 a

3. Si h = f sur [a,b] privé d’'un nombre fini de points, on a alors h — f = 0 sur [a, b] privé
d’un nombre fini de points, elle est donc en escaliers d’intégrale nulle et h = (h — f) + f
est intégrable avec :

/abh(x)dx:/ab(h(fv)—f(x))dx+/abf(x)dx:/abf@)dx

4. En modifiant au besoin f en un nombre fini de points, on se raméne & f () > 0 pour
tout = € [a,b]. Dans ce cas, on a 0 € E_ (f) et /bf(:v)dx =1_(f)>0.
5. Résulte de g — f > 0 sur [a, b] privé d’un nombreaﬁni de points.
6. Soient (n),cy €t (0n),cn des suites de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que :
VneN, |f—on <0,
b

b b
lim 0, (x)dxr =0 et / f(z)dr = lim on () dx

n—+o0o a n—-+4o0o a

Les fonctions |¢,| sont en escaliers telles que :
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donc [f| € R ([a,b]) et avec :

[t @lde= [Clen@lde| = | [ (15 @] lew @) da

s/ab||f<x>|—|son<x>||dxs/aben<x>dx
wl < i [len@ia= [ sl

7. Vérifions que les fonctions fi, fo définies sur [a, b] par :

rw={ s 03T = S0y s

0sixé€l]eb

on déduit que :

b

SOn(

sont dans R ([a, b]) et que :

/f1 d:v—/f da:/fg dx—/f

En effet, si (¢n),cn et (0n),en sont des suites de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que :

VneN, |f —pn[ <0,

b b b
nl—lgloo/a 0, (z)dx =0 et /a f(x)de = n1—1>r-ll—loo/a ©n () dz

les suites <90$11)> et («9&”) définies par :
neN neN

1) () = {gpn(x)sixe[a,c] 00 (z) = {Qn(x)sixe[,c]

n 0sixé€]eb " 0sixzé€leb

sont dans & ([a, b]) telles que :

] < o

b c b
OS/HS)(:E)UZQ::/Gn(a:)dazg/Gn(a:)dx = 0
a a a n—-+0o0

donc f1 € R ([a,b]).
Puis avec :

/f1 dx—/f ) dz /f1 da:—/gon (x)dx| + /abgog)(:c)dx—/acf(x)dx

g/ ‘fl(x)d:v—gps)(a:)’da:—i—/cwn(x)dx_f(w)’dx
g?/cen(x)dx — 0

n—r—+00
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/abfl(x)dx:/acf(x)dx

b b
On vérifie de maniére analogue que fy € R ([a,b]) et / fo(x)de = / f(z)dx.
Enfin avec f; + fo = f, on déduit que : ‘ ‘

/abf($)d$:/abfl<l’>d$+/abf2(l’)d$:/acf(l‘)dx—l—/cbf(g;)dx

De la propriété 5. du théoréme précédent, en notant m = il[lfb] f(x) et M = sup f(z),
z€la, z€[a,b]

on déduit que :

pour f € R ([a,b]), on déduit que :

b
m(b—a)g/f(m)d:vSM(b—a) (1.3)
Pour ce qui est de la propriété de Chasles, on a une réciproque qui nous sera utile.

Théoréme 1.6 (Chasles) Soient ¢ € |a,b[ et f : [a,b] — R.
La fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] si, et seulement si, elle est Riemann-intégrable
sur [a,c| et [c,b].

Démonstration. On a déja vu que la condition est nécessaire.

Réciproquement si f est Riemann-intégrable sur [a,c| et [c,b], il existe des suites (¢n),cx
et (0),cy de fonctions en escaliers sur [a,c| et des suites (V,,) et (Xn),ey de fonctions en
escaliers sur [c, b] telles que :

Vn € N7 ‘f|[a,c} - San‘ S 9717 ‘f”c,b] - \Ijn| S Xn

c b
lim 0, (z)dxr = lim Xn (x)dz =0

n—-+o00 a n—-+o00 c

/a cf (r)dr = lim cson () du, / bg(m)dx: lim / b\pn (z) dw

n—-+o0o a n—-+o0o

neN >

Les suites de fonctions (o), ey €t (7n),en définies par :
| on(z) siz € a,d] | 0, (x) siz € a,d]
a"(x)_{\lfnsixe]c,b] M (2) = Xn 81 x € ]c, b
sont en escaliers sur [a, b] telles que :

Vn €N, |f —an| <

b c b
lim / Yo () dz = lim 0, (x)der+ lim / Xn () dx =0

n—-+o0o n—-+o0o a n—-+o0o

donc f € R ([a,b]) n
Si f est intégrable sur [a,b], on convient de poser :

/baf(av)d:c:—/abf(a:)d:v

Avec cette convention, la relation de Chasles est valable quel que soit 'ordre des réels a, b, c,
dans la mesure ou les intégrales considérées ont un sens.
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Corollaire 1.1 Soit 0 = (¢i)o<icp, € Zap-
La fonction f est Riemann-intégrable sur |a,b] si, et seulement si, elle est Riemann-intégrable
sur chaque intervalle [c;, civ1], pour i compris entre O et n — 1. Dans ce cas, on a :

/abf (z) dz = jz_:/:ﬂf(x) dz

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 1. [ ]

Remarque 1.4 Pour toute fonction f intégrable sur [a,b], on a :

/abf(:v)da:

g/ (@) dz < (b—a) |l

ou on a noté :

[flle = sup [f (z)]

z€[a,b]
B «
Remarque 1.5 Avec / f(x)dx = —/ f (x)dx pour «, 5 quelconques dans [a,b], on déduit
a B

o [r@al<|[ i@l

En effet, pour a < B, c’est clair et pour B < «, on a :

e =| [ @) ar (@) da
/ ﬂ a

Exercice 1.7 Montrer que si f,g sont deuz fonctions Riemann-intégrables sur [a,b], les fonc-
tions inf (f,g) et sup (f, g) sont alors intégrable.

<

<8 = ol [ fllo

é/;|f(ar)|dx=—/j|f(fv)|dx=

Démonstration. Cela résulte de :

mﬂﬁm:f;g—m;futhﬁm

frg lg—f
92 + 2

Théoréme 1.7 Si f, g sont deux fonctions Riemann-intégrables sur |a,b], la fonction f - g est
alors intégrable.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas de deux fonctions intégrables a valeurs
positives.

Pour f € R ([a,b]) a valeurs positives et € > 0, on peut trouver des fonctions en escaliers
sur [a, b] telles que :

b
d<f<v 0 [ W -y @)drse
En remplacant ¢’ par ¢ = max (0, ¢’) et ¢’ par ¢ = min (My,¢') oa My = sup f(z), on

z€[a,b]
définit des fonctions en escaliers telles que :

0<p< f<Y< My
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et :
b b
os/ w(x)—so(x))dxs/ (W (1) — ¢ (@) de <

De méme, pour g € R ([a,b]) a valeurs positives, on peut trouver des fonctions en escaliers
sur [a, b] telles que :
0<a<g<p<M,

og/ (B(z) - a(2)de < e
ou M, = sup f(x).

z€[a,b]
On a alors :

pa < fg <P

ol pa et 3 sont en escaliers avec :

[ w@s@-s@a@)de= [ 4@ @@ -a@)dt [a@©@ - o) d
<)y [ (Bl a4 M, [ @) - o) do
S(Mf—i-Mg)&?

La fonction fg est donc intégrable sur [a,d].

Pour f,g non nécessairement positives, en notant respectivement my et m, les bornes in-
férieures de f et g sur [a,b], les fonctions f — my et g — my, sont intégrables positives, donc
h = (f —my) (g —my,) est intégrable et aussi :

Jg=h+mpg+myf —mpm,

En définitive, R ([a, b]) est une R-algébre commutative.

Exercice 1.8

1. Soit f:[0,1] = R telle que pour tout réel € > 0, I’ensemble :

/17 (e, +ool) = {z € [0,1] | | f ()] > €}
soit fini. Montrer que [ est intégrable d’intégrale nulle.
2. Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(x) =0 si x est irrationnel ou x =0 et f (v) = %
St x = P est rationnel non nul ou p,q sont entiers naturels non nuls premiers entre eut.
Montreg‘ que [ est intégrable d’intégrale nulle.
Solution 1.7
1. Soit € > 0. L’ensemble E. = {x e 0,1 ||f (z)| > %} étant fini, on a —% < f(x) < %

pour tout = dans [0,1] privé d’un nombre fini de points. Il existe donc une subdivision
0 = (ar)ocp<n de [0,1] telle que —g < f(z) < % pour tout x € [0,1] \ {ag, -+ ,an}. En

€ €
désignant par ¢ et ¢ les fonctions en escaliers définies par ¢ (xr) = —g3 U(z) = 5 pour
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tout x € [0,1]\ {ao, -+ ,an} et ¢ (ax) = ¥ (ax) = f (ax) pour tout k compris entre 0 et n,
on a ¢ (x) < f(x) <V (x) pour tout x € [0,1] et :

/O<w<x>—so<x>>da::e

La fonction f est donc intégrable.

Puis avec : . . )
5= [ewars [f@ar< [v@a-3

1
le réel € > 0 étant quelconque, on en déduit que / f(z)de=0.
0
2. Soit e > 0. Si x € [0,1] est tel que f(x) > ¢, on a alors z = £ €Qoul<p<qsont
q

1
des entiers premiers entre eux et f (x) = —, donc :
q

1
1<p<qg<-
19

ce qui n'est réalisable que pour un nombre fini de couples (p,q) . L’ensemble f~! (]e, +00])
est donc fini.
Le résultat découle alors de la question précédente.

Remarque 1.6 On peut vérifier que la fonction [ de la deuziéme question de 'exercice précé-
dent est continue en tout point irrationnel et discontinue en tout point rationnel de |0, 1].

1.3 Exemples de fonctions intégrables

On a déja vu que les fonctions en escaliers sont Riemann-intégrables.

1.3.1 Fonctions localement intégrables

Si I est un intervalle réel non réduit a un point d’extrémités —oo < u < v < +00, son

intérieur est l'intervalle ouvert I = Ju, v].

Définition 1.7 On dit que la fonction f, définie sur un intervalle réel I non réduit a un point,

est localement intégrable sur I, si elle est intégrable sur tout segment [a, 8] contenu dans I.

Théoréme 1.8 Si f : [a,b] — R est une fonction bornée localement intégrable sur |a,b[, elle
est alors intégrable sur |a,b].

Démonstration. Si f est constante, c’est alors clair. On suppose donc f non constante.
Comme f est bornée, on peut définir les réels m = inf f(z) et M = sup f(x).
z€(a,b] z€[a,b]

15

Soient € > 0 et o < /3 dans a, b] tels que o —a < S )

€ )
m (f n'est

pas constante, donc m < M).
Comme f est intégrable sur [, (], il existe deux fonctions en escaliers sur [a, (] telles que :

p1 < f < sur [a,f]
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et : 5
0< [ Wi - @)z
En désignant par ¢ et 1) les fonctions en escaliers définies par :

msiz € [a,0]U[BL]  , | [ Msixz€la,alU[B,0b
@(x)—{%(x) six € o, [ w(x)_{wl(x) six € o, f]

. e < f < sur [a,b]
et :
b B
os/ (w(»’v)—w(w))dx—(Oé—a+b—ﬁ)(M—m)+/ (6 () — 1 (2)) da
< 2¢
On a donc f € R([a,b]). [

1.3.2 Les fonctions monotones et monotones par morceaux
Théoréme 1.9 Une fonction f monotone sur [a,b] est Riemann-intégrable.

Démonstration. Quitte a changer f en —f, on peut supposer que f est croissante.
b—a
la subdivision de
0<i<n

En désignant, pour tout n > 1, par 0, = (ag)ycpe, = | @+ k
Sk n

b—a
pas constant d (o,) = et par ©,, 1, les fonctions en escaliers définies par :
n

Vk € {07 ,n—l}, Vo € [ak7ak+1[7 (pn(x) :f(ak)v % (.13) :f(ak+1)
et ¢, (b) =1, (b) = f(b), on a ¢, < f <1, pour tout n > 1 et :

n

b b—a b—
[ @) = on @) de = =03 (F o) = (@) = 20— S (@) 0
a k=0
Il en résulte que f est Riemann-intégrable. ]

Le théoréme précédent nous dit aussi que, pour f monotone, on a :

’ ’ b—a
/ f(z)dx = lim o (z)dr = lim f (ax)

n—+oo J, n—+oo 1N

1

— i [w @ @dr= tm P03 o)

0
En prenant dans chaque intervalle [ay, agi1] un point xg, on a f(ax) < f(zx) < f(ags1)
(pour f croissante) et en conséquence :

b —a n—1
/ f(z)dx = lim b Z f (k)
@ k=0

n—-+oo n

n—1
g f (zx) sont des sommes de Riemann associées a la fonction f (voir le
k=0

Les quantités

paragraphe 1.6).
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Définition 1.8 On dit que la fonction f est monotone par morceaux sur |a,b] s’il existe une
subdivision 0 = (¢;)ge;<, € Sayp telle que la fonction f soit monotone sur chacun des intervalle
]Ci>Ci+1[ (0 S 1 S n — 1)

Théoréme 1.10 Une fonction bornée et monotone par morceaur sur [a,b] est Riemann-intégrable.

Démonstration. La fonction f étant monotone sur chacun des intervalle |¢;, ¢; 1], elle y est
localement intégrable et comme elle est bornée sur [¢;, ¢;11] , elle est intégrable sur cet intervalle.
Elle est donc intégrable sur [a, b] . n

1.3.3 Les fonctions continues et continues par morceaux

En utilisant le fait qu’une fonction continue sur un segment est uniformément continue,
qu’elle bornée et atteint ses bornes, on déduit qu’elle est intégrable.

Théoréme 1.11 Une fonction continue sur |a,b] est Riemann-intégrable.

b—a
Démonstration. On désigne, pour tout entier n > 1, par 0, = (ax) <<, = (a +k )
o 0<i<n

a
la subdivision de pas constant § (o,,) = et pour tout entier k£ compris entre 0 et n — 1, on
n

note :

my = f(zx) = _inf f(z) et M= f(yx)= sup f(x)

z€lai,a;11] z€la;,a;+1]

(une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes).
Avec ces notations, on définit les fonctions en escaliers ,, et v, par :

Vk € {0,--- ,n— 1}, Vo € [ag, apr1[, on (x) = my, ¥, (x) = M

et o (b) = 1n (b) = f (b).

On a alors ¢, (z) < f(z) < 9, (z) pour tout = € [a,b].

La fonction f étant continue sur le compact [a, b], elle est uniformément continue, ¢’est-a-dire
que pour tout réel € > 0 il existe un réel n > 0 tel que :

((z,y) € [a,0]" et |y —a| <n) =|f(y) - f(x)| <e (1.4)
En désignant par ng > 1 un entier tel que < 7, on a pour tout n > ngy et tous x,y
o
dans [ay, agi1] :
b—a
ly — 2| <app —ap = <n
donc :
1fy) = f(x) <e
et en conséquence :
b n—1 b—a n—1
[ 00 @) = eu @) e = 3 (s = 00) O = ) = = 37 (7 () = f a)
a k=0 k=0
h—
< Cne = (b—a)

n



20 Intégrales et primitives

b
On a donc liril / (Y () — @n (z)) dx = 0 et f est Riemann-intégrable. [ ]
n——+0oo a

Le théoréme précédent nous dit aussi que, pour f continue, on a :

b b b—a <
/ f(x)dx = lim on (r)dr = lim I (zx)

n—-+4o0o a n—-+oo n

= lim /¢n(x)(x)dx: lim boay I (k)

n—-+0o0o a

ou f(zp) = _inf f(z)et f(y)= sup [(2)

z€[ai,ait1] Z‘E[ai,ai+1]

En prenant dans chaque intervalle [ag, axy 1] un point &, on a f (zx) < f (&) < f (yx) et en

conséquence :
b b
/ f(z)de= 1
a n—-+o0o

Nous verrons au paragraphe 1.6 que ce résultat est en fait valable pour toute fonction
Riemann-intégrable sur [a, b] .
Du théoréme 1.8, on déduit le résultat suivant.

(1.5)

Théoréme 1.12 Une fonction bornée sur |a,b] et continue sur ]a,b] est Riemann-intégrable.

Démonstration. Une telle fonction est bornée et localement intégrable sur ]a,b[, donc
intégrable sur [a, b] d’aprés le théoréme 1.8. [

1

Exemple 1.6 La fonction f définie sur [0,1] par f(0) =0 et f(x) = sin (—> pour x € 10, 1]
x

est continue sur]0,1] et bornée sur [0,1], donc elle est Riemann-intégrable.

Remarque 1.7 La fonction de l’ezemple précédent ne peut se prolonger en fonction continue
sur [0, 1] puisqu’elle n’a pas de limite a droite en 0.

Exercice 1.9 En utilisant les sommes de Riemann (c’est-a-dire la formule (1.5)), calculer les
intégrales suivantes :

b b
1. /a:dx et/x%la:.

2. / In (1 — 2z cos (t) + x?) dt, pour tout réel x ¢ {—1,1}.
0

Solution 1.8

1. Les fonctions considérées étant toutes continues, elles sont intégrables sur [’intervalle
considéré et on peut utiliser (1.5) .

(a) Soit [ :x € [a,b] — f(zx)=

Pour tout entiern > 1, on a :

ansz(a#-k‘—) za(b—a)+n<n_1)(b_a)2

2 n?
k=0

n

donc : , ) , ,
b— b* —
/a:da:: lim Sn:a(b—a)—|-< a) — @

n—+400 2 2
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(b) Pour f:x € [a,b] — 22, on a :

n—1 2
b_
—¢ <a—|—k a)
k=0

nin—1)(b—a)® nm-1)2n—-1)0b-a)’
2 n? * 6 n3

3

et :
b 3 3 3
b— b° —
[rtr= i su=a -0 +ao-app O =T
a n—-+0o 3 3

2. On a, pour || # 1 et t € [0,7] :
f(z,t)=In(1—2xcos(t) +2°) =In <‘a: _ 6it|2>

avec |x — €| > 0. La fonction t — f(x,t) est donc bien définie et continue sur [0, 7]
pour tout x € R\ {—1,1}.

Ces fonctions sont donc Riemann-intégrables sur [0, | et on peut utiliser les sommes de
Riemann :

k= =
zzln<(x—1)21:[1(17—€ik:> (x—e ’f))
! T
zgln((ﬂﬁ—l)z 1_22)
R ITTUTIO

donc : ]
" B o ) 0sifz] <1
/o In (1 — 2z cos (t) + 2*) dt = { arin (|z]) si |z] > 1

Exercice 1.10 On désigne par (W,,) la suite des intégrales de Wallis définie par :

neN
Vn e N, W, :/ cos™™ (t) dt
0

1. Montrer que pour tout entier n > 1 et tout réel t, on a :

(cos ()" = 55 () eos 200

2. Montrer que pour tout entier m > 1 et tout réel 0 € R\ 27Z, on a :
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3. En utilisant les sommes de Riemann, montrer que, pour tout entier n >0, on a :
T (2n
=)

Solution 1.9

1. Pour tout entier n > 1 et tout réel t, on a :

it —it)2n 2n
2n_<€ +e™) 1 2n ipt _—i(2n—p)t
(eos () = e LS (p gl
p=0

2n

_ 1 2n i2(p—n)t

= 92 > ( P >€
p=0

et comme (cos (t))*" est réel, on en déduit que :
1 & (2n 1 o (2n
(cos (£)™ = R (2— > ( )”) = o D ( ) cos (2(p—n)t)
p=0 p p=0 p

2. Ona:

. 0
(comme 0 € R\ 27Z, on a ¢? # 1 et sin (5) #0).

3. Pourn =20, on a Wy =m.
Pour n > 1, on utilise les somme de Riemann, pour m >n :

m—1
k
O T cos?" (—W>
m m
k=0
m—1 2n
1 2 k
== = <n>cos(2(p—n)—7r>
m n D
k=0 p=0
2n m—1
1 2 k
:17 ( n> cos (Q(p—n) —)
m 2™ D
p=0 k=0

Pourp=mn, on a :
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et pour p compris entre 0 et 2n, différent de n, on a 0 = 2(p —n) T eR \ 27Z (on a
m
1<|p—n|<n<m, donc0<10] <2m) et :

mz_l(ios <2(P—n)%r) - %COS ((m—l) g)
(

donc :

™ 1 [2n T (2n

- , T (2n
[ o ar= i o= (%)

Exercice 1.11 Montrer que la suite (up), oy définie par :

k
Vn € N*, u Ztan ( ) cotan <£>

est convergente et calculer sa limite.

et en conséquence :

Solution 1.10 En utilisant le développement limité :
tan () = 24 O (2°) =z + 2°p (2)

_ , m
ot @ est une fonction bornée sur [0, Z] , on a pourn > 2 :

T =k km ™ s (kT km
Up = — cotan + — k’p | — | cotan | —
2n 2n 8nb p 2n? 2n
=Up + T
avec :

. T [t T T [t x
lim v, = —/  cotan (—x) dr = —/ ——dx
n—+o0 2 Jo 2 2 Jo tan (3z)

(sommes de Riemann de la fonction f:x — qui est continue sur [0,1] avec f(0) =

tan (gx)
2
= ]
En désignant par M un majorant de la fonction |¢| sur [O, ﬂ , 0N G :
3 3 2
1
|7 <M8—cotan( )Zk?’ cotan(i) n (n4—|— )

P
32tan(%) nt  notoo 160
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donc lim r, =0 et :
n—-+o0o

Une intégration par parties nous donne :

/0 g i (sin (0)]F — / * In (sin (1) dt

tan (t) 0

(voir Uexercice 7?), donc :
lim u, =In(2)
n——+00
Définition 1.9 On dit que la fonction f est continue par morceaux sur |a,b] s’il existe une
subdivision 0 = (Ci)ge;cn, € Zap telle que, pour tout entier k compris entre 0 et p — 1, la
restriction de la fonction f a lintervalle ouvert |cy, cpi1| se prolonge en une fonction continue
sur le segment [k, Cry1] -

Théoréme 1.13 Une fonction continue par morceaux sur [a,b] est Riemann-intégrable.

Démonstration. La fonction f étant continue sur chacun des intervalle |c;, ¢;41[, elle y est
localement intégrable et comme elle est bornée sur [¢;, ¢;11] , elle est intégrable sur cet intervalle.

Elle est donc intégrable sur [a, b] . n
b

On vu que I'on peut avoir f(x)dx = 0 pour une fonction f non identiquement nulle.
a
Mais dans la cas des fonctions continues de signe constant, on a le résultat suivant.

b
Théoréme 1.14 Soit f continue sur [a,b] de signe constant. L’égalité | f(x)dx = 0 est

a
réalisée si, et seulement si, la fonction f est identiquement nulle.

b
Démonstration. Il est clair que si f =0, on a alors / f(z)dz=0.

Supposons que f soit continue sur [a, b] non identiquemgnt nulle et a valeurs positives (quitte
a remplacer f par —f, on peut se ramener a ce cas).

Il existe alors un réel zg € [a,b] tel que f (zo) > 0 et par continuité, on peut trouver un réel
n > 0 tel que :

Vo € [, 5] = [zo =, 20 + 0] N [a, 0], f(z) > p=

En utilisant la relation de Chasles, on en déduit alors que :
b B B
[t@de= [ ez [ pde=p(s-a)>0

b
On en déduit que si / f(x)dx =0, on a alors f =0. [ |
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Corollaire 1.2 Soit f continue par morceaux sur [a,b] de signe constant.
b

Légalité [ f(x)dx =0 est réalisée si, et seulement si, la fonction f est nulle sur [a,b] privé

a
d’un nombre fini de points.
Le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne le résultat important suivant.

Théoréme 1.15 (Premiére formule de la moyenne) Si f est continue sur [a,b], il existe
alors un réel ¢ € [a,b] tel que :

/f<x>dx:f<c><b—a>

Démonstration. La fonction f étant continue sur le compact I est bornée et atteint ses
bornes, il existe donc deux réels a, f dans [a,b] tels que m = ingf(a:) = f(a) et M =
re

sup f (x) = f(B) . De 'encadrement (1.3), on déduit que :
zel

p=i [ F@dnelf @) )

et le théoréme des valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe un réel ¢ compris entre « et [ tel

que § = f(c), ce qui donne la formule de la moyenne. [ |
1

b—a

Le théoréme précédent peut étre généralisé comme suit.

Le réel

b
/ f (z) dx est la valeur moyenne de la fonction f sur 'intervalle [a, b] .

Théoréme 1.16 (Premiére formule de la moyenne) Soient f, g deuz fonctions continues
sur [a,b], la fonction g étant de signe constant. Il existe un réel ¢ € [a,b] tel que :

[ r@o@a=r@ [s@

Démonstration. Voir le chapitre 2 du volume 2. [ ]

1.4 Intégrale de Riemann et primitives
Sauf précision contraire f est une fonction de [a,b] dans R avec a < b.

Définition 1.10 Soit I un intervalle réel non réduit a un point. Si f est une fonction de I

dans R, on appelle primitive de f, toute fonction F : I — R qui est dérivable sur I de dérivée
F'=f.

Dans la définition précédente, pour I = [a,b], il s’agit de dérivée a droite en a et a gauche
en b.

Théoréme 1.17 Si [ est un intervalle réel non réduit a un point et F,G sont deux primitives

d’une méme fonction f : I — R, elle difféerent alors d’une constante, c’est-a-dire qu’il existe un
réel X tel que G = F + \.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme des accroissements finis
appliqué a la fonction H = G — F : pour x < y dans I, il existe ¢ € I tel que H (y) — H (x)
(y —x) H' (c) et dans le cas o F/ = G' = f, on a H = 0 et en conséquence H (y) = H (x
pour tous x,y dans I, ce qui signifie que H est constante.

Le fait que [ soit un intervalle est essentiel dans le théoréme précédent.

~—

n

Exemple 1.7 Si f : v — Zakwk est une fonction polynomaiale sur R, elle admet des primitives

k=0
sur R et ce sont les fonctions :

) nilﬁrl
F'x'_)zk—i—lx +A
k=0

Remarque 1.8 Une fonction continue par morceauzr sur un intervalle I, qui est localement
intégrable sur I, n’admet pas nécessairement de primitive. Le théoreme de Darbouxr nous dit
qu’une fonction admettant des primitives vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. .

Exercice 1.12 Montrer que la fonction en escaliers f définie sur I = [0,2]| par f(x) =0 si
z € [0,1] et f(x) =1 si x €]1,2] n'admet pas de primitives sur I.

Solution 1.11 Si F' est une primitive de f sur I, on a alors F' (x) =0 sur [0,1] et F' (z) =1
sur |1,2], ce qui donne F(x) = a sur [0,1] et F(x) = x + (3 sur ]1,2], ot a, sont des
constantes réelles. Avec la continuité de F en 1, on déduit que o = 1+ (3 et F est définie par
F(x) =140 sur[0,1] et F (z) = x+f sur]l,2]. Mais une telle fonction ne peut étre dérivable
en 1, puisque :

lim F(x)— F (1) — 04 lim F(x)—F(1)

=1
z—1— rz—1 r—1t r—1

Remarque 1.9 Une fonction f admettant des primitives sur un segment n’est pas nécessaire-
ment Riemann-intégrable.
Considérons la fonction F définie sur R par :

1
2- . B
Fz) = x sm(x2> six#0
0siz=0

(exemple de Volterra).
Cette fonction est dérivable sur R* avec :

Vo € R*, F'(x) = 2zsin (%) - 2cos (i)

T T 2

F(z) — F(0)

(] : :
et de = |z||sin { — || < |z| sur R*, on déduit que lim
T z—0

F(CL’)—F(O)‘

=0, ce

qui signifie que F est dérivable en 0 avec F' (0) =0
La fonction f = F' admet donc des primitives sur [—1,1], mais avec :

f< L >:—2\/% — —00

N 2nm n——+o00

on déduit que f n’est pas bornée sur [—1, 1] et en conséquence, elle n’est pas Riemann-intégrable
sur cet intervalle.
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Théoréme 1.18 Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et F la fonction définie sur [a,b] par :

YV € [a,b], /f

Cette fonction F' est continue sur [a,b], dérivable en tout point xy ou la fonction f est continue
avec F' (xg) = f ().

Démonstration. Le théoréme 1.6 nous assure que la fonction F' est bien définie et pour
tous x,y dans [a,b], on a :

:/ayf(t)dt:/azf(t)dt+/myf(t)dt:F(x)—i—/:f(t)dt
F)-F@= [ o

F) = F@l=|[ i <ly—a ],

La fonction F' est donc lipschitzienne sur [a, b] et en conséquence, elle est continue.
Supposons que f soit continue en un point zq de [a,b] .
Pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que :

donc :

et :

(t € la,b] et |t —xo| <m)=[f(t) = f(zo)| <e
donc pour = € [a,b] tel que 0 < |x — x| < 1 et tout ¢ compris entre xy et x, on a :
[t — o] < |x— x| <7

(le segment d’extrémités t et xy est contenu dans le segment d’extrémités z, et x qui a une
longueur strictement inférieure a 1) et :

F(z) — F (x0) 1 /“”
W—%M/U Fold
< |x—x0| elr—xol =€
On a donc ainsi prouvé que :
Jim O
z;éxg T — 2o
ce qui signifie que F' est dérivable en xy de nombre dérivé F’ (zo) = f (z0) - n

Corollaire 1.3 Une fonction [ continue sur [a,b] admet des primitives et toutes les primitives
de f sont de la forme :

xr—>/mf(t)dt+/\

ol A\ est une constante xréelle.

La fonction F :x — [ f(t)dt est l'unique primitive de f nulle en a.

a
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Démonstration. Dans le cas ou f est continue, le théoréme précédent nous dit que la
fonction F est dérivable sur tout [a,b] avec F' = f. n

Remarque 1.10 Le corollaire précédent peut étre utilisé pour montrer qu’une fonction continue
de signe constant et d’intégrale nulle est nécessairement nulle (théoréme 1.14).

En effet, avec les notations du théoréeme, on a F' (x) = f (x) > 0, donc F est croissante et avec
F(a)=0< F(x) < F(b)=0, on déduit que F =0 et f = F' = 0.

Corollaire 1.4 Soient f une fonction continue sur |a,b] et u,v deux fonctions dérivables de
[, B] dans [a,b]. La fonction :

v(z)
tx € |a, t)dt
. 6[@Hl@ﬂ)
est dérivable avec :
Va € [, B], ¢’ (z) =0 (2) f (v(z)) — o' (2) f (u(2))

Démonstration. En désignant par F : z — / f (t)dt la primitive de f nulle en a et en

utilisant la relation de Chasles, on a pour tout z € [, f] :

wmz/ f@ﬁ—/ f(tydt = F (v (2)) - F (u(2))

elle est donc dérivable de dérivée :

~6\
=
S~—
I
ST

() F' (v (2)) =o' (2) F' (u(x))
() f (v (@) = u'(2) f (u(x))

Corollaire 1.5 Si f est une fonction contindment dérivable sur [a,b], on a alors :
b
[ rwa=rm -t

Démonstration. Comme [’ est continue, la fonction ¢ : x — / f'(t)dt est dérivable de
a

dérivée ¢’ = ', on a donc p = f+ X avec A = ¢ (a) — f (a) = —f (a) donc :

/U%wﬁ:f@ﬂ—ﬂ@

pour tout = € [a,b] . u

Le corollaire précédent est en fait valable en supposant seulement f’ Riemann-intégrable, ce
que nous démontrerons en utilisant les sommes de Riemann et le théoréme des accroissements
finis (théoréme 1.23).
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1.5 Les fonctions logarithme népérien et exponentielle

Le corollaire 1.3 nous permet de donner la définition suivante.

Définition 1.11 La fonction logarithme népérien est la primitive nulle en 1 sur R™* de la

fonction x — —. On la note In et on a :
x

"

Vz € R™ In(z) =
1t

De cette définition on déduit immédiatement que :
— In(z) < 0 pour tout z € |0, 1], In(1) = 0 et In(x) > 0 pour tout = € |1, +00[;
— la fonction In est dérivable sur R™* avec :

1
Ve e R™ In'(z) = - >0
x
elle est donc strictement croissante.
En étudiant les variations de la fonction z — In (x) — z, on déduit que :

Ve e R™ In(z) <=z
o _ . 1 . o
Les primitives sur R™* de la fonction = — — sont les fonctions définies par :
x

Vee R™, F(z)=In(—z)+ A

ou A est une constante réelle. En effet, la fonction Fy : x + In (—x) est bien dérivable sur R™*

1
avec Fj(z) = —In' (—z) = —.
T

1
On en déduit que la fonction z — In(|x|) est une primitive sur R* de la fonction x — —.
x
Toutes les autres primitives sont les fonctions définies par :

In(z)+ A siz>0

VxER,G(x):{ In(—z)+Asiz <0

ol A1, Ay sont deux constantes réelles.
Plus généralement si u est une fonction définie sur un intervalle réel non réduit & un point

I, ne s’annulant jamais et dérivable, la fonction f = In (Ju|) est alors dérivable sur I de dérivé
/!

—. En effet, comme u est dérivable, elle est continue et ne s’annulant jamais sur 7, elle garde
U

un signe constant (théoréme des valeurs intermédiaires). On a donc f = In (u) ou f =In(—u).
/

Par composition, on en déduit que f est dérivable avec [/ = —.
u
ul
Ce quotient — est la dérivée logarithmique de u.
u

Le résultat qui suit nous dit que les fonctions dérivables sur R™* solutions de I’équation
fonctionnelle :

V(2,y) € RT X RY™, f(ay) = f(2) + f(y) (1.6)
sont les fonctions A - In, ot A est une constante réelle
Théoréme 1.19 Pour tous réels x,y dans RT* on aIn (xy) = In(x)+1In (y) et réciproquement

toute fonction dérivable sur R™* vérifiant I’équation fonctionnelle (1.6) est proportionnelle au
logarithme népérien.



30 Intégrales et primitives

Démonstration. Pour y fixé dans R™*, la fonction f, : x — In (zy) est dérivable de dérivée
1
[y (x) = - il existe donc une constant A, telle que f, (z) = In(z) + A,. Prenant x = 1, on

obtient A\, = In (y).
Réciproquement, soit f une fonction dérivable sur R™* vérifiant (1.6) .
Prenant z = 1 dans (1.6), on obtient f (1) = 2f (1) et nécessairement f (1) = 0.
En fixant y > 0 et en dérivant par rapport a x, on a :

Vo € R™, yf (zy) = f'(2)
et prenant x = 1, on en déduit que :
Yy e R™, yf (y) = f'(1) = A

soit : \
Yy e RY*, f(y) = e An' (y)

donc :
Vy e R™™, f(y) =AIn(y) + f (1) = An(y)

[
Par récurrence, on en déduit que :
Ve e R™* YneN, In(z") =nln(z)
x 1 .
Avec 0 =1In(1) =In <—> =In(z) +1In <—) , on déduit que :
T T
+,% 1
Ve e R™ In(—) =—In(x)
T
et pour x,y dans RT* :
T 1
In (—) =In(z)+1In (—) =In(z) —1In(y)
Y Y
Il en résulte que :
Ve e R™* YneZ, In(z") =nln(z)
Pour z € R™* et n € N*, on a In () (( ) > <x%> , donc :
|
In (m%> n ()
n
Il en résulte que pour tous z € R™* et r = P e Q avec (p,q) € Z x N*, on a :
q
In(2") =In ((méy) =pln (xé) ™ (x)
q
soit :
Ve e R™, Vr e Q, In(z") =rln(z)
Théoréme 1.20 On a lim In(z) = —oco, lim In(z) = +oo et la fonction In est un homéo-

z—0t T—>+00
morphisme de RT* sur R.
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1
Démonstration. Avec In (—) = —1In(z), il suffit de montrer que lim In(z) = +oc.
T

T—+00

Comme la fonction In est strictement croissante, on a In(2) >1In (1) =0 et :

lim In(2")= lim nln(2) = +o0c

n——+oo n—+o0o
donc la fonction In est non majorée. Il en résulte que lim In(z) = +o0.
T—+00

La fonction In est donc continue strictement croissante de R™* sur R. Elle réalise donc un
homéomorphisme de RT* sur R. n

Définition 1.12 Le nombre réel e défini par ln(e) = 1 est la base du logarithme népérien (on
dit aussi la constante de Néper).

Exercice 1.13 Montrer que 1 + V2 <e<3.

1
Solution 1.12 Comme la fonction t — n est strictement décroissante sur R™*, pour tout réel
h >0 et tout entiern > 1, on a :

1+h n-l clq(k+1)k
ln(1+h):/ %:Z/ dt
1

o Y 1+kL t
avec .
1 h 1 G A A | 1
n = - hg/ _S_ h:n
donce : . )
— 1 — 1
Yoo <+ <> 5
k:oﬁ+k+1 kzoﬁ—l-k:
Prenant h =2, n=4, on a :
1 1 1 1
In <1+\/§> <4 n + ~0.99344 < 1
2Vv2  2V2+1 2V/2+2 2V2+3

et prenant h=2,n=28, on a :
1 1 1 1 1 1

11
rr ottt ot 019951
stetrtgteto T tp® V9>

In(3) >
Awec la stricte croissance de la fonction In, on en déduit que 1 + /2 < e < 3.
Les limites suivantes sont souvent utiles.

Théoréme 1.21 On a :

In (1 1
lim (l+z) =1, lim zln(x) =0, lim n (=) =0
z—0t x z—0t T—+00 xT
Démonstration. Par définition du nombre dérivé, on a :
In (1 In (1 —In(1
lim In(l+2) +I): lim n(l+2) n():ln/(l)zl
z—07F T z—07F T
1 1 2 1
Pour tout > 1, on a n () =In(y/z) < /x, donc 0 < n () < —et lim n (=) =0.
T T T—=+00 T
In(z71) o .
Enfin, avec zln (z) = — —, on déduit que lim zln (x) = 0. ]
T~ z—0t
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Exercice 1.14 Montrer que la fonction In n’est pas une fonction rationnelle.

Solution 1.13 Supposons qu’il existe deux fonctions polynomiales P,Q avec Q (z) # 0 pour

P (x)

tout x > 0 telles que In (z) = 0@ Comme liIJlrl In (z) = +00, on a nécessairement deg (P) >
€T T—+00
In ()

deg (Q) et comme lim

T—400 T

soit deg (P) < deg (Q), ce qui donne une contradiction.

= 0, on a nécessairement deg (P) < deg (zQ) = 1 + deg (Q),

La fonction réciproque de la fonction In est la fonction exponentielle notée exp (x) ou e, elle
est donc définie par :

(zeRety=e€") < (ye R et z =1n(y))

Cette fonction est continue strictement croissante de R sur R™* et on a :

61‘

lim e* =400, lim =0, lim — =400
Tr—400 Tr——00 Tz—+o0 I

Elle est aussi dérivable de dérivée exp’ () = exp (z). En effet, pour z € R, I'égalité y =
exp (x) équivaut 4 y € Rt et z =In(y) et on a :

exp’ () = Wy YT (z)

Par définition du nombre dérivé, on a :

et =1
lim =
z—0t xT

1

Pour z,y dans R, on a :

exp (7 + y)
8 (exp (z) exp (y)

> = In (exp (z +y)) — In (exp (z)) — In (exp (y))

=rx+y—cz—y=0=In(1)

exp (= +y)
donc =letexp(z+y)=exp(z)exp(y).
b (1)exp (1) ity e e ) 1
Avec exp (0) = exp (x — z) = 1, on en déduit que exp (—z) = ———— pour tout réel z.
exp (z)

1.6 Sommes de Riemann

En gardant toujours les mémes les notations, étant donnée une subdivision o = (a;)y<;<,, ;
on choisit, pour tout ¢ compris entre 0 et n — 1, un point x; dans [a;, a;11] et on note :

|
—

n

R(f.0) =3 (am —a) f ()

i

Il
=)

On dit que R(f, a> est la somme de Riemann associée a la subdivision pointée o =
(ai, xi)ogign :

On note ¥, 'ensemble de toutes les subdivisions pointées o = (a;, Ti)o<i<n de [a,b] et pour
une telle subdivision ¢ (o) est le pas de la subdivision o = (a;)y<;<,, -
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Théoréme 1.22 Soit f bornée sur |a,b]. Cette fonction est Riemann-intégrable sur [a,b] d’in-
tégrale égale o I (f) si, et seulement si, pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que :

(&ezavb et § (o) <n) - (}uf)—R(f,d)‘ <g)

ce qui peut se traduire par :

lim R (f.0) /f

4(o)—0

Démonstration. Supposons que f soit Riemann-intégrable sur [a, b] .

Pour f = 0, il n’y a rien & montrer. On suppose donc f # 0, de sorte que M = sup |f (z)| >
z€la,b]
0.

Le théoréme 1.4 nous dit que, pour tout réel € > 0, il existe deux fonctions en escaliers ¢ et
0 sur [a, b] telles que :

b
|f—90\§96t0§/9(x)d:c§g

Si o1 et o9 sont des subdivisions adaptées a ¢ et 6 respectivement, la subdivision plus fine
0: = () g<p<, = 01 U 02 est adaptée a ¢ et 0.

Si o = (ai,®;)ye;c, est une subdivision pointée de [a,b], chaque point oy, de la subdivision
0. appartient & au plus deux intervalles de la subdivision o. Il existe donc au maximum 2r
intervalles [a;, a;11] qui contiennent tous les points .

Notons J l'ensemble des indices ¢ compris entre 0 et n — 1 tels que lintervalle [a;, a;41]
contienne des oy et K le complémentaire de J dans {0,--- ,n — 1}.

Avec ces notations, on a :

‘R(f,d)—/abf(:c)da:

ag

_ Z_; < di—an) f () — [ (@) dx)‘

- ni [ @
gz/w |dm+2/am (2:) — f ()| da

ieJ ieK Vi
541
<MY (ain—a) + Y / f () — ()] da
ieJ ieK Y i
a;41
< 4AMrd (o / |f (z;) — f (2)|dx

ieK

Pour i € K, le segment [a;, a;11] ne contenant aucun des oy, est contenu dans un intervalle
|ak, a1 | ot les fonctions ¢ et 6 sont constantes égalent a ¢ (z;) et 6 (z;) respectivement, donc
pour tout z € [a;,a;11], on a :

| (i) = F ()] < [f (@) — o (@) + | (2) = f (2)] <O (2) + 0 () = 20 (x)

[ e - r@lde<e[ @
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On a donc :
Qi+1 a1 b
Z/ |f(xz)—f(m)|da:§22/ 9(x)dx§2/€(x)dm§25
ieK Vi €K Y i a

En définitive, pour toute subdivision pointée o € .4, on a :

‘R(f,&)—/abf(x)dx

€ :
M R(f,g)—Lf(x)d$'§35
Réciproquement, supposons qu’il existe un réel I (f) tel que pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que :

< AMr§ (o) + 2¢

et pour ¢ (o) <n = , on a

(dei}a,b et § () <n> - (‘I(f)—R(f,d)‘ <5>

Pour toute subdivision 0 = (a;)y<;<, € Zap telle que § (o) < 1, en notant m; = [inf ]f ()
- - TE(A;,ai4+1
et M; = sup f(z), on peut trouver dans chaque intervalle [a;, a;+1] des points x;,y; tels

Ie[ai,ai+1]
que :

€ €
ml_f(:v,)<ml+b aetM, 2 a<f(yl)_MZ

ce qui nous donne, en désignant par ¢ et 1 les fonctions en escaliers définie respectivement par
¢ (z) = m; et ¥ (x) = M; pour tout = € Ja;, a;41[, ol 7 est compris entre 0 et n — 1 :

/abSO (x)dx < HZ_I (aiv1 —a;) f(zi) =R (f’ U) _ /abgo oo+ -

/ab1/1(17)d$—8<f(ai+1_ai)f<yi) =R<f,dl) < /abw(x)dm
donc :

I(f)—/abgo(x)dx<l(f)—R<f,(}> be<2e

b /
/a¢(x>dx—1(f)<3(f,a) CI(f) e <2e

avec ¢ < f <.
En additionnant ces deux inégalités, on obtient :

/ (6 (2) — o (2)) du < de

donc f est intégrable.
Enfin avec :

—25</<p(x)dx—](f)S/f(a:)dx—](f)§/¢(m)dx—l(f)<25

b
le réel € > 0 étant quelconque, on déduit que / flx)de=1(f). [ |
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Pratiquement, si (dn) est une suite de subdivisions pointées de [a, b] telle que lim § (0,) =
neN n—+o0

0, on a alors, pour toute fonction f Riemann-intégrable sur [a, b] :

/abf (x)dm:nETmRQ,dn)

a .
,on a en désignant pour n > 1, par

Prenant en particulier la subdivision de pas constant

. . . . a .
(%in)g<icn_q ne suite de points telle que x;,, € [a;, a;i11], ot a; = a+i ,pour 0 < i <n-—1,

on a :
b b— a2
= i :
[ = tin > S

Pour z;, = a;, on a la méthode des rectangles a gauche pour calculer une intégrale :

b ‘ -1 o
/af(x)dx:nﬁﬂo > (a+z )

a; + a; b—a b—
Pour z;, = Gt Gir1 a;+——=a+ (2i+1) —— 5 (le milieu de [a;, a;11]), on a la
n
méthode des points milieux pour calculer une intégrale :

b
/af(x)dx:ngrfm—Zf(QqL 2z+1)b )

En utilisant le théoréme des accroissements finis et les sommes de Riemann, on a le résultat
suivant qui généralise le théoréme 1.5.

Théoréme 1.23 Si f est une fonction dérivable sur |a,b] avec f" Riemann-intégrable sur [a,b]
on a alors :

/ f (@) de = £ () - f (a)

Démonstration. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par o, = (a;)y<;, la

a .
,pour 0 << n—1.

—a . ‘
ouna; =a-+1

subdivision de pas constant

n
En utilisant le théoréme des accroissements finis, on peut écrire pour tout n > 1 :

f ()= f(a)= : (f (aix1) = [ (@) = Zf/ (ci) (aip1 — a;)
= b;aZf/ (ci)

ou ¢; € la;,a;11] et on reconnait 1a une somme de Riemann pour la fonction f’ qui tend vers

/' (z) dz quand n tend vers l'infini. n

a
Le théoréme précédent est parfois appelé théoréme fondamental du calcul intégral.
Il permet de généraliser le théoréeme 77 d’intégrations parties comme suit.
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Théoréme 1.24 (intégration par parties) Siu et v sont deuzx fonctions dérivables sur [a, b]
avec u',v" intégrables sur [a,b], on a alors :

/u(m)v’(a:)dx:u(x)v(x)—/u'(x)v(x)dx

Démonstration. Pour u,v dérivables sur [a,b] avec v/, v" intégrables sur [a,b], on a pour
tout = € [a,b)] :

ce qui peut s’écrire en terme de primitives :

/u(x)v’(x)dx:u(x)v(x)—/u’(x)v(x)dx

1.7 Suites de fonctions Riemann-intégrables

Si (fn),en est une suite de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] qui converge simplement
vers une fonction f, cette limite f n’est pas nécessairement intégrable et dans le cas ou elle

b b
lest, I'égalité / f(z)dz = 1iril / fn (x) dz n’est pas assurée.
a n——+0oo a

Exemple 1.8 En notant (1,),cy la suite des nombres rationnels dans Uintervalle [0,1] (I’en-
semble [0,1] N Q étant dénombrable, on peut définir une telle suite), on définit la suite de

fonctions (fy), ey por :

1sixe{ro,r, - ,m}

Vn e N, Vz € [0,1], f.(z) = { 0 sinon

Chaque fonction f, est intégrable d’intégrale nulle et la suite (f,),cy converge vers la fonction
caractéristique de [0,1] N Q qui n’est pas intégrable (exercice 1.6).

Exemple 1.9 Soit (f,),oy la suite de fonctions définie par f, (x) = n*z™ (1 —x) sur [0,1].
Cette suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle et :

TL2

/0 Jal@)de = D) nim1¢/0 fl@)de=0

La convergence uniforme nous donne le résultat intéressant qui suit.

Théoréme 1.25 Si (f,),cy est suite de fonctions Riemann-intégrables qui converge uniformé-
ment vers f sur I = [a,b], alors la fonction [ est Riemann intégrable sur I et on a :

/abf(x)dx: lim /abfn(x)d:v

n—-+o0o

Démonstration. Voir le chapitre 1 du volume 3. [ ]
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Définition 1.13 On dit qu’une fonction f définie sur [a,b] et a valeurs réelles est réglée, si
elle est limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

Du théoréme précédent, on déduit le résultat suivant.
Théoréme 1.26 Une fonction réglée sur |a,b] est Riemann-intégrable.

Une fonction continue sur un segment étant réglée (Voir le chapitre 1 du volume 3), on
retrouve le fait qu’une fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable.

Théoréme 1.27 Une fonction est réglée sur le segment [a,b] si, et seulement si, elle admet
une limite a droite en tout point de |a,b| et une limite a gauche en tout point de |a,?b].

Démonstration. Voir Arnaudies, tome 2, page 424. ]
Une fonction monotone est réglée, donc intégrable sur [a, b].

Remarque 1.11 [] existe des fonctions Riemann-intégrables qui ne sont pas réglées. La fonc-
tion de l’exemple 1.6 est intégrable sur [0,1] et non réglée sur cet intervalle puisqu’elle n’a pas
de limite a droite en 0.

1.8 Fonctions a variation bornée

Pour ce paragraphe, f est une fonction de [a, b] dans R qui est bornée.
A toute subdivision o = (a;)(<,<, de [a,b], on associe la variation totale de f sur o définie
par :

Vo) = 31 () — S (@)

Pour tout réel X et toute subdivision o € ¥,;, on a :

n—1

V(e Af) =D A flan) = A~ fa)] = AV (o, f)

=0
et en particulier, V (o, —f) =V (o, f) .

Définition 1.14 On dit que f est a variation bornée sur [a,b] si la famille de réels (V (o, f))

O’EEa’b
est bornée.

Définition 1.15 Soit f une fonction a variation bornée sur [a,b]. Le réel :

Vo (f) = sup V(o f)

O'EZCLJJ
est la variation de f sur [a,b].

Si f est a variation bornée sur [a,b], on convient de poser :

Vi (f) = =Vi ()
et :
Vi(f)=0
Si f est & variation bornée sur [a, b] , on a alors, pour tout réel A et toute subdivision o € 3, :

Ve () = sup V (o, Mf) = [V (f)

O'EZaJ)

et en particulier, V.’ (—f) = V2 (f).

a
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Lemme 1.2 Une fonction monotone sur [a,b] est & variation bornée avec :

Démonstration. Avec V (o, —f) = V (o, f) pour tout o € ¥, il suffit de considérer le cas
ou f est croissante.
Pour f croissante, on a pour tout o € X, :

[y

n—

Vi f)=2_ (flan) = fla)) = F(0) = fa) = |F (b) — f (a)]

(2

Il
o

Pour f décroissante, —f est croissante et :

Vo) =V (=) ==f () + f(a) = £ (b) = [ (a)]

Exercice 1.15 Montrer qu’une fonction lipschitzienne sur [a,b] est a variation bornée.
Solution 1.14 Dire que f est lipschitzienne sur [a, b signifie qu’il existe un réel X\ > 0 tel que :
2
V(z,y) € [a, 0], |f(y) = f(z)] < Aly — 2

Une telle fonction est bornée sur [a,b] et pour tout o € ¥,4, on a :

Vo) = S IF (aien) — £ @] SAY (00— a) = A (b~ a)

Cette fonction est donc & variation bornée sur [a,b] avec :
Vab(f) S)‘(b_a)

Théoréme 1.28 Si f est une fonction dérivable sur [a,b] avec f Riemann-intégrable sur [a,b],
elle est alors a variation bornée avec :

Vi = [ 1 @

Démonstration. Une fonction dérivable sur [a,b] avec f’ bornée est lipschitzienne (consé-
quence de I'inégalité des accroissements finis) donc & variation bornée.
En utilisant le théoréme 1.5 et le théoréme de Chasles, on a pour toute subdivision o € X, :
V(o ) =D If () = f (@) =)

2 /a - (@) dt'

=0 g
n—1 a4 b
<> [ irore= [ 1ol

1=0

n—1 n—1

b
done V2 (1) < [ 1F (@)l e
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Par définition de l'intégrale de Riemann, pour tout réel ¢ > 0, il existe une fonction en
escaliers ¢ telle que ¢ < |f'] et :

/b!f’(t)\dt—eé/ 1= (s — o)
“ i=0

en désignant par 0 = (a;)y;<, une subdivision de [a,b] adaptée a ¢ telle que, pour tout i
compris entre 0 et n — 1, ¢ soit constante égale a A; sur |a;, a;41[.
En utilisant le theoreme des accroissements, on a :

n—1 n—1
Vo, f)=> |f(ais1) = f(a) =) (aiy1 —a;)|f ()
=0 =0
n—1 /b /b
> (a1 —a;)) Ny = o (t)dt > lf' ()| dt — e
i=0 o a a

(on a ¢; € Jaj,ai1] et |f (¢i)] > ¢ (¢;) = A\;) et en conséquence :

b
/ ()] dt— <V (o, f) < VP (f)

b
Le réel € > 0 étant quelconque, on en déduit que / |f" (&) dt < VE(f) et I'égalité. n

Corollaire 1.6 Si f est une fonction de classe C* sur [a,b], elle est alors a variation bornée

avec b
- / f ()] de

Démonstration. La dérivée f’ étant continue sur [a,b], elle est intégrable. n

Remarque 1.12 Une fonction dérivable n’est pas nécessairement a variation bornée comme le
montre ’exercice qui suit.

Exercice 1.16 On consideére la fonction définie sur R par :

1. Vérifier que cette fonction est dérivable sur [—1,1] de dérivée non bornée.

1
2. Montrer que l'intégrale / |f' ()| dz est divergente (voir le chapitre ?? pour la notion
0

d’intégrale convergente).

3. Montrer que f n’est pas a variation bornée sur [—1,1].

Solution 1.15

1. Awvec la remarque 1.9, on a vu que cette fonction est dérivable sur R avec :

o 2o () - Zaos (1)
f(0)=0

et cette dérivée n’est pas bornée.



40 Intégrales et primitives

2. Avec =

1 ! 1

x sin <—2>‘ < |z| pour x # 0, on déduit que l’intégrale / x sin (—) dx est abso-
T 0

lument convergente.

1 1 2dt
En notant u, = —=——= pour n > 0, le changement variable x = —, dv = —— =

V5 +nm t3
1 5+(n+L)m
cos| —= ||dt = / de
t2 l+n7r 2(1;

—2x\/xdt donne :
[
Un+1 t 2

puis x = (n+ 1) 7+ u donne :

] 1 2
/ ~ leos (—2>‘dt:/ ’COS(U)’ du
wni1 b t _x2(u+ (n+1)m)
1 ]
> d
> (n—|—2)7r/0 |cos (u)| dz

1 “
cos (;) ' dt est divergente et il en est de méme de / -
0

1 1
cos | — | |dt.
e (2)

3. Comme [ est de classe C* sur [e,1] pour tout € € ]0,1], elle est a variation bornée sur
cet intervalle avec :

Un 1
Donc la série Z/ n

n+1

1
Il en résulte que / |f' (x)| dz diverge.
0

V() = / ()] de

Si f est a variation bornée sur [—1,1], pour tout subdivision o € X1, 0’ = (0,e)Vo € ¥y,
et :

Vo () =V (o, f)=1f(e) = f (O +V (o.f) 2V (0, f)

donc : .
V=V = [ I @l 5, o

ce qui est impossible.

Théoréme 1.29 Si f et g sont a variation bornée sur [a,b], il en alors de méme de f + g et :

Vo (f+9) VI (N + Vi (9)

Démonstration. Pour toute subdivision o € ¥,;, on a :

-1

S

Vo, f+g)= ' | (aiv1) = f(ai) + g (air1) — g (a:)]
<31 (air) = S @)+ 1o (@) — 9 @] =V (0,) 4V (039)

done Vi (o, f+9) < V2 (f) + V2 (g) et VI (f +9) <V (f) + V2 (9)- u
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Théoréme 1.30 Soit ¢ € Ja, b|.
La fonction f est a variation bornée sur [a,b] si, et seulement si, elle est a variation bornée sur
la,c] et [c,b]. Dans ce cas, on a :

Vo ()= Vi () + V()
(relation de Chasles).

Démonstration. Soit ¢ € Ja, b|.

Supposons que f soit & variation bornée sur [a,b]. La fonction f est donc bornée sur [a, |
et [c,b].

Pour toute subdivision o de [a,c|, ¢’ = o V (¢, b) est une subdivision de [a, b] et :

Vi) =V, )=V (e )+ 1f(b) = (I =V (o)

Il en résulte que f & variation bornée sur [a, c] avec VE (f) < VP (f).

De maniére analogue, on voit que f a variation bornée sur [c,b] avec V2 (f) < VP (f).

Réciproquement supposons que f soit & variation bornée sur [a,c| et [c,b]. Elle est alors
bornée sur [a, c] et [c,b], donc sur [a,b)] .

Pour toute subdivision ¢ = (a;)<;<, € 2ap, il existe un unique entier p compris entre 0
et n — 1 tel que ¢ € ]a,, apy1] et en désignant par o, oy les subdivisions de [a, ] et [c,b]
respectivement définies par :

o1 = (ag, - ,ap,¢) et o9 = (¢, aps1,- - ,ap)

(si ¢ = apy1, on pose alors ojep) = (Apt1,- -+ ,ay)), On a alors :

i
L

V (o, f) = : |f<ai+l> _f(ai)|

-
Il
o

M1

5 (aisr) = F @)+ 3 1F (@) = 7 (a0)

<.
_ O

< Q@) = fla) |+ 1f (¢) = flap)| + [f (ap11) = f ()] + Z_: |f (@it1) = f ()]

= i=p+1

=

[e=]

(la derniére somme étant nulle si p =n — 1), ce qui nous donne :

V(O',f) Sv(o-[a;c]af)_’_v(o-[c,b]af) S‘/:zc(f)—}_‘/cb(f)

Donc f est a variation bornée sur [a,b] et V2 (f) < VE(f)+ Vi (f).
Dans ce cas, pour tout réel € > 0, on peut trouver opg,q € Yg et oy € Xep telles que :

‘/ac(f) —e< V(O_[a;c}af) et V::b(f) —&e< V<0[c,b]7f>
En notant o = o4, V 0cp), On a :
V(va) = V(O—[a;c}af) +V(0-[c,b]af) > V;(f)—*—‘/cb(f) —2e

donc V2 (f) > VE(f) + VO (f) —2e et VE(f) > VE(f) + VP (f) puisque € > 0 est quelconque.
On a done Vy (f) = Vi (f) + VI (f). u
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Théoréme 1.31 Une fonction f : [a,b] — R est a variation bornée si, et seulement si, elle
s’écrit comme la différence de deux fonctions croissantes.

Démonstration. Si f = g—h avec g, h monotones sur [a, b] , les fonctions g, h sont a variation
bornée et il en est de méme pour f puisqu’elle est somme de deux fonctions a variations bornées
(théoréme 1.29).

On suppose que f est a variation bornée sur [a,b] et on définit les fonctions g, h sur [a, d]
par :

9(r) =5 (V2 () + T (@) et h(x) =

Pour = < y dans [a,b], on a :

2(9(y) —g())

(Ve (f) = [ (2))

DN —

Vy

=V + 1) —f(=)
2 )+ () f (@)
I(y) f@)l+fy) = fx) =0

La fonction g est donc croissante sur [a, b].
En écrivant que :

Cd

||
IS
—~

v

M) = 5 V(1) + (=) (@)

on déduit que h est aussi croissante sur [a, b] et f est différence de deux fonctions croissantes.
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