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Documents, calculatrices et téléphones interdits.

Exercice 1. Soit X un ensemble, soit C une collection de parties de X telle que ∅ ∈ C et X ∈ C,
et µ : C → [0,+∞] une application telle que µ(∅) = 0. Pour tout E ⊂ X, on définit µ∗(E) comme
étant la borne inférieure dans [0,+∞] des sommes

+∞∑
n=1

µ(En),

où (En)n≥1 est une suite d’ensembles de C tels que E ⊂ ∪n≥1En.

(1) Montrer que pour tout E ⊂ X, il un tel recouvrement de E.

(2) Montrer que µ∗ est une mesure extérieure, c’est-à-dire : µ∗(∅) = 0 et si A et (An)n∈N∗ sont

des parties de X telles que A ⊂ ∪n∈N∗An, alors µ∗(A) ≤
+∞∑
n=1

µ∗(An).

Exercice 2. On se donne une suite (bn)n≥1 de nombres positifs tels que
+∞∑
n=1

bn = +∞, et on étudie

la série de fonctions
+∞∑
n=1

bn| sin(2πnt)|, pour t ∈ [0, 1]. On dénote par m la mesure de Lebesgue.

(1) Linéariser la fonction θ → (sin θ)2.

(2) Montrer que pour tout E ⊂ [0, 1] mesurable,

lim
n→+∞

∫
E

sin(2πnt)dt = 0 et lim
n→+∞

∫
E

(sin(2πnt))2dt =
m(E)

2
.
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(3) On suppose que
+∞∑
n=1

bn = +∞. En utilisant l’identité | sin θ| ≥ (sin θ)2, montrer que

∫
E

(
+∞∑
n=1

bn| sin(2πnt)|

)
dt = +∞.

(4) Soit r ∈ [0,+∞[ et Er l’ensemble des points t ∈ [0, 1] tels que
+∞∑
n=1

bn| sin(2πnt)| ≤ r. Montrer

que m(Er) = 0.

(5) En déduire que
+∞∑
n=1

bn| sin(2πnt)| = +∞ pour presque tout t ∈ [0, 1].

PROBLÈME.

Le but du problème est de trouver une série trigonométrique convergent en tout point vers une
fonction qui n’est pas intégrable.

Première partie. Soit f ∈ L1(0, 1). Pour tout k ∈ N∗ on pose bk =

∫ 1

0

sin(2πks)f(s)ds. Pour

tout t ∈ [0, 1], soit F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

(1) Question de cours : énoncer le théorème de Dirichlet. Pourquoi peut-on l’appliquer à F?

(2) pour tout (s, t) ∈ [0, 1]2 et k ∈ N∗ on pose ϕ(s, t) = cos(2πkt)f(s) si s < t, et ϕ(s, t) = 0
sinon. Montrer que ϕ est integrable sur [0, 1]2, par rapport à la mesure de Lebesgue.

(3) Montrer que

∫ 1

0

(∫ 1

0

ϕ(s, t)ds

)
dt =

∫ 1

0

F (t) cos(2πkt)dt.

(4) Montrer que

∫ 1

0

(∫ 1

0

ϕ(s, t)dt

)
ds = − bk

2πk
.

(5) Appliquer le théorème de Dirichlet à F en 0. En déduire que la série
+∞∑
k=1

bk
k

est convergente.

Seconde partie. Soit (bk)k∈N∗ une suite de nombres positifs ou nuls, décroissante, tendant vers 0.
Pour tout t ∈ [0, 1] et n ∈ N∗ on pose

fn(t) =
n∑
k=1

bk sin(2πkt) et gn(t) =
n∑
k=1

sin(2πkt).

Le but est de montrer que fn(t) converge pour tout t ∈ [0, 1]. C’est évident si t = 0 ou t = 1, on
supposera donc que 0 < t < 1.
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(1) Pour tout n ∈ N∗ et 0 < t < 1, calculer
n∑
k=1

e2iπkt, et montrer que

gn(t) =
sin(πnt) sin(π(n+ 1)t)

sin(πt)
.

(2) Soit n,m ∈ N tels que 1 < n < m. Montrer que

m∑
k=n

bk sin(2πkt) =
m∑
k=n

bk(gk(t)− gk−1(t)) =
m−1∑
k=n

(bk − bk+1)gk(t) + bmgm(t)− bngn−1(t).

(3) En utilisant la décroissance de bk, montrer que
m−1∑
k=n

|(bk − bk+1)gk(t)| ≤
bn − bm
| sin(πt)|

.

(4) Déduire de (2) et (3) que |fn(t)− fm(t)| ≤ 2bn
| sin(πt)|

(∗). Conclure.

Troisième partie.

(1) Soit p ∈ N∗ et 0 < t < 1. Calculer

p∑
k=−p+1

ei(2k−1)πt et en déduire que

∣∣∣∣sin(2πpt)

sin(πt)

∣∣∣∣ ≤ 2p.

(2) Montrer en utilisant (∗) que pour p ∈ N∗ fixé, on a |fn(t) sin(2πpt) − f(t) sin(2πpt)| ≤ 4pbn
pour tout n ≥ 2 et tout t ∈ [0, 1].

(3) En déduire que pour tout p ∈ N∗, t→ f(t) sin(2πpt) est continue sur [0, 1], et que∫ 1

0

f(t) sin(2πpt)dt =
bp
2
.

On énoncera le théorème d’échange de limite et d’intégrale utilisé.

Conclusion. Donner un exemple de suite bk ≥ 0 décroissante, tendant vers 0, telle que
+∞∑
k=1

bk
k

diverge. En déduire que la série trigonométrique
+∞∑
k=1

bk sin(2πkt) converge pour tout t ∈ [0, 1] vers

une fonction f non intégrable.
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