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1
Représentations d’un groupe
fini

1Pour ce chapitre, G est un groupe multiplicatif d’élément neutre noté e, K
est un corps commutatif de caractéristique nulle et E un K-espace vectoriel. Nous
préciserons quand G est fini, K = C ou E est de dimension finie.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. Une représentation linéaire de G dans E est un morphisme
de groupes ρ : G→ GL (E) . On dit aussi que E est un G-module.

On note (ρ,E) une telle représentation linéaire du groupe G et on dira simple-
ment représentation.

Si ρ est constante égale à IdE (i. e. ρ(g) = IdE pour tout g ∈ G), on dit alors
que la représentation est triviale.

Pour E est de dimension n ∈ N∗, on dit que la représentation est de dimension
finie et la dimension de E est le degré de cette représentation. En se fixant une base
de E, une représentation de G dans E revient à se donner un morphisme de groupes
de G dans GLn(K). Désignant, pour tout g ∈ G, par R (g) = ((ρij (g)))1≤i,j≤n la
matrice de ρ (g) dans une base B de E, on a pour g, h dans G, R (g) ∈ GLn (K) et
R (gh) = R (g)R (h) , R (g)

−1
= R

(
g−1

)
.

Se donner une représentation linéaire de G dans E revient à se donner une
action à gauche de G sur E, (g, x) ∈ G×E 7→ g ∗ x ∈ E, qui est K-linéaire, c’est-
à-dire telle que g ∗ (λx+ µy) = λg ∗x+µg ∗y pour tous λ, µ dans K et x, y dans E
(pour tout g ∈ G, l’application x 7→ g ∗x est linéaire). En effet, si ρ : G→ GL (E)
est une une telle représentation, on définit alors une action sur le groupe G par :

∀ (g, x) ∈ G× E, g ∗ x = ρ (g) (x)

puisque, pour tous g, g′ dansG et tout x dans E, on a e∗x = ρ (e) (x) = IdE (x) = x
et g ∗ (g′ ∗ x) = ρ (g) (ρ (g′) (x)) = ρ (g) ◦ ρ (g′) (x) = ρ (gg′) (x) = (gg′) ∗ x. Cette

1. Ce chapitre était présent dans la première édition et a été supprimé dans la deuxième.



2 Représentations d’un groupe fini

action est bien K-linéaire puisque :

g ∗ (λx+ µy) = ρ (g) (λx+ µy) = λρ (g) (x) + µρ (g) (y) = λg ∗ x+ µg ∗ y

Réciproquement, soit (g, x) 7→ g ∗ x une action à gauche K-linéaire de G sur E.
Pour tout g ∈ E, l’application ρ (g) : x ∈ E 7→ g ∗x ∈ E est K-linéaire et bijective.
En effet, de la linéarité de l’action, on déduit que ρ (g) ∈ L (E) , de e ∗ x = x pour
tout x ∈ E, on déduit que ρ (e) = IdE et avec g∗

(
g−1 ∗ x

)
=
(
gg−1

)
∗x = e∗x = x,

g−1 ∗ (g ∗ x) = x, on déduit que ρ (g) ◦ ρ
(
g−1

)
= ρ

(
g−1

)
◦ ρ (g) = IdE , ce qui

signifie que ρ (g) est bijective d’inverse ρ
(
g−1

)
. Enfin, avec g ∗ (g′ ∗ x) = (gg′) ∗x,

pour tous g, g′, x, on déduit que ρ (gg′) = ρ (g)◦ρ (g′) , c’est-à-dire que l’application
ρ est un morphisme de groupes de G dans GL (E) .

Exemples 1.1
1. Un groupe diédral de type D2n est isomorphe au sous-groupe de GL2 (R) engen-

dré par R =

(
cos
(
2π
n

)
− sin

(
2π
n

)
sin
(
2π
n

)
cos
(
2π
n

) )
et S =

(
1 0
0 −1

)
, ce qui nous donne

une représentation de degré 2 de D2n (voir le paragraphe ??).
2. Pour G fini et E de dimension card (G) , en notant B = (ek)k∈G une base de

E, on définit une représentation de G dans E en posant ρ (g) (ek) = egk pour
tout (g, k) ∈ G2. C’est la représentation régulière de G sur E.

3. Si G = Sn est le groupe symétrique d’ordre n et E est de dimension n, en
désignant par B = (ek)1≤k≤n une base de E, on définit une représentation de Sn

dans E en posant ρ (σ) (ek) = eσ(k) pour tous σ ∈ Sn et k ∈ {1, · · · , n} . C’est
la représentation de G sur E par permutation. La trace de ρ (σ) est le nombre
de points fixes de la permutation σ.

4. Si G = 〈a〉 =
{
e, a, · · · , am−1

}
est un groupe cyclique d’ordre m, on se donne

un isomorphisme u0 de E et on définit l’application ρ : G→ GL (E) par :

∀k ∈ {0, · · · ,m− 1} , ρ
(
ak
)
= uk0

C’est une représentation de G sur E si, et seulement si, on a um0 = IdE .
En effet si ρ est une représentation, on a alors um0 = ρ (am) = ρ (e) = IdE .
Réciproquement, si um0 = IdE , on a alors pour tous j, k compris entre 0 et
m− 1 :

ρ
(
ajak

)
= ρ

(
aj+k

)
= uj+k0 = uj0u

k
0 = ρ

(
aj
)
ρ
(
ak
)

si j + k ≤ m− 1

ρ
(
ajak

)
= ρ

(
aj+k−mam

)
= ρ

(
aj+k−m

)
= uj+k−m0 = uj+k0 = uj0u

k
0 = ρ

(
aj
)
ρ
(
ak
)

si m ≤ j + k ≤ 2m− 2

et ρ est bien une représentation.
5. Soient ((ρi, Ei))1≤i≤p une famille de représentations du groupe G dans des K-

espaces vectoriels E1, · · · , Ep avec p ≥ 2. On définit une représentation de G

dans la somme directe E =

p⊕
i=1

Ei en posant :

∀g ∈ G, ∀ (x1, · · · , xp) ∈
p∏
i=1

Ei, ρ (g)

(
p∑
i=1

xi

)
=

p∑
i=1

ρi (g) (xi)
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En effet, comme ρi (g) ∈ GL (Ei) pour 1 ≤ i ≤ p, on a ρ (g) ∈ L (E) . L’égalité
p∑
i=1

ρi (g) (xi) = 0 équivaut à ρi (g) (xi) = 0 pour tout i compris entre 1 et p,

soit à xi = 0 puisque chaque ρi (g) est un isomorphisme, donc ρ (g) ∈ GL (E)
et on a bien une représentation. On dit que (ρ,E) est la somme directe des

représentations (ρi, Ei) , ce que l’on note (ρ,E) =

(
p⊕
i=1

ρi,

p⊕
i=1

Ei

)
. Dans le

cas où tous les Ei sont de dimension finie, en désignant par Bi une base de

Ei, pour tout g ∈ G, la matrice de ρ (g) dans la base
p⋃
i=1

Bi de E est la matrice

diagonale par blocs R (g) = diag (R1 (g) , · · · , Rp (g)) , où Ri (g) est la matrice
de ρi (g) dans Bi.

Définition 1.2. Si (ρ,E) est une représentation de G, on dit alors que
ker (ρ) = {g ∈ G | ρ (g) = IdE} est le noyau de la représentation. La repré-
sentation est dite fidèle si son noyau est réduit à l’élément neutre de G.

Exemples 1.2
1. Si G est d’ordre n et E de dimension n, une représentation régulière de G

dans E (exemple 2) est fidèle. En effet si g est dans le noyau de ρ, on alors
egk = ρ (g) (ek) = ek pour tout k ∈ G, donc gk = k pour tout k ∈ G et g = e.

2. Si G est le groupe Sn des permutations de {1, · · · , n} , l’application ρ qui associe
à toute permutation σ ∈ Sn la matrice de passage R (σ) de la base canonique
B = (ej)1≤j≤n de Kn à la base Bσ =

(
eσ(j)

)
1≤j≤n est un morphisme de groupes

injectif de Sn dans GLn (K) , c’est donc une représentation fidèle de Sn.
3. Soient G = 〈a〉 un groupe cyclique d’ordre m, u0 ∈ GL (E) tel que um0 = IdE et

ρ : G → GL (E) la représentation définie par ρ
(
ak
)
= uk0 pour tout k compris

entre 0 et m − 1 (exemple 4). Si u0 est d’ordre m, cette représentation est
alors fidèle. En effet, si ak ∈ ker (ρ) avec k compris entre 0 et m − 1, on a
alors uk0 = IdE et nécessairement k = 0, donc ker (ρ) = {e} et ρ est fidèle.
Sinon, l’ordre r de u0 est un diviseur strict de m, soit r ∈ {1, · · · ,m− 1} et
ar ∈ ker (ρ) avec ar 6= e, donc ρ n’est pas fidèle.

1.2 Représentations irréductibles

Définition 1.3. Si (ρ,E) est une représentation de G, on dit alors qu’un
sous-espace vectoriel F de E est G-invariant (ou stable par G) si F est
stable par tous les ρ (g) , ce qui signifie que ρ (g) (F ) ⊂ F pour tout g ∈ G.

Les sous-espaces {0} et E sont toujours G-invariant.
Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie qui est G-invariant,

on a alors ρ (g) (F ) = F puisque ρ (g) est un isomorphisme.
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Si F est un sous-espace vectoriel de E qui est G-invariant, la représentation
ρ : G → GL (E) induit alors une représentation ρ′ : G → GL (F ) . On dit alors
que ρ′ est une sous-représentation de ρ.

Définition 1.4. Si (ρ,E) est une représentation de G, on dit alors que
EG = {x ∈ E | ∀g ∈ G, ρ (g) (x) = x} est l’ensemble des points fixes de G
dans E.

Pour tous x, y dans EG, λ ∈ K et g ∈ G, on a :

ρ (g) (λx+ y) = λρ (g) (x) + ρ (g) (y) = λx+ y

donc EG est un sous-espace vectoriel de E qui est G-invariant.

Définition 1.5. On dit qu’une représentation de G dans E est irréductible
(ou simple) si E n’est pas réduit au vecteur nul et les seuls sous-espaces
G-invariants sont {0} et E.

Exemples 1.3
1. Si G est d’ordre n et E de dimension n, une représentation régulière de G dans

E (exemple 2) n’est pas irréductible. En effet, pour x =
∑
k∈G

ek et tout g ∈ G, on

a ρ (g) (x) =
∑
k∈G

ρ (g) (ek) =
∑
k∈G

egk =
∑
h∈G

eh = x puisque l’application k 7→ gk

est une permutation de G. Donc la droite vectorielle D = Kx dirigée par x est
G-invariante non triviale. La restriction de ρ à D est la représentation triviale
puisque ρ (g) (x) = x pour tout g ∈ G.

2. Reprenant l’exemple 4 avec K = C et E de dimension finie, comme um0 = IdE ,
l’endomorphisme u0 est annulé par le polynôme Xm−1 qui est scindé à racines
simples dans C [X] , il est donc diagonalisable. Désignant par B = (ei)1≤i≤n une
base de E formé de vecteurs propres de u0, B est aussi une base de vecteurs
propres de ρ

(
ak
)
= uk0 pour tout k compris entre 0 et m−1, donc chaque droite

vectorielle Ei = Cei, pour i compris entre 1 et n, est G-invariante. Donc cette
représentation de G n’est pas irréductible.

Définition 1.6. Soient E,F deux K-espaces vectoriels et (ρ,E) , (σ, F )
deux représentations de G. On dit que u ∈ L (E,F ) est G-linéaire (ou que
c’est un G-morphisme, ou que c’est un opérateur d’entrelacement) si on a
u ◦ ρ (g) = σ (g) ◦ u pour tout g ∈ G. Si de plus u est bijective, on dit alors
que c’est un G-isomorphisme ou que les représentations sont équivalentes.

Dire que u ∈ L (E,F ) est G-linéaire se traduit aussi par σ (g) ◦ u ◦ ρ
(
g−1

)
= u

pour tout g ∈ G.
Dire les représentations (ρ,E) et (σ, F ) sont équivalentes revient à dire qu’il

existe un isomorphisme u de E sur F tel que ρ (g) = u−1 ◦ σ (g) ◦ u pour tout
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g ∈ G et dans le cas de la dimension finie, cela signifie qu’il existe une matrice
inversible P telle que R (g) = P−1S (g)P pour tout g ∈ G (les matrices R (g) , de
ρ (g) dans une base de E, et S (g) , de σ (g) dans une base de F, sont semblables).

On note LG (E,F ) le sous-espace vectoriel de L (E,F ) constitué des applica-
tions G-linéaires.

Lemme 1.1 Soient (ρ,E) et (σ, F ) deux représentations du même groupe G dans
des K-espaces vectoriels E et F.
1. L’application τ qui associe à g ∈ G l’isomorphisme τ (g) de L (E,F ) défini par

τ (g) (u) = σ (g) ◦ u ◦ ρ
(
g−1

)
pour tout u ∈ L (E,F ) est une représentation de

G dans L (E,F ) . Si E et F sont de dimension finie, cette représentation est
de degré deg (ρ,E) deg (σ, F ) .

2. L’espace des points fixes de G dans cette représentation (τ,L (E,F )) est l’espace
des applications G-linéaires, soit L (E,F )

G
= LG (E,F ) .

Démonstration
1. Pour tout g ∈ G et tout u ∈ L (E,F ) , on a ρ

(
g−1

)
∈ GL (E) et σ (g) ∈ GL (F ) ,

donc τ (g) (u) = σ (g) ◦ u ◦ ρ
(
g−1

)
∈ L (E,F ) . Pour tous scalaires λ, µ et tous

morphismes u, v dans L (E,F ) , on a :

τ (g) (λu+ µv) = σ (g) ◦ (λu+ µv) ◦ ρ
(
g−1

)
= λτ (g) (u) + µτ (g) (v)

donc τ (g) est bien une application linéaire de L (E,F ) dans L (E,F ) . Pour u
dans L (E,F ) , on a τ (e) (u) = σ (e) ◦ u ◦ ρ

(
e−1
)
= u, donc τ (e) = IdL(E,F ).

Pour g, h dans G et u dans L (E,F ) , on a :

τ (gh) (u) = σ (gh) ◦ u ◦ ρ
(
h−1g−1

)
= σ (g) ◦

(
σ (h) ◦ u ◦ ρ

(
h−1

))
◦ ρ
(
g−1

)
= σ (g) ◦ (τ (h) (u)) ◦ ρ

(
g−1

)
= τ (g) (τ (h) (u))

donc τ (gh) = τ (g)◦τ (h) et τ (g) est inversible d’inverse τ
(
g−1

)
. En définitive,

τ est bien un morphisme de groupes de G dans GL (L (E,F )) et (τ,L (E,F ))
est bien une représentation de G. Si E et F sont de dimension finie, cette
représentation est alors de degré égal à dim (L (E,F )) = deg (ρ,E) deg (σ, F ) .

2. On a :

L (E,F )
G
= {u ∈ L (E,F ) | ∀g ∈ G, τ (g) (u) = u}
=
{
u ∈ L (E,F ) | ∀g ∈ G, σ (g) ◦ u ◦ ρ

(
g−1

)
= u

}
= LG (E,F )

Lemme 1.2 Soient E,F deux K-espaces vectoriels, (ρ,E) , (σ, F ) deux représen-
tations de G et u ∈ LG (E,F ) . Les espaces vectoriels ker (u) et Im (u) sont G-
invariants dans E et F respectivement.

Démonstration Pour tout g ∈ G et tout x ∈ ker (u) , on a :

u (ρ (g) (x)) = u ◦ ρ (g) (x) = σ (g) ◦ u (x) = σ (g) (u (x)) = σ (g) (0) = 0
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donc ρ (g) (x) ∈ ker (u) . Le sous-espace ker (u) est donc g-invariant dans E. Pour
tout g ∈ G et tout y = u (x) ∈ Im (u) , on a :

σ (g) (y) = σ (g) ◦ u (x) = u ◦ ρ (g) (x) = u (ρ (g) (x)) ∈ Im (u)

Le sous-espace Im (u) est donc G-invariant dans F.

Lemme 1.3 (Schur) Soient E,F deux K-espaces vectoriels et (ρ,E) , (σ, F ) deux
représentations irréductibles de G.

1. Si E et F ne sont pas isomorphes, on a alors LG (E,F ) = {0} .
2. Si K est algébriquement clos et E, F sont isomorphes et de dimension finie,

l’espace LG (E,F ) est alors de dimension 1 sur K (c’est donc un corps).

Démonstration

1. Supposons qu’il existe une application G-linéaire u ∈ LG (E,F ) non nulle.
Comme (ρ,E) est irréductible et ker (u) est G-invariant dans E distinct de E,
on a ker (u) = {0} , donc u est injective. Comme (σ, F ) est irréductible et Im (u)
est G-invariant dans F non réduit à {0} , on a Im (u) = F, donc u est surjective
et c’est un isomorphisme. On en déduit que LG (E,F ) = {0} si E et F ne sont
pas isomorphes.

2. Le corps K étant algébriquement clos et E ⋍ F de dimension finie, toute ap-
plication G-linéaire u ∈ LG (E,F ) identifiée à un endomorphisme de E admet
une valeur propre λ ∈ K et le sous-espace propre Eλ = ker (u− λIdE) est G-
invariant dans E (car u− λIdE ∈ LG (E,E)), non réduit au vecteur nul, c’est
donc E tout entier si (ρ,E) est irréductible, ce qui signifie que u est une homo-
thétie. On a donc LG (E,F ) ⋍ K. On peut aussi vérifier que LG (E,F ) est un
anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles, c’est donc un corps.

Théorème 1.1.

Soient G fini, E,F deux K-espaces vectoriels, (ρ,E) , (σ, F ) deux repré-
sentations de G, u ∈ L (E,F ) et û =

1

Card (G)

∑
g∈G

σ (g) ◦ u ◦ ρ
(
g−1

)
.

1. û est un G-morphisme de E dans F.
2. Si les représentations (ρ,E) et (σ, F ) sont irréductibles et non G-

isomorphes, on a alors û = 0.

3. Si K est algébriquement clos et (ρ,E) = (σ, F ) est irréductible de degré

fini, on a alors û =
Tr (u)

dim (E)
IdE (homothétie de rapport Tr (u)

dim (E)
).

Démonstration
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1. Pour tout h ∈ G, on a :

σ (h) ◦ û ◦ ρ
(
h−1

)
=

1

Card (G)

∑
g∈G

σ (hg) ◦ u ◦ ρ
(
(hg)

−1
)

=
1

Card (G)

∑
k∈G

σ (k) ◦ u ◦ ρ
(
k−1

)
= û

du fait que l’application k 7→ g = h−1k réalise une bijection de G sur lui même.
Donc û ∈ LG (E,F ) .

2. C’est une conséquence immédiate du lemme de Schur qui nous dit que E et F
sont G-isomorphes si û ∈ LG (E,F ) est non nulle.

3. Pour K algébriquement clos, E = F de dimension finie et ρ irréductible, le
lemme précédent nous dit que LG (E,E) est de dimension 1, il existe donc
λ ∈ K tel que û = λIdE et Tr (û) = λ dim (E) , avec :

Tr (û) =
1

Card (G)

∑
g∈G

Tr
(
σ (g) ◦ u ◦ ρ

(
g−1

))
=

1

Card (G)

∑
g∈G

Tr (u) = Tr (u)

ce qui donne bien λ =
Tr (u)

dim (E)
.

Le lemme qui suit nous dit que, sur un corps algébriquement clos, tout sous-
espace G-invariant d’une représentation de degré fini d’un groupe fini admet un
supplémentaire G-invariant.

Lemme 1.4 On suppose que le groupe G est fini. On se donne une représentation
(ρ,E) de G dans E, F un sous-espace vectoriel G-invariant de E et π ∈ L (E) un
projecteur d’image F. L’application π̂ =

1

Card (G)

∑
g∈G

ρ (g)◦π◦ρ
(
g−1

)
∈ LG (E,E)

est un projecteur d’image F et E = F ⊕H, où H est un sous-espace vectoriel G-
invariant de E.

Démonstration On a vu avec le théorème précédent que π̂ ∈ LG (E,E) . Pour
tout x ∈ E et g ∈ G, on a π

(
ρ
(
g−1

)
(x)
)
∈ F et ρ (g)

(
π
(
ρ
(
g−1

)
(x)
))

∈ F
puisque F est G-invariant, on a donc π̂ (x) ∈ F, c’est-à-dire que π̂ est à valeurs
dans F. D’autre part, pour tout x ∈ F, on a ρ

(
g−1

)
(x) ∈ F (F est G-invariant)

donc π
(
ρ
(
g−1

)
(x)
)
= ρ

(
g−1

)
(x) = ρ (g)

−1
(x) et ρ (g)

(
π
(
ρ
(
g−1

)
(x)
))

= x. On
a donc π̂ (x) = x pour tout x ∈ F et Im (π̂) ⊂ F, ce qui entraîne que π̂ est un
projecteur d’image F. On a alors E = Im (π̂)⊕ ker (π̂) = F ⊕H, avec H = ker (π̂)
qui est G-invariant.

Théorème 1.2. Maschke

On suppose que G est fini, que K est algébriquement clos et que (ρ,E)
est une représentation de G dans E de degré fini. Dans ce cas, (ρ,E) est
somme directe de sous-représentations irréductibles, c’est-à-dire qu’il existe
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des sous-espaces G-invariants et irréductibles E1, · · · , Ep de E tels que E =
p⊕
i=1

Ei.

Démonstration On procède par récurrence sur le degré de la représentation.
En dimension 1 toute représentation de G est irréductible. En supposant le ré-
sultat acquis pour les représentations de G de dimension n ≥ 1, on se donne une
représentation ρ : G→ GL (E) de degré n+1. Si ρ est irréductible, c’est terminé,
sinon il existe des sous-espaces vectoriels de E qui sont G-invariant et distincts
de {0} et de E. En désignant par F un tel sous-espace de dimension minimale, ce
sous-espace G-invariant est irréductible et le lemme précédent nous dit qu’il admet
un supplémentaire H qui est G-invariant et distincts de {0} et de E. Il suffit alors
d’appliquer l’hypothèse de récurrence à ρ : G→ GL (H) pour conclure.

1.3 Caractères des groupes finis
Pour ce paragraphe et les suivants, le groupe G est fini et les espaces vectoriels

considérés sont de dimension finie.
Si K = C et G est commutatif, une représentation irréductible de G dans E est

nécessairement de degré 1 (exercice 1.3), donc GL (E) est isomorphe au groupe
multiplicatif K∗ et il existe une application χ : G → K∗ telle que ρ(g) = χ(g)IdE
pour tout g ∈ G et χ(g) est la trace de ρ(g).

Pour G fini, non nécessairement commutatif, on donne la définition suivante.

Définition 1.7. Si (ρ,E) est une représentation de G, son caractère est
l’application χρ : G→ K définie par χρ (g) = Tr (ρ (g)) pour tout g ∈ G.

Définition 1.8. On dit qu’une fonction χ : G → K est un caractère
[resp. un caractère irréductible] de G s’il existe une représentation [resp.
une représentation irréductible] (ρ,E) de G telle que χ = χρ.

On notera simplement χ pour χρ quand la représentation est fixée.

Exemple 1.1 Le caractère de la représentation triviale ρ : g 7→ IdE est la fonction
constante χ : g 7→ n.

Des propriétés de la trace, on déduit facilement les résultats suivant.

Théorème 1.3.

Soient (ρ,E) une représentation de G et χρ : G → K son caractère. On
a :
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1. χρ (e) = deg (ρ,E) = dim (E) (toutes les représentations de G de même
caractère χ, ont le même degré χ (e)) ;

2. pour tous g, h dans G, χρ (gh) = χρ (hg) et χρ
(
ghg−1

)
= χρ (h) (χρ est

constant sur chaque classe de conjugaison de G) ;
3. si (ρ,E) est somme directe de p ≥ 2 représentations de G, son caractère

est alors la somme des caractères correspondants.

Démonstration

1. On a χρ (e) = Tr (ρ (e)) = Tr (IdE) = dim (E) .

2. Pour g, h dans G, on a :

χρ (gh) = Tr (ρ (gh)) = Tr (ρ (g) ◦ ρ (h)) = Tr (ρ (h) ◦ ρ (g)) = χρ (hg)

et χρ
(
ghg−1

)
= χ

(
hg−1g

)
= χ (h) .

3. Si (ρ,E) =

(
p⊕
i=1

ρi,

p⊕
i=1

Ei

)
, en désignant par Bi une base de Ei, pour tout

g ∈ G, la matrice de ρ (g) dans la base
p⋃
i=1

Bi de E est la matrice diagonale par

blocs R (g) = diag (R1 (g) , · · · , Rp (g)) , où Ri (g) est la matrice de ρi (g) dans

Bi et on a χρ (g) = Tr (R (g)) =

p∑
i=1

Tr (Ri (g)) =

p∑
i=1

χρi (g) .

Théorème 1.4.

Deux représentations de G équivalentes, ont même caractère.

Démonstration Si les représentations (ρ,E) et (σ, F ) de G sont équivalentes,
il existe alors un isomorphisme u de E sur F tel que ρ (g) = u−1 ◦ σ (g) ◦ u pour
tout g ∈ G et on a Tr (ρ (g)) = Tr (σ (g)) pour tout g ∈ G. Donc χρ = χσ.

Nous verrons plus loin que la réciproque du théorème précédent est vraie.

Théorème 1.5.

On suppose que K = C et on se donne une représentation (ρ,E) de G de
caractère χ : G→ C.

1. Si g ∈ G est d’ordre r, χ (g) est alors somme de n racines r-ièmes de
l’unité.

2. Pour tout g ∈ G, on a χ
(
g−1

)
= χ (g) et |χ (g)| ≤ χ (e) = dim (E) .

3. Le noyau de (ρ,E) est ker (ρ) = {g ∈ G | χ (g) = χ (e)} .

Démonstration
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1. Si g ∈ G est d’ordre r ≥ 1, l’isomorphisme ρ (g) est diagonalisable et ses
valeurs propres λ1, · · · , λn sont des racines r-ièmes de l’unité (exercice 1.2),

donc χ (g) = Tr (ρ (g)) =

n∑
i=1

λi est somme de n racines r-ièmes de l’unité.

2. On a |λi| = 1 pour tout i compris entre 1 et n et les λi = λ−1
i sont les valeurs

propres de ρ
(
g−1

)
= ρ (g)

−1
, donc |χ (g)| ≤

n∑
i=1

|λi| = n = dim (E) = χ (e) et

χ
(
g−1

)
= Tr

(
ρ
(
g−1

))
=

n∑
i=1

λ−1
i =

n∑
i=1

λi = χ (g).

3. Pour tout g ∈ ker (ρ) , on a ρ(g) = IdE = ρ(e) et χ (g) = Tr (ρ (g)) = n = χ (e) .
Réciproquement, soit g ∈ G tel χ (g) = χ (e) . En désignant par λ1, · · · , λn les

valeurs propres de ρ (g) , on a
n∑
k=1

λk = n, les λk = eiθk étant des racines de

l’unité. On a alors
n∑
k=1

cos (θk) = n et nécessairement |cos (θk)| = 1 pour tout k

(sinon n ≤
n∑
k=1

|cos (θk)| < n, ce qui est impossible), soit λk = ±1 pour tout k

et l’égalité
n∑
k=1

λk = n impose λk = 1 pour tout k compris entre 1 et n (sinon, en

séparant les −1 des 1 dans la somme, on aboutit à p = n+ q avec 0 ≤ p ≤ n−1
et 1 ≤ q ≤ n, ce qui est impossible). L’endomorphisme diagonalisable ρ (g) a
donc toutes ses valeurs propres égales à 1, c’est donc IdE et g ∈ ker (ρ) .

Définition 1.9. Si (ρ,E) est une représentation de G, sa moyenne est
l’application linéaire définie par µ =

1

Card (G)

∑
g∈G

ρ (g) .

Lemme 1.5 Soient (ρ,E) une représentation de G et µ sa moyenne.

1. µ est un projecteur.
2. EG = Im (µ) = ker (µ− IdE) .

3. Tr (µ) = dim
(
EG
)
=

1

Card (G)

∑
g∈G

χ (g) .

Démonstration

1. Pour tout g ∈ G, on a :

ρ (g) ◦ µ =
1

Card (G)

∑
h∈G

ρ (g) ◦ ρ (h) = 1

Card (G)

∑
h∈G

ρ (gh)
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et du fait que l’application k 7→ h = g−1k est une permutation de G, on déduit
que ρ (g) ◦ µ =

1

Card (G)

∑
k∈G

ρ (k) = µ. Il en résulte que µ ◦ µ = µ, c’est-à-dire

que µ est un projecteur.
2. Avec (µ− IdE) ◦ µ = 0, on déduit que Im (µ) ⊂ ker (µ− IdE) et du fait que

pour tout x ∈ ker (µ− IdE) , on a x = µ (x) ∈ Im (µ) , on déduit l’égalité
Im (µ) = ker (µ− IdE) . Pour x ∈ EG, on a :

µ (x) =
1

Card (G)

∑
g∈G

ρ (g) (x) =
1

Card (G)

∑
g∈G

x = x

c’est-à-dire que EG ⊂ ker (µ− IdE) . Réciproquement si x = µ (x) , on a alors
ρ (g) (x) = (ρ (g) ◦ µ) (x) = µ (x) = x pour tout g ∈ G et x ∈ EG. On a donc
bien EG = Im (µ) = ker (µ− IdE) .

3. Comme µ est un projecteur, on a Tr (µ) = dim (Im (µ)) = dim
(
EG
)

avec :

Tr (µ) =
1

Card (G)

∑
g∈G

Tr (ρ (g)) =
1

Card (G)

∑
g∈G

χ (g)

Lemme 1.6 Si E,F sont des espaces vectoriels (de dimension finie), f ∈ L (E) ,
g ∈ L (F ) et φ : L (E,F ) → L (E,F ) est l’application linéaire définie par :

∀u ∈ L (E,F ) , φ (u) = g ◦ u ◦ f

on a alors Tr (φ) = Tr (f)Tr (g) .

Démonstration On se donne une base B = (ei)1≤i≤n de E, une base B′ =
(e′i)1≤i≤n une base de F et on note B′′ = (uij) 1≤i≤n

1≤j≤m
la famille d’applications

linéaires de E dans F définie par :

∀k ∈ {1, · · · , n} , uij (ek) =
{

0 si k 6= i
e′j si k = i

(soit en désignant par (e∗i )1≤i≤n la base duale de B, uij (x) = e∗i (x) e
′
j). On vérifie

facilement que cette famille est une base de L (E,F ) (il y a nm = dim (L (E,F ))

éléments et
∑

1≤i≤n
1≤j≤m

αijuij = 0 appliqué à ek donne
m∑
j=1

αkje
′
j = 0 qui entraîne la nul-

lité de tous les coefficients αkj), toute application linéaire u ∈ L (E,F ) s’écrivant

u =
∑

1≤i≤n
1≤j≤m

αijuij , où les coefficients αij sont définis par u (ek) =

m∑
j=1

αkje
′
j pour

tout k ∈ {1, · · · , n} (c’est-à-dire que ((αij)) =
tA, où A est la matrice de u dans

les bases B et B′). Pour 1 ≤ r ≤ n et 1 ≤ s ≤ m, on a φ (urs) =
∑

1≤i≤n
1≤j≤m

α
(r,s)
ij uij et
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Tr (φ) =
∑

1≤r≤n
1≤s≤m

α
(r,s)
rs . Avec φ (urs) (ek) =

m∑
j=1

α
(r,s)
kj e′j et :

φ (urs) (ek) = (g ◦ (urs) ◦ f) (ek) = (g ◦ (urs))

(
n∑
i=1

aikei

)

= g (arke
′
s) = ark

m∑
j=1

bjse
′
j

on déduit que α(r,s)
kj = arkbjs, ce qui donne Tr (φ) =

∑
1≤r≤n
1≤s≤m

arrbss = Tr (f)Tr (g) .

On note KG l’espace vectoriel des applications de G dans K. Cet espace vectoriel
est de dimension card (G) .

Pour toute fonction v ∈ KG, on note v∗ la fonction définie par v∗ (g) = v
(
g−1

)
pour tout g ∈ G et on définit sur KG la forme bilinéaire 〈· | ·〉 par :

∀ (u, v) ∈ KG ×KG, 〈u | v〉 = 1

Card (G)

∑
g∈G

u (g) v∗ (g)

Lemme 1.7 La forme bilinéaire 〈· | ·〉 est symétrique et non dégénérée sur KG.

Démonstration L’application g 7→ g−1 étant une permutation de G et le corps
K commutatif, on déduit que la forme bilinéaire 〈· | ·〉 est symétrique. Si u ∈
KG est telle que 〈u | v〉 = 0 pour tout v ∈ KG, en prenant pour fonction v la
fonction caractéristique du singleton

{
h−1

}
, où h est quelconque dans G, on a,

0 = 〈u | v〉 = 1

Card (G)
u (h) et u (h) = 0, donc u est l’application nulle. La forme

bilinéaire 〈· | ·〉 est donc non dégénérée.
Si K = C et v est un caractère, on a alors v∗ (g) = v

(
g−1

)
= v (g) et :

〈u | v〉 = 1

Card (G)

∑
g∈G

u (g) v (g)

L’application 〈· | ·〉 ainsi définie est un produit scalaire hermitien sur KG.

Théorème 1.6.

Soient (ρ,E) , (σ, F ) deux représentations de G et χρ, χσ leurs caractères
respectifs.
1. Le caractère de la représentation associée (τ,L (E,F )) (voir le lemme

1.1) est χτ = χ∗
ρχσ.

2. On a 〈χρ | χσ〉 = dim (LG (E,F )) , où LG (E,F ) est l’espace des appli-
cations G-linéaires de E dans F (〈χρ | χσ〉 est donc un entier).

3. Si E n’est pas réduit au vecteur nul, on a alors 〈χρ | χρ〉 ∈ N∗.
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4. Si les représentations (ρ,E) et (σ, F ) sont irréductibles, on a alors :

(〈χρ | χσ〉 ≥ 1) ⇔ ((ρ,E) et (σ, F ) sont équivalentes) ⇔ (χρ = χσ)

Démonstration

1. Pour tous g dans G et u dans L (E,F ) , on a τ (g) (u) = σ (g) ◦ u ◦ ρ
(
g−1

)
et,

en utilisant le lemme précédent :

χτ (g) = Tr (τ (g)) = Tr
(
ρ
(
g−1

))
Tr (σ (g)) = χρ

(
g−1

)
χσ (g)

On a donc bien χτ = χ∗
ρχσ.

2. On a :

〈χρ | χσ〉 = 〈χσ | χρ〉 =
1

Card (G)

∑
g∈G

χρ
(
g−1

)
χσ (g)

=
1

Card (G)

∑
g∈G

χτ (g) = dim
(
L (E,F )

G
)

et avec L (E,F )
G
= LG (E,F ) , on déduit que 〈χρ | χσ〉 = dim (LG (E,F )) .

3. En particulier, on a 〈χρ | χρ〉 = dim (LG (E,E)) ∈ N∗ si E n’est pas réduit au
vecteur nul puisque LG (E,E) contient IdE qui est non nulle.

4. Si 〈χρ | χσ〉 ≥ 1, on a alors dim (LG (E,F )) ≥ 1 et le lemme de Schur, pour
(ρ,E) et (σ, F ) irréductibles, nous dit que les représentations sont équivalentes
et en conséquence, elles ont même caractère (théorème 1.4). Si χρ = χσ, on a
alors 〈χρ | χσ〉 = 〈χρ | χρ〉 ≥ 1 puisque E n’est pas réduit au vecteur nul ((ρ,E)
étant irréductible, on a E 6= {0}).

Avec les notations du théorème précédent, pour K = C, on a χτ = χρχσ.
Pour K algébriquement clos et (ρ,E) irréductible on a vu que LG (E,E) est de

dimension 1 (lemme 1.3), donc 〈χρ | χρ〉 = 1.
Le théorème précédent nous dit que si χρ, χσ sont les caractères de deux re-

présentations irréductibles, ils sont orthogonaux dans KG pour la forme bilinéaire
〈· | ·〉 si, et seulement si, χρ 6= χσ.

Corollaire 1.1. Si χ1, · · · , χp sont des caractères irréductibles distincts
de G, ils sont alors linéairement indépendants dans KG et p ≤ Card (G) .

Démonstration Si
p∑
j=1

λjχj = 0, on a alors 0 =

p∑
j=1

λj 〈χj | χi〉 = λi 〈χi | χi〉

pour tout i compris entre 1 et p, compte tenu de l’orthogonalité des χj avec
〈χi | χi〉 > 0, ce qui donne λi = 0. Les χi sont donc linéairement indépendants
dans KG qui est de dimension Card (G) et nécessairement p ≤ Card (G) .

On a donc au plus Card (G) caractères irréductibles sur G.
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1.4 Fonctions centrales
On suppose que le groupe G est fini et que K = C.

Définition 1.10. On appelle fonction centrale de G dans C toute applica-
tion φ : G → C constante sur les classes de conjugaison de G, c’est-à-dire
telle que φ

(
ghg−1

)
= φ (h) pour tous g, h dans G.

Le point 2. du théorème 1.3 nous dit qu’un caractère est une fonction centrale.
Une fonction φ : G → C est centrale si, et seulement si, φ (gk) = φ (kg) pour

tous g, k dans G.
On désigne par H le sous-espace de CG formé des fonctions centrales sur G et

on définit sur H un produit hermitien en posant :

∀ (φ,ψ) ∈ H2, 〈φ,ψ〉 = 1

|G|
∑
g∈G

φ (g)ψ (g)

Lemme 1.8 Si φ ∈ H et (ρ,E) est une représentation de G de caractère χ, l’appli-
cation ρφ ∈ L (E) définie par ρφ =

1

Card (G)

∑
g∈G

φ
(
g−1

)
ρ (g) est un G-morphisme

de E et, si de plus la représentation (ρ,E) est irréductible, ρφ est alors une homo-

thétie de rapport 〈φ | χ〉
dim (E)

.

Démonstration Pour tout h ∈ G, on a ρφ ◦ ρ (h) = 1

Card (G)

∑
g∈G

φ
(
g−1

)
ρ (gh)

et comme l’application k 7→ g = hkh−1 est une permutation de G, cela s’écrit :

ρφ ◦ ρ (h) = 1

Card (G)

∑
k∈G

φ
(
hk−1h−1

)
ρ (hk)

= ρ (h) ◦ 1

Card (G)

∑
k∈G

φ
(
k−1

)
ρ (k) = ρ (h) ◦ ρφ

si φ est une fonction centrale. On a donc ρφ ∈ LG (E,E) . Si de plus (ρ,E) est
irréductible, le lemme de Schur nous dit alors que LG (E,E) est de dimension 1 et
ρφ est une homothétie, soit ρφ = λIdE et :

λ =
Tr (ρφ)

dim (E)
=

1

dim (E)

1

Card (G)

∑
g∈G

φ
(
g−1

)
χ (g)

=
1

dim (E)

1

Card (G)

∑
g∈G

φ (g)χ (g) =
〈φ | χ〉
dim (E)

On a vu que les caractères irréductibles de G forment un système orthonormé
de l’espace des fonctions centrales (théorème 1.6) et donc, il y a au plus Card (G)
caractères irréductibles sur G. En fait ils en forment une base.
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Théorème 1.7.

Les caractères irréductibles de G forment une base orthonormée de l’es-
pace H des fonctions centrales sur G et le nombre de ces caractères irré-
ductibles (qui est la dimension de H) est égal au nombre des classes de
conjugaison de G.

Démonstration Soit F le sous-espace vectoriel de H engendré par tous les ca-
ractères irréductibles de G, χ1, · · · , χp. Comme ces caractères forment un système
orthonormé, ils sont linéairement indépendants et pour montrer qu’ils forment
une base de H, il nous suffit de prouver que l’orthogonal de F est réduit à {0} . Si
φ ∈ H est orthogonal à F , on a alors 〈φ | χ〉 = 0 pour tout caractère irréductible
et la fonction ρφ associée par le procédé du lemme précédent à un tel caractère est

nulle. Si (ρ,E) est une représentation de G, elle s’écrit alors (ρ,E) =

r⊕
j=1

(ρj , Ej) ,

où les (ρj , Ej) sont des représentions irréductibles de G. En notant ρj,φ l’applica-
tion associée à φ et (ρj , Ej) par le procédé du lemme précédent, on a pour tout

x =

r∑
j=1

xj , avec xj ∈ Ej , ρφ (x) =

r∑
j=1

ρφ (xj) =

r∑
j=1

ρj,φ (xj) = 0. On a donc ρφ = 0

pour toute représentation de G. En utilisant la représentation régulière de G, on a∑
g∈G

φ
(
g−1

)
ρ (g) = 0, les ρ (g) , pour g ∈ G étant linéairement indépendants dans

GL
(
CG
)

(en effet si
∑
g∈G

λgρ (g) = 0, on a alors
∑
g∈G

λgρ (g) (e1) =
∑
g∈G

λgeg = 0 et

λg = 0 pour tout g ∈ G), ce qui nous donne φ
(
g−1

)
= 0 pour g ∈ G, c’est-à-

dire que φ = 0. Comme H est l’espace des fonctions constantes sur les classes de
conjugaison de G, sa dimension p est égale au nombre de ces classes.

Pour la suite de ce paragraphe, on note :
• p la dimension de l’espace H des fonctions centrales sur G ;
• (χ1, · · · , χp) la base de H formée de tous les caractères irréductibles de G ;
• g1, · · · , gp toutes les classes de conjugaison de G.
On rappelle qu’une fonction centrale φ est constante sur chaque classe de conju-

gaison gi, cette valeur constante étant φ (gi) .

Théorème 1.8.

Pour 1 ≤ i, j ≤ p, on a :∑
g∈G

χi (g)χj (g) =

{
Card (G) si i = j
0 si i 6= j

p∑
k=1

χk (gi)χk (gj) =


Card (G)

Card (gi)
si i = j

0 si i 6= j
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Démonstration Les premières formules traduisent simplement le fait que la
famille (χi)1≤i≤p est orthogonale. Pour tout entier i compris entre 1 et p, on
désigne par δi la fonction caractéristique de gi. Ces fonctions δi étant des fonctions
centrales, elles s’écrivent δi =

p∑
k=1

λkχk, avec :

λk = 〈δi | χk〉 =
1

Card (G)

∑
g∈G

δi (g)χk
(
g−1

)
=

1

Card (G)

∑
g∈gi

χk
(
g−1

)
et pour tout g = hgih

−1 dans gi, on a χk
(
g−1

)
= χk

(
g−1
i

)
= χk (gi), donc

λk =
1

Card (G)
Card (gi)χk (gi), soit δi =

Card (gi)

Card (G)

p∑
k=1

χk (gi)χk. On en déduit

que 1 = δi (gi) =
Card (gi)

Card (G)

p∑
k=1

χk (gi)χk (gi) , soit
p∑
k=1

|χk (gi)|2 =
Card (G)

Card (gi)
. Et

pour j 6= i, on a 0 = δi (gj) =
Card(gi)
Card(G)

p∑
k=1

χk (gi)χk (gj) , soit
p∑
k=1

χk (gi)χk (gj) = 0.

Corollaire 1.2. En désignant, pour tout i compris entre 1 et p, par (ρi, Ei)
une représentation irréductible de G de caractère χi, on a :

p∑
k=1

(dim (Ek))
2
= Card (G)

Démonstration Prenant gi = gj = e, on a gi = {e} et :

p∑
k=1

(dim (Ek))
2
=

p∑
k=1

|χk (gi)|2 =
Card (G)

Card (gi)
= Card (G)

Corollaire 1.3. Il y a p représentations irréductibles de G, à isomorphisme
près. Précisément, en désignant, pour tout i compris entre 1 et p, par (ρi, Ei)
une représentation irréductible de G de caractère χi, ces représentations sont
non G-isomorphes et toute représentation irréductible de G est G-isomorphe
à l’une des représentations (ρi, Ei) .

Démonstration Soit (ρ,E) une représentation irréductible de G. Son caractère
χρ est l’un des caractères de base χk, où k est compris entre 1 et r. On a donc
〈χρ | χρ〉 = 1 et les représentations (ρ,E) et (ρk, Ek) sont équivalentes (théorème
1.6). Pour 1 ≤ j 6= k ≤ r, on a χj 6= χk et les les représentations (ρj , E) et (ρk, Ek)
ne sont pas équivalentes.
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Théorème 1.9.

Soient (ρ,E) , (ρ′, E′) deux représentations de G décomposées en sommes
directes de représentations irréductibles :

(ρ,E) =

m⊕
j=1

(τj , Fj) et (ρ′, E′) =

m′⊕
j=1

(
τ ′j , F

′
j

)
Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. les représentations (ρ,E) et (ρ′, E′) sont équivalentes ;
2. χρ = χρ′ (les représentations ont même caractère) ;
3. m = m′ et il existe une permutation σ ∈ Sn telle que, pour tout j compris

entre 1 et m,
(
τ ′j , F

′
j

)
est équivalente à

(
τσ(j), Fσ(j)

)
.

Démonstration Pour tout i compris entre 1 et p, (ρi, Ei) est une représentation
irréductible de G de caractère χi. En désignant, pour i compris entre 1 et p, par mi

[resp. m′
i] le nombre de composantes irréductibles (τj , Fj) de (ρ,E) [resp.

(
τ ′j , F

′
j

)
de (ρ′, E′)] équivalentes à (ρi, Ei) , on a χρ =

p∑
i=1

miχi et χρ′ =
p∑
i=1

m′
iχi et tenant

compte de l’orthonormalité des χi, on a :

mi = 〈χρ | χi〉 , m′
i = 〈χρ′ | χi〉 , (1 ≤ i ≤ p)

On sait déjà que si les représentations (ρ,E) et (ρ′, E′) sont équivalentes, elles
ont alors même caractère. Si χρ = χρ′ , on a alors mi = m′

i pour tout i compris

entre 1 et p, donc m =

p∑
i=1

mi = m′ et les représentations (ρ,E) et (ρ′, E′) sont

équivalentes à une même représentation
p⊕
i=1

mi⊕
k=1

(ρk, Ek) (
mi⊕
k=1

(ρk, Ek) = {0} si

mi = 0) et en conséquence elles sont équivalentes.
Avec les notations de la démonstration précédente, on dit que, pour i compris

entre 1 et p, mi est la multiplicité de (ρi, Ei) dans (ρ,E) .

Corollaire 1.4. Les caractères de G sont les fonctions centrales de la

forme χ =

p∑
i=1

miχi, où les mi sont des entiers naturel.

Si χ est un caractère non nul de G, 〈χ | χ〉 est alors un entier naturel non
nul qui vaut 1 si, et seulement si, χ et irréductible.

Démonstration Soit χ un caractère de G. On a vu que les mi sont les com-

posantes de χ ∈ H dans la base orthonormée (χi)1≤i≤p , donc χ =

p∑
i=1

miχi et
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〈χ | χ〉 =

p∑
i=1

m2
i , c’est donc un entier naturel non nul si χ 6= 0. Si χ et irréduc-

tible, c’est l’un des χi et 〈χ | χ〉 = 1. Réciproquement si 〈χ | χ〉 = 1, on a alors
p∑
i=1

m2
i = 1, donc tous les mi sont nuls nuls, sauf un qui vaut 1 et χ et irréductible.

1.5 Caractères des groupes abéliens finis
On suppose toujours que le groupe G est fini et que K = C.

Théorème 1.10.

Le groupe G est abélien si, et seulement si, tous ses caractères irréduc-
tibles sont de degré 1.

Démonstration Pour K = C et G abélien fini, toute représentation irréductible
de G est nécessairement de degré 1 (exercice 1.3). On a vu que le nombre de
représentations irréductibles de G est égal au nombre p de classes de conjugaisons

et notant ((ρi, Ei))1≤i≤p la famille de ces représentations, on a
p∑
k=1

(dim (Ek))
2
=

Card (G) . Dans le cas où G est commutatif, les classes de conjugaison sont réduites
à un élément, donc p = Card (G) et nécessairement dim (Ek) = 1 pour tout k
compris entre 1 et p.

On se propose de démontrer que tout groupe abélien fini est produit de groupes
cycliques. Au paragraphe ?? on donne une autre démonstration de ce résultat.

Lemme 1.9 Tout groupe abélien d’ordre pα où p est un nombre premier est pro-
duit de groupes cycliques.

Démonstration Soit G un groupe abélien d’ordre pα. Si x 6= 1 ∈ G, x est
d’ordre pk avec k ≤ α. Si G admet un élément d’ordre pα, alors il est cyclique.
Sinon soit x0 un élément d’ordre maximal β < α. On a x1 = xp

β−1

0 6= 1 de sorte
qu’il existe un caractère χ de G tel que χ(x1) 6= 1 en effet, d’après ce qui précède,
si χ(x1) = 1 pour tout caractère irréductible de G on a pour toute fonction f sur
G :

f(1) =
∑
χ∈Ĝ

< f, χ > χ(1) =
∑
χ∈Ĝ

< f, χ > χ(x1) = f(x1)

il suffit alors de prendre f = δx1 pour obtenir une contradiction. Le nombre com-
plexe χ(x0) est une racine pβ-ième de l’unité et c’est une racine primitive puisque
χ(x1) 6= 1. L’homomorphisme χ est surjectif et envoie x0 (qui est d’ordre pβ) sur
un générateur du groupe des racines pβ-ième de l’unité : le groupe H engendré
par x0 est cyclique d’ordre pβ . Si y ∈ G est d’ordre pγ avec γ ≤ β, χ(y) est
une racine de l’unité d’ordre pγ c’est donc aussi une racine pβ-ième de l’unité :
il existe donc h ∈ H tel que χ(h) = χ(y). Il en résulte que χ(h−1y) = 1 i.e. que
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h−1y ∈ N = kerχ. Pour tout y ∈ G il existe donc h ∈ H et k ∈ K = kerχ tels
que y = hk. Comme H ∩K = {1} on en déduit que G est produit direct de H et
K(utiliser (h, k) ∈ H ×K 7→ hk). Or K est un groupe abélien d’ordre strictement
inférieur à celui de G. Une récurrence simple montre alors que G est produit de
groupes cycliques (d’ordres pαi).

On a
∏
pαi = pα d’où α =

∑
αi. De plus deux groupes

∏ Z
pαiZ

et
∏ Z

pα
′
iZ

ne sont isomorphes que si (αi) et (α′
i) donnent la même partition de l’entier α :

le nombre de groupes abéliens d’ordre pα deux à deux non isomorphes est donc
égal à p(α). (décompositions de α en somme d’entiers 0 < n1 ≤ · · · ≤ np). On a
p(4) = 5, p(5) = 7, p(6) = 11, etc ... Ce nombre croît très vite et peut se calculer

par récurrence (on a P (n) ∼
exp(π

√
2n
3 )

4n
√
3

d’après Hardy et Ramanujan). Il permet

de calculer le nombre de groupes abéliens d’ordre pn donc des groupes abéliens
finis. Du point de vue des séries formelles on a 1 +

∑
p(n)Xn =

∏
k

1

1−Xk
.

Théorème 1.11.

Tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques.

Démonstration Soit G un groupe abélien d’ordre m · n où m et n sont deux
entiers premiers entre eux. Soit H l’ensemble des éléments de G dont l’ordre divise
m et K celui des éléments dont l’ordre divise n. H et K sont des sous-groupes
de G puisque si x ∈ H est d’ordre k et y ∈ H d’ordre ℓ leur produit est d’ordre
ppcm(k, ℓ) (car G est abélien) ordre qui divise m. Le même raisonnement s’ap-
plique à K. Les entiers m et n étant premiers entre eux, Tout élément de H ∩K
est d’ordre 1 donc H ∩K = {1}. De plus, φ : (H,K) → G défini par φ(h, k) = hk
est un morphisme injectif de groupes. Montrons qu’il est surjectif : m et n étant
premiers entre eux, il existe des entiers u et v tels que um+ vn = 1 de sorte que
si g ∈ G on a gum+vn = (gn)u(gm)v. Mais l’ordre de (gn)u divise m d’où gun ∈ H
et l’ordre de (gm)v divise n et gvm ∈ K. On a donc G = H × K. Il suffit alors
de raisonner par récurrence pour voir que tout groupe abélien fini s’écrit comme
produit de groupes cycliques.

1.6 Exercices

Exercice 1.1. Soit (ρ,E) une représentation de G de degré fini. Montrer
que l’application ρ∗ : G → GL (E∗) définie par ρ∗ (g) = t

(
ρ
(
g−1

))
pour

tout g ∈ G est une représentation de G sur E∗ de même degré.
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Solution. Pour tout g ∈ G, on a ρ
(
g−1

)
∈ GL (E) et en dimension finie, sa

transposée est dans GL (E∗) . Pour tout g ∈ G et tout ℓ ∈ E∗, on a :

ρ∗ (g) (ℓ) = tρ
(
g−1

)
(ℓ) = ℓ ◦ ρ

(
g−1

)
= ℓ ◦ ρ (g)−1

et pour h ∈ G :

ρ∗ (gh) (ℓ) = ℓ ◦ ρ (gh)−1
= ℓ ◦ (ρ (g) ◦ ρ (h))−1

= ℓ ◦ ρ (h)−1 ◦ ρ (g)−1
= (ρ∗ (g) ◦ ρ∗ (h)) (ℓ)

donc ρ∗ est bien un morphisme de groupes de G dans GL (E∗) .

Exercice 1.2. Soit (ρ,E) une représentation de G. Dans le cas où le
groupe G est fini et E est un C-espace vectoriel de dimension finie, montrer
que chaque isomorphisme ρ (g) est diagonalisable et que ses valeurs propres
sont des racines de l’unité.

Solution. Comme G est fini, tout ses élément sont d’ordre fini, donc pour g ∈ G
d’ordre r ≥ 1, on a gr = e et ρ (g)r = ρ (gr) = ρ (e) = IdE , c’est-à-dire que
l’endomorphisme ρ (g) est annulé par le polynôme Xr − 1 qui est scindé à racines
simples sur C, en conséquence ρ (g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont
des racines r-ièmes de l’unité.

Exercice 1.3. On suppose que K = C et que le groupe G est fini et
commutatif. Montrer qu’une représentation linéaire irréductible de G dans
E est nécessairement de degré 1.

Solution. Si G est fini et commutatif, l’ensemble {ρ (g) | g ∈ G} est alors une
famille commutative d’endomorphismes de E diagonalisables (voir l’exercice 1.2)
et en conséquence, il existe une base commune de diagonalisation. Si x ∈ E\{0} est
un vecteur propre commun à tous les ρ (g) , où g décrit G, la droite vectorielle Cx
est alors G-invariante non réduite au vecteur nul, donc E = Cx si la représentation
est irréductible.

Exercice 1.4. On propose ici une autre démonstration du théorème 1.2
dans le cas où K est le corps R des nombre réels [resp. le corps C des nombre
complexes]. On se donne un groupe fini G et (ρ,E) une représentation de
G dans un espace euclidien [resp. hermitien] E de dimension n, le produit
scalaire euclidien [resp. hermitien] étant noté 〈· | ·〉 . On notera ‖·‖ la norme
associée.
1. Montrer que l’application :

(x, y) ∈ E2 7→ 〈x | y〉ρ =
∑
g∈G

〈ρ (g) (x) | ρ (g) (y)〉

définit un produit scalaire euclidien [resp. hermitien] sur E et que pour
tout g ∈ G, l’isomorphisme ρ (g) est orthogonal [resp. unitaire] pour ce
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produit scalaire (on dit que la représentation (ρ,E) est orthogonale [resp.
unitaire]). On notera ‖·‖ρ la norme associée.

2. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel G-invariant de E, son
orthogonal F⊥ρ relativement à 〈· | ·〉ρ est aussi G-invariant.

3. Montrer que (ρ,E) est somme directe de sous-représentations irréduc-
tibles.

Solution.
1. Pour x, y dans E, on a :

〈x | y〉ρ =
∑
g∈G

〈ρ (g) (x) | ρ (g) (y)〉 =
∑
g∈G

〈ρ (g) (y) | ρ (g) (x)〉 = 〈y | x〉ρ

dans le cas euclidien et :

〈x | y〉ρ =
∑
g∈G

〈ρ (g) (x) | ρ (g) (y)〉 =
∑
g∈G

〈ρ (g) (y) | ρ (g) (x)〉 = 〈y | x〉ρ

dans le cas hermitien. Chaque application ρ (g) étant linéaire, l’application
〈· | ·〉ρ est bilinéaire. Pour tout x ∈ E, on a 〈x | x〉ρ =

∑
g∈G

‖ρ (g) (x)‖2 ≥ 0

et l’égalité est réalisée si, et seulement si, ρ (g) (x) = 0 pour tout g ∈ G, ce qui
équivaut à x = 0 puisque ρ (G) ∈ GL (E) . On a donc bien un produit scalaire
euclidien [resp. hermitien] sur E. Pour tout g ∈ G et tout x ∈ E, on a :

‖ρ (g) (x)‖2ρ =
∑
h∈G

‖ρ (h) ◦ ρ (g) (x)‖2 =
∑
h∈G

‖ρ (hg) (x)‖2

=
∑
k∈G

‖ρ (k) (x)‖2 = ‖x‖2ρ

puisque l’application h 7→ hg est une permutation de G. Donc ρ (g) est ortho-
gonal [resp. unitaire].

2. Soit F un sous-espace vectoriel G-invariant de E. Comme, pour tout g ∈ G
l’endomorphisme ρ (g) est orthogonal [resp. unitaire] relativement à 〈· | ·〉ρ , on
a 〈ρ (g) (y) | x〉ρ = 〈y | ρ (g) (x)〉ρ = 0 pour tout y ∈ F⊥ρ et tout x ∈ F puisque
ρ (g) (x) ∈ G (F est G-invariant), ce qui signifie que F⊥ρ est G-invariant.

3. Il suffit d’écrire, pour (ρ,E) non irréductible, E = F ⊕F⊥ρ et de raisonner par
récurrence sur la dimension.

Exercice 1.5. On suppose que E est de dimension n et que G est d’ordre
n. Déterminer le caractère de la représentation régulière de G.

Solution. En désignant par B = (ek)k∈G une base de E = CG indexée par G, on
rappelle que la représentation régulière de G est définie par ρ (g) (ek) = egk pour
tout (g, k) ∈ G2. Pour g ∈ G, la matrice R (g) de ρ (g) dans la base B est donc



22 Représentations d’un groupe fini

une matrice de permutation. Pour g = e, on a R (e) = In et χ (g) = Tr (ρ (e)) = n,
pour g 6= e, on a ρ (g) (ek) = egk 6= ek pour tout k ∈ G, c’est-à-dire que R (g) est
la matrice d’une permutation sans points fixes, donc ses termes diagonaux sont
nuls et sa trace χ (g) est nulle.

Exercice 1.6. Calculer le caractère de la représentation par permutation.

Solution. On rappelle que la représentation par permutation. est définie comme
suit. G = Sn étant le groupe symétrique d’ordre n, E étant de dimension n et
B = (ek)1≤k≤n une base de E, cette représentation est définie par :

∀σ ∈ Sn, ∀k ∈ {1, · · · , n} , ρ (σ) (ek) = eσ(k)

Pour σ ∈ Sn, la trace de ρ (σ) est égale au nombre d’éléments de B invariants par
σ, c’est à dire au nombre de points fixes de la permutation σ.

Exercice 1.7. Montrer que tout caractère χ : Sn → C du groupe symé-
trique Sn est à valeurs réelles.

Solution. Une permutation est conjuguée à son inverse, donc χ (σ) = χ
(
σ−1

)
=

χ (σ) pour tout σ ∈ Sn et χ est à valeurs réelles.

Exercice 1.8. On suppose que K = C. Montrer que si (ρ,E) est une
représentation de G et χρ son caractère, le caractère de la représentation
(ρ∗, E∗) (voir l’exercice 1.1) est alors χρ.

Solution. On rappelle que la représentation ρ∗ : G → GL (E∗) est définie par
ρ∗ (g) = tρ

(
g−1

)
pour tout g ∈ G et on a, pour tout g ∈ G, en désignant par

R (g) la matrice de ρ (g) dans une base de E :

χρ∗ (g) = Tr
(
tρ
(
g−1

))
= Tr

(
tR
(
g−1

))
= Tr

(
R
(
g−1

))
= Tr

(
ρ
(
g−1

))
= χρ

(
g−1

)
= χρ (g)

Exercice 1.9. Déterminer tous les caractères d’un groupe cyclique G
d’ordre n.

Solution. Si G = 〈g0〉 est cyclique d’ordre n et g0 un générateur, un caractère χ de
G est uniquement déterminé par sa valeur en g0. Avec χ (g0)

n
= χ (gn0 ) = χ (e) = 1,

on déduit que χ (g0) est une racine n-ième de l’unité, c’est-à-dire qu’il existe un
entier r compris entre 0 et n−1 tel que χ (g0) = θr = e

2irπ
n . Réciproquement pour

tout entier r compris entre 0 et n− 1, l’application :

χr : g = gk0 ∈ G 7→ χr (g) = θkr = e
2ikrπ

n

définit un caractère de G. On a donc ainsi tous les caractères de G et il y en a n.
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Exercice 1.10. Soient p un nombre premier impair et χ un caractère

du groupe multiplicatif H =

(
Z
pZ

)∗

que l’on prolonge à Z
pZ

en posant

χ
(
0
)
= 0. On note 1 le caractère constant égal à 1 sur H et si χ est un

caractère de H, χ est le caractère défini par χ
(
k
)
= χ

(
k
)
, où k est la

classe de l’entier k modulo p. On note ω = e
2iπ
p et α est le morphisme

du groupe additif Z
pZ

dans le groupe multiplicatif C∗ défini par α
(
k
)
= ωk

pour tout k ∈ Z. Si χ est un caractère de H, on définit sa somme de Gauss
par G (χ) =

∑
g∈H

α (g)χ (g) . Si χ et χ′ sont deux caractères de G, on définit

leur somme de Jacobi par J (χ, χ′) =
∑
g∈H

χ (g)χ′ (1− g
)
.

1. Déterminer tous les caractères de H.
2. Soit χ un caractère de H. Calculer J (χ, 1) et J (1, χ) .

3. Soit χ un caractère non constant de H. Calculer J (χ, χ) .

4. Soient χ et χ′ deux caractères de H avec χ′ 6= χ. Montrer que
G (χ)G (χ′) = J (χ, χ′)G (χχ′) .

5. Soit χ un caractère de H. Montrer que G (χ)G (χ) = pχ
(
−1
)

et
|G (χ)| = √

p.

Solution.

1. Pour p ≥ 3 premier, le groupe multiplicatif H =

(
Z
pZ

)∗

est cyclique d’ordre

p − 1 (théorème ??) et l’exercice précédent nous dit que ses caractères sont
les applications définies par χr : g = gk0 ∈ H 7→ χr (g) = e

2ikrπ
p−1 , où g0 est un

générateur de H et r, k sont des entiers compris entre 0 et p− 2.

2. En gardant les notations qui précèdent, on a pour r compris entre 0 et p − 2
(en faisant attention au fait que 1

(
0
)
= 0) ;

J (χr, 1) =
∑

g∈H−{1}
χr (g) =

p−2∑
k=0

e
2ikrπ
p−1 −1 =


1−e

2i(p−1)rπ
p−1

1−e
2irπ
p−1

− 1 = −1 si r 6= 0

p− 2 si r = 0

En tenant compte du fait que χr
(
0
)
= 0 et que l’application g 7→ 1− g réalise

une bijection de H −
{
1
}

sur lui même, on a :

J (1, χr) =
∑

g∈H−{1}
χr
(
1− g

)
=

∑
h∈H−{1}

χr (h) = J (χr, 1)

3. On a pour r compris entre 0 et p− 2 :

J (χr, χr) =
∑
g∈H

χr (g)χr
(
1− g

)
=

∑
g∈H−{1}

χ (g)χ
(
1− g

)
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En se donnant un générateur g0 du groupe cyclique H, pour tout g ∈ H −
{
1
}

il existe un unique entier k compris entre 1 et p− 2 tel que g = gk0 et un unique
entier ν (k) compris entre 0 et p− 2 tel que 1− g = g

ν(k)
0 . L’application ν ainsi

définie est alors une injection de {1, · · · , p− 2} dans {0, · · · , p− 2} . On a donc :

J (χr, χr) =

p−2∑
k=1

χr
(
gk0
)
χr

(
g
ν(k)
0

)

avec χr (g0) = e
2irπ
p−1 , χr

(
gk0
)
= e

2ikrπ
p−1 , χr

(
g
ν(k)
0

)
= e

2iν(k)rπ
p−1 = e−

2iν(k)rπ
p−1 et

χr
(
gk0
)
χr

(
g
ν(k)
0

)
= e−

2i(k−ν(k))rπ
p−1 = χr

(
g
k−ν(k)
0

)
, ce qui nous donne :

J (χr, χr) =

p−2∑
k=1

χr

(
g
k−ν(k)
0

)
Des égalités g = gk0 et 1− g = g

ν(k)
0 , on déduit que gk0 = 1− g

ν(k)
0 et :

g
k−ν(k)
0 =

(
1− g

ν(k)
0

)
g
−ν(k)
0 = g

−ν(k)
0 − 1

donc J (χr, χr) =
∑p−2
k=1 χr

(
g
−ν(k)
0 − 1

)
. L’application k 7→ g

−ν(k)
0 −1 réalisant

une injection de {1, · · · , p− 2} dans H, le seul élément non atteint de H étant
−1 (g−ν(p)0 6= 0 car 0 /∈ H), on en déduit que :

J (χr, χr) =
∑

g∈H−{−1}
χr (g) =

∑
g∈H

χr (g)− χ
(
−1
)
= −χ

(
−1
)

4. On a :

G (χ)G (χ′) =
∑
g∈H

α (g)χ (g)
∑
h∈H

α (h)χ′ (h) =
∑
g∈H

χ (g)
∑
h∈H

α (g + h)χ′ (h)

(α est un morphisme du groupe additif Z
pZ

dans le groupe multiplicatif C∗).

Pour g fixé dans H l’application h 7→ g + h étant une permutation de Z
pZ
, on

peut écrire que :

G (χ)G (χ′) =
∑
g∈H

χ (g)
∑
k∈ Z

pZ

α (k)χ′ (k − g) =
∑
k∈ Z

pZ

α (k)
∑
g∈H

χ (g)χ′ (k − g)

Pour k ∈ Z
pZ

\
{
0
}
= H, l’application h 7→ kh est une permutation de H, donc :

∑
g∈H

χ (g)χ′ (k − g) =
∑
h∈H

χ (kh)χ′ (k − kh)

= χ (k)χ′ (k)
∑
h∈H

χ (h)χ′ (e− h) = χ (k)χ′ (k) J (χ, χ′)
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Pour k = 0, on a :∑
g∈H

χ (g)χ′ (k − g) =
∑
g∈H

χ (g)χ′ (−g) = χ′ (−1
)∑
g∈H

χ (g)χ′ (g)

= χ′ (−1
)∑
g∈H

(χχ′) (g) = 0

si χχ′ 6= 1, ce qui est réalisé si χ′ 6= χ. Il reste donc :

G (χ)G (χ′) =
∑
k∈H

α (k)χ (k)χ′ (k) J (χ, χ′) = J (χ, χ′)G (χχ′)

5. On reprend les calculs précédents, avec χ′ = χ. Pour k ∈ Z
pZ

−
{
0
}

il n’y a pas

de changement. Pour k = 0, on a :∑
g∈H

χ (g)χ (k − g) =
∑
g∈H

χ (g)χ (−g) = χ
(
−1
)∑
g∈G

|χ (g)|2

= (p− 1)χ
(
−1
)
= (p− 1)χ

(
−1
)

ce qui nous donne G (χ)G (χ) = α
(
0
)
(p− 1)χ

(
−1
)
+ J (χ, χ)

∑
k∈H

α (k) avec

α
(
0
)
= 1, J (χ, χ) = −χ

(
−1
)

et
∑
k∈H

α (k) =
∑
k∈ Z

pZ

α (k) − α
(
0
)
= −1, donc

G (χ)G (χ) = pχ
(
−1
)
. Un calcul analogue donne G (χ)G (χ) = p.
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K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace
vectoriel de dimension finie n ≥ 1, L (E) est l’algèbre des endomorphismes de E
et GL (E) est le groupe des automorphismes de E. E∗ = L (E,K) est l’espace des
formes linéaires sur E (voir le chapitre ??). Pour n,m entiers naturels non nuls,
Mm,n (K) est l’espace des matrices à m lignes, n colonnes et à coefficients dans K.
Pour m = n, on note Mn (K) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients
dans K, GLn (K) est le groupe des matrices inversibles dans Mn (K) .

Pour tout entier n ≥ 1, Sn est le groupe symétrique et pour toute permutation
σ ∈ Sn, ε (σ) est la signature de σ (voir le chapitre ??).

2.1 Formes multilinéaires alternées
Sauf précision contraire, p est un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Définition 2.1. Une forme p-linéaire sur l’espace E est une application
φ : Ep → K telle que pour tout k compris entre 1 et p et (xi)1≤i≤p

i≠k
fixé dans

Ep−1 l’application partielle :

φi : x ∈ E 7→

 φ (x, x2, · · · , xp) pour k = 1
φ (x1, · · · , xk−1, x, xk+1, · · · , xp) pour 1 ≤ k ≤ p− 1
φ (x1, · · · , xp−1, x) pour k = p

est une forme linéaire sur E. On dit que φ est alternée, si de plus on a
φ (x1, · · · , xp) = 0 pour tout (xi)1≤i≤p ∈ Ep pour lequel il existe j 6= k
compris entre 1 et p tels que xi = xj .

Pour tout entier p ≥ 1, on note Lp (E,K) l’ensemble des formes p-linéaires sur
E (pour p = 1, L1 (E,K) = E∗).

Pour tous φ ∈ Lp (E,K) , (xi)1≤i≤p ∈ Ep et (λi)1≤i≤p ∈ Kp, on a en utilisant

la multilinéarité, φ (λ1x1, · · · , λpxp) =

(
p∏
i=1

λi

)
φ (x1, · · · , xp) . Il en résulte que
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φ (0, · · · , 0) = 0. Dans le cas où tous les λi sont égaux à un même scalaire λ, on
obtient φ (λx1, · · · , λxp) = λpφ (x1, · · · , xp) .

Théorème 2.1.

Pour tout p ∈ N∗, Lp (E,K) est un K-espace vectoriel de dimension np.

Démonstration Il est facile de vérifier que Lp (E,K) est un sous-espace vectoriel
de l’espace KEp des applications de Ep dans K.

Soit B = (ei)1≤i≤n une base de E. Pour tout φ ∈ Lp (E,K) et tout (xi)1≤i≤p

dans Ep, en notant pour j compris entre 1 et p, xj =

n∑
i=1

xi,jei et en utilisant le

caractère p-linéaire de φ, on a :

φ (x1, · · · , xp) = φ

(
p∑

i1=1

xi1,1ei1 , x2, · · · , xp

)
=

p∑
i1=1

xi1,1φ (ei1 , x2 · · · , xp)

=

p∑
i1=1

p∑
i2=1

xi1,1xi2,2φ (ei1 , ei2 , x3 · · · , xp) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

xi1,1 · · ·xip,pφ
(
ei1 , · · · , eip

)
=

∑
1≤i1,··· ,ip≤n

xi1,1 · · ·xip,pφ
(
ei1 , · · · , eip

)
Il est clair que l’application :

Φ : Lp (E,K) → Knp

φ 7→
(
φ
(
ei1 , · · · , eip

))
1≤i1,··· ,ip≤n

est linéaire est injective. Pour tout vecteur α =
(
αi1,··· ,ip

)
1≤i1,··· ,ip≤n

∈ Knp

, l’ap-

plication φ : (x1, · · · , xp) 7→
∑

1≤i1,··· ,ip≤n

αi1,··· ,ipxi1,1 · · ·xip,p est p-linéaire, donc

Φ est surjective et c’est un isomorphisme de Lp (E,K) sur Knp

. Il en résulte que
dim (Lp (E,K)) = np.

Si φ ∈ Lp (E,K) est alternée, on a alors φ (x1, · · · , xp) = 0 pour toute famille
liée (xi)1≤i≤p de vecteurs de E. Il en résulte que φ (x1, · · · , xp) est inchangé si on
ajoute à l’un des vecteurs xk une combinaison linéaire des autres vecteurs xj (avec
j 6= k).

Théorème 2.2.

Une forme p-linéaire φ sur E est alternée si, et seulement si, on a
φ
(
xσ(1), · · · , xσ(p)

)
= ε (σ)φ (x1, · · · , xp) pour toute permutation σ ∈ Sp

et tout (x1, · · · , xp) ∈ Ep.

Démonstration La signature étant un morphisme de groupes de Sp sur {−1, 1}
et le groupe Sp étant engendré par les transpositions, il revient au même de montrer
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que φ ∈ Lp (E,K) est alternée si, et seulement si, on a φ
(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
=

−φ (x1, · · · , xp) pour toute transposition τ.
Supposons que φ ∈ Lp (E,K) soit alternée et soit τ = (j, k) une transposition

avec 1 ≤ j < k ≤ p. En écrivant que :

0 = φ (x1, · · · , xj + xk, · · · , xj + xk, · · · , xp)
= φ (x1, · · · , xj , · · · , xj , · · · , xp) + φ (x1, · · · , xp)
+ φ

(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
+ φ (x1, · · · , xk, · · · , xk, · · · , xp)

= φ (x1, · · · , xp) + φ
(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
on déduit que φ

(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
= −φ (x1, · · · , xp) . Réciproquement, supposons

cette condition vérifiée. Si xj = xk pour deux indices j < k compris entre 1 et p,
on a alors, pour τ = (j, k) :

φ (x1, · · · , xp) = φ
(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
= −φ (x1, · · · , xp)

et φ (x1, · · · , xp) = 0 pour K de caractéristique différente de 2.

Le résultat qui suit nous montre comment transformer une forme p-linéaire en
forme p-linéaire alternée.

Théorème 2.3.

Si φ ∈ Lp (E,K) est une forme p-linéaire, l’application φ̃ définie sur Ep
par :

φ̃ (x1, · · · , xp) =
∑
σ∈Sp

ε (σ)φ
(
xσ(1), · · · , xσ(p)

)
est alors une forme p-linéaire alternée sur E.

Démonstration Pour tout σ ∈ Sp, l’application (x1, · · · , xn) 7→ φ
(
xσ(1), · · · , xσ(p)

)
est une forme p-linéaire, donc il en est de même de φ̃. Pour toute permutation
τ ∈ Sp et tout (x1, · · · , xp) ∈ Ep, on a :

φ̃
(
xτ(1), · · · , xτ(p)

)
=
∑
σ∈Sp

ε (σ)φ
(
xσ◦τ(1), · · · , xσ◦τ(p)

)
=
∑
σ′∈Sp

ε
(
σ′ ◦ τ−1

)
φ
(
xσ′(1), · · · , xσ′(p)

)
=
∑
σ′∈Sp

ε (σ′) ε
(
τ−1

)
φ
(
xσ′(1), · · · , xσ′(p)

)
= ε (τ) φ̃ (x1, · · · , xp)

(l’application σ 7→ σ ◦ τ réalise une permutation de Sp et ε
(
τ−1

)
= ε (τ)). Il en

résulte que φ̃ est une forme p-linéaire alternée sur E.
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2.2 Déterminants

On se donne une base B = (ei)1≤i≤n de E et pour tout x =

n∑
i=1

xiei ∈ E, on

note X = (xi)1≤i≤n dans Kn.

Théorème 2.4.

L’espace vectoriel An (E,K) des formes n-linéaires alternées sur E est
de dimension 1 engendré par l’application detB : En → K définie par :

detB (x1, · · · , xn) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

xσ(i),i

où xj =

n∑
i=1

xijei pour tout j compris entre 1 et n.

Démonstration Vérifions tout d’abord que l’application detB est n-linéaire al-

ternée. En notant, pour tout j compris entre 1 et n et tout x =

n∑
i=1

xiei ∈ E,

πj (x) = xj , on a detB (x1, · · · , xn) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

πσ(i) (xi) . Chaque application

πσ(i) étant linéaire, l’application (xi)1≤i≤n 7→
n∏
i=1

πσ(i) (xi) est n-linéaire et il en

est de même de detB comme combinaison linéaire d’applications n-linéaires. Pour
tout permutation τ, en effectuant le changement d’indice k = τ (i) , on a :

detB
(
xτ(1), · · · , xτ(n)

)
=
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

πσ(i)
(
xτ(i)

)
=
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
k=1

πσ◦τ−1(k) (xk)

et en utilisant le fait que l’application σ′ 7→ σ = σ′ ◦ τ est une bijection de Sn sur
lui même, on en déduit que :

detB
(
xτ(1), · · · , xτ(n)

)
=
∑
σ′∈Sn

ε (σ′ ◦ τ)
n∏
k=1

πσ′(k) (xk)

= ε (τ)
∑
σ′∈Sn

ε (σ′)

n∏
k=1

πσ′(k) (xk) = ε (τ) detB (x1, · · · , xn)
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ce qui signifie que detB est alternée. Pour φ ∈ An (E,K) et (x1, · · · , xn) ∈ En, on
a :

φ (x1, · · · , xn) =
∑

1≤i1,··· ,in≤n

xi1,1 · · ·xin,nφ (ei1 , · · · , ein)

=
∑
σ∈Fn

n∏
i=1

xσ(i),iφ
(
eσ(1), · · · , eσ(n)

)
où Fn est l’ensemble des applications de {1, · · · , n} dans {1, · · · , n} . Comme φ
est alternée, on a φ

(
xσ(1), · · · , xσ(n)

)
= 0 pour σ non bijective et :

φ (x1, · · · , xn) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

xσ(i),iφ
(
eσ(1), · · · , eσ(n)

)
=

(∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

xσ(i),i

)
φ (e1, · · · , en)

soit φ = λ detB avec λ = φ (e1, · · · , en) ∈ K et detB ∈ An (E,K) \ {0} . En
conclusion, An (E,K) est de dimension 1 engendré par detB .

Avec la démonstration précédente, on constate que detB est l’unique forme n-
linéaire alternée sur E telle que φ (e1, · · · , en) = 1.

Définition 2.2. Avec les notations qui précèdent, on dit que
detB (x1, · · · , xn) est le déterminant dans la base B du n-uplet de vecteurs
(xi)1≤i≤n .

Pour φ ∈ An (E,K) , on a φ = λ detB avec λ = φ (e1, · · · , en) et en conséquence,
φ (x1, · · · , xn) = φ (e1, · · · , en) detB (x1, · · · , xn) pour tout (xi)1≤i≤n ∈ En. On en
déduit la formule de changement de base qui suit.

Théorème 2.5. Relation de Chasles

Si B′ = (e′i)1≤i≤n est une autre base de E, on a alors pour pour tout
(xi)1≤i≤n ∈ En :

detB′ (x1, · · · , xn) = detB′ (e1, · · · , en) detB (x1, · · · , xn)
= detB′ (B) detB (x1, · · · , xn)

On déduit du résultat précédent que detB′ (B) detB (B′) = detB′ (B′) = 1.

Théorème 2.6.

Soit B′ = (xi)1≤i≤n un n-uplet de vecteurs de E. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. la famille B′ est liée ;
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2. pour toute base B de E, detB (B′) = 0 ;
3. il existe une base B de E telle que detB (B′) = 0.

Démonstration (1) ⇒ (2) Si la famille B′ est liée, on a alors φ (x1, · · · , xn) = 0
pour toute forme n-linéaire alternée et c’est en particulier vrai pour detB, quelle
que soit la base B de E.

(2) ⇒ (3) est évident.
(3) ⇒ (1) Soit B une base de E telle que detB (B′) = 0. Si la famille B′ est libre,

c’est alors une base de E et on a 1 = detB′ (B′) = detB′ (B) detB (B′) = 0, ce qui
est impossible.

Corollaire 2.1. Soit B′ = (xi)1≤i≤n un n-uplet de vecteurs de E. Cette
famille est une base de E si, et seulement si, il existe une base B de E telle
que detB (B′) 6= 0.

Le résultat qui suit nous permet de définir le déterminant d’un endomorphisme
de E.

Théorème 2.7.

Pour tout endomorphisme u ∈ L (E) , il existe un unique scalaire λu tel
que pour toute forme φ ∈ An (E,K) \ {0} et tout (xi)1≤i≤n ∈ En, on a :

φ (u (x1) , · · · , u (xn)) = λuφ (x1, · · · , xn)

On a λu = detB (u (e1) , · · · , u (en)) , où B = (ei)1≤i≤n est une base quel-
conque de E.

Démonstration Pour tout endomorphisme u ∈ L (E) et toute forme n-linéaire
alternée φ ∈ An (E,K)\{0} , l’application φ◦u : (xi)1≤i≤n ∈ En 7→ φ (u (xi))1≤i≤n
est aussi une forme n-linéaire alternée, donc il existe un scalaire λu tel que φ◦u =
λuφ (dim (An (E,K)) = 1 et φ est non nulle). Si ψ ∈ An (E,K) \ {0} est une
autre forme n-linéaire alternée non nulle, on a alors ψ = ρφ et ψ ◦ u = ρφ ◦ u =
ρλuφ = λuψ, c’est-à-dire que le scalaire λu ne dépend pas de la forme n-linéaire
alternée non nulle choisie. Prenant φ = detB puis φ = detB′ , où B = (ei)1≤i≤n
et B′ = (e′i)1≤i≤n sont des bases de E, on a detB (u (e1) , · · · , u (en)) = λu =
detB′ (u (e′1) , · · · , u (e′n)) .

Définition 2.3. Avec les notations du théorème précédent, on dit que le
scalaire λu est le déterminant de u et on le note det (u) .

Le scalaire det (u) ne dépend que de u et pas du choix d’une base de E.
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Si (xi)1≤i≤n ∈ En et u ∈ L (E) est défini par u (ei) = xi pour i compris
entre 1 et n, on a alors det (u) = detB (u (e1) , · · · , u (en)) = detB (x1, · · · , xn) , où
B = (ei)1≤i≤n est une base quelconque de E.

Théorème 2.8.

On a det (Id) = 1 et pour u, v dans L (E) , λ ∈ K, on a :

det (λu) = λn det (u) , det (u ◦ v) = det (v ◦ u) = det (u) det (v)

Un endomorphisme u ∈ L (E) est inversible si, et seulement si, det (u) 6= 0

et dans ce cas, on a det
(
u−1

)
=

1

det (u)
.

Démonstration Pour toute base B = (ei)1≤i≤n de E, on a :

det (Id) = detB (Id (ei))1≤i≤n = detB (B) = 1

Avec la n-linéarité de detB, on obtient :

det (λu) = detB (λu (ei))1≤i≤n = λn detB (u (ei))1≤i≤n = λn det (u)

Pour toute forme φ ∈ An (E,K) \ {0} et tout (xi)1≤i≤n ∈ En, on a :

φ (u ◦ v (x1) , · · · , u ◦ v (xn)) = det (v ◦ u)φ (x1, · · · , xn)

et aussi :

φ (u ◦ v (x1) , · · · , u ◦ v (xn)) = det (u)φ (v (x1) , · · · , v (xn))
= det (u) det (v)φ (x1, · · · , xn)

donc det (u ◦ v) = det (u) det (v) . Comme det (u) det (v) = det (v) det (u) , on a
aussi det (u ◦ v) = det (v ◦ u) .

Si u ∈ GL (E) , on a alors 1 = det (Id) = det
(
u ◦ u−1

)
= det (u) det

(
u−1

)
et

det (u) 6= 0. Si u /∈ GL (E) , on a alors det (u) = detB (u (ei))1<i<n = 0 puisque la
famille (u (ei))1<i<n est liée.

L’application det est un morphisme de groupes surjectif de GL (E) sur K∗ et
le noyau de ce morphisme est le groupe spécial linéaire SL (E) qui est distingué
de GL (E) (le groupe linéaire GL (E) est étudié en détail au chapitre ??).

Si A = ((ai,j))1≤i,j≤n est la matrice de u ∈ L (E) dans une base B = (ei)1≤i≤n

de E, on a alors u (ej) =
n∑
i=1

aijei (1 ≤ i ≤ n) et :

det (u) = detB (u (e1) , · · · , u (en)) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

aσ(i),i
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Définition 2.4. Si A = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) , le déterminant de A est
le scalaire :

det (A) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

aσ(i),i (2.1)

Ce déterminant est le déterminant de la famille (Cj)1≤j≤n des vecteurs colonnes
de A dans la base canonique de Kn. C’est aussi le déterminant de l’endomorphisme
de Kn canoniquement associé à la matrice A.

Si u ∈ L (E) a pour matrice A ∈ Mn (K) dans une base B de E, on a alors
det (u) = det (A) . Comme deux matrices semblables dans Mn (K) définissent
le même endomorphisme de Kn dans deux bases différentes, elles ont le même
déterminant.

En identifiant Mn (K) à Kn2

, l’application det : Mn (K) → K est une fonction
polynomiale homogène de degré n.

Théorème 2.9.

On a det (In) = 1 et pour A,B dans Mn (K) , λ ∈ K, on a :

det (λA) = λn det (A) , det
(
tA
)
= det (A)

det (AB) = det (BA) = det (A) det (B)

Une matrice A ∈ Mn (K) est inversible si, et seulement si, det (A) 6= 0 et
dans ce cas, on a det

(
A−1

)
=

1

det (A)
.

Démonstration Toutes les propriétés, exceptée celle sur la transposée se dé-
duisent du théorème 2.8. Pour A = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) , on a :

det (A) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

aσ(i),i =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

aσ(i),σ−1(σ(i))

=
∑
σ∈Sn

ε
(
σ−1

) n∏
k=1

ak,σ−1(k) =
∑
τ∈Sn

ε (τ)

n∏
i=1

ak,τ(k) = det
(
tA
)

puisque l’application σ 7→ σ−1 est une permutation de Sn et ε
(
σ−1

)
= ε (σ) pour

tout σ ∈ Sn.
Avec le théorème précédent, on retrouve le fait que si A et B sont deux matrices

semblables dans Mn (K) , on a alors det (A) = det (B) .

2.3 Méthodes de calcul du déterminant d’une ma-
trice

Le calcul du déterminant d’une matrice A d’ordre n par la formule (2.1) né-
cessite un nombre d’opérations de l’ordre de n! ce qui est beaucoup trop pour
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la capacité d’un ordinateur actuel sachant que n! ≥
(n
e

)n
. Par exemple, pour

n = 30, cela donne plus de 1030 opérations.
Des propriétés des formes multilinéaires alternées, on déduit les propriétés sui-

vantes du déterminant, où A ∈ Mn (K) et Cj = (aij)1≤i≤n ∈ Kn est la colonne
numéro j de A pour tout j compris entre 1 et n.

• En désignant pour toute permutation σ de {1, · · · , n} par Aσ la matrice
Aσ =

(
Cσ(1), · · · , Cσ(n)

)
déduite de A en faisant agir σ sur ses colonnes, on

a det (Aσ) = ε (σ) det (A) .

• Si l’une des colonnes de A est combinaison linéaire des autres, on a alors
det (A) = 0. En particulier, det (A) = 0 si l’une des colonnes de A est nulle.

• det (A) est linéaire par rapport à chacune des colonnes.
• det (A) est inchangé si on ajoute à une de ses colonnes une combinaison

linéaire des autres.
• Les propriétés analogues sur les lignes de A sont vérifiées.

Exemple 2.1 De la première propriété, on déduit que si Pσ est une matrice de
permutation (matrice déduite de In en faisant agir σ sur les colonnes de In), on
a alors det (Pσ) = ε (σ) .

On s’intéresse d’abord au calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par
blocs.

Lemme 2.1 Pour toute matrice A =

(
a11 α
0 B

)
∈ Mn (K) , où B ∈ Mn−1 (K) ,

a11 ∈ K et α ∈ M1,n−1 (K) , on a det (A) = a11 det (B) .

Démonstration Si a11 = 0, la première colonne de la matrice A est alors nulle
et on a det (A) = 0 = a11 det (B) . Si a11 6= 0, on a alors det (A) = an11 det (A

′)

où A′ =

(
1 α′

0 B′

)
avec α′ =

1

a11
α et B′ =

1

a11
B. En notant C ′

j la colonne

numéro j de A′, pour 1 ≤ j ≤ n, les opérations qui consistent à remplacer C ′
j par

C ′
j − α′

jC
′
1 pour j compris entre 2 et n, ne changent pas la valeur de det (A′) , ce

qui nous donne det (A′) = det

(
1 0
0 B′

)
. L’application φ : B′ ∈ Mn−1 (K) 7→

det

(
1 0
0 B′

)
est (n− 1)-linéaire alternée sur les colonnes (en identifiant l’espace

vectoriel Mn−1 (K) à
(
Kn−1

)n−1) avec φ (In−1) = det (In) = 1, donc det (A′) =

φ (B′) = det (B′) =
1

an−1
11

det (B) et det (A) = a11 det (B) .

Lemme 2.2 Pour toute matrice triangulaire supérieure ou inférieure A = ((ai,j))1≤i,j≤n

dans Mn (K) , on a det (A) =

n∏
i=1

ai,i.

Démonstration Se déduit par récurrence du lemme précédent et de det ( tA) =
det (A) .
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Lemme 2.3 Pour toute matrice M =

(
Ip B
0 A

)
∈ Mn (K) , où p + q = n,

A ∈ Mq (K) , B ∈ Mp,q (K) , on a det (M) = det (A) .

Démonstration Pour B ∈ Mp,q (K) fixée, l’application φ : A ∈ Mq (K) 7→

det

(
Ip B
0 A

)
est p-linéaire alternée sur les colonnes (en identifiant l’espace vec-

toriel Mq (K) à (Kq)q) avec φ (Iq) = det

(
Ip B
0 Iq

)
= 1. On a donc, par défini-

tion du déterminant, φ (A) = det (A) pour toute matrice A ∈Mq (K) . De manière

analogue on montre que det

(
A B
0 Iq

)
= det (A) .

Lemme 2.4 Pour toute matrice M =

(
A B
0 D

)
∈ Mn (K) , où A ∈ Mp (K) ,

B ∈ Mp,q (K) , D ∈ Mq (K) , p+ q = n, on a det (M) = det (A) det (D) .

Démonstration Pour (B,D) ∈ Mp,q (K) ×Mq (K) fixé, l’application φ : A ∈

Mp (K) 7→ det

(
A B
0 D

)
est p-linéaire alternée telle que φ (Ip) = det

(
Ip B
0 D

)
=

det (D) , donc det (M) = φ (A) = det (A) det (D) .

Théorème 2.10.

Si A =


A1 B12 · · · B1p

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . Bp−1,p−1

0 · · · 0 Ap

 est une matrice carrée où les Ak

sont des matrices carrées, on a alors det (A) =

p∏
k=1

det (Ak) .

Démonstration Se déduit de ce qui précède par récurrence sur p.
Pour toute matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) et tous i, j compris entre 1 et

n, on note Ai,j la matrice carrée d’ordre n−1 déduite de A en supprimant la ligne
i et la colonne j. Le scalaire det (Ai,j) est le mineur d’indice (i, j) et le scalaire
(−1)

i+j
det (Ai,j) est le cofacteur d’indice (i, j) .

Théorème 2.11.

Pour toute matrice A ∈ Mn (K) , on a les développements de det (A)
suivant la colonne j ∈ {1, · · · , n} ou la ligne i ∈ {1, · · · , n} :

det (A) =

n∑
i=1

(−1)
i+j

ai,j det (Ai,j) =

n∑
j=1

(−1)
i+j

ai,j det (Ai,j)
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Démonstration Fixons la colonne j et notons (ei)1≤i≤n la base canonique de

Kn. La colonne Cj s’écrit Cj =
n∑
i=1

aijei et en utilisant la linéarité du déterminant

par rapport à la j-ième colonne, on a det (A) =

n∑
i=1

aij det (Bi,j) , où Bij est la

matrice déduite de A en remplaçant Cj par ei. En permutant la colonne j avec la
colonne j − 1, puis j − 1 avec j − 2, · · · , 2 avec 1 et ensuite la ligne i avec la ligne
i− 1, i− 1 avec i− 2, · · · , 2 avec 1 (on ne fait rien pour i = 1), on aboutit à :

det (Bi,j) = (−1)
i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain
0 a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

...
...

0 ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
...

...
0 an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

i+j
det (Ai,j)

et on a le résultat annoncé. On procède de manière analogue pour la deuxième
formule.

Définition 2.5. La comatrice d’une matrice A ∈ Mn (K) est la matrice :

C (A) =
((

(−1)
i+j

det (Ai,j)
))

1≤i,j≤n

des cofacteurs de A.

Théorème 2.12.

Pour toute matrice A ∈ Mn (K) , on a :

A · tC (A) = tC (A) ·A = det (A) In

Pour det (A) 6= 0, A est inversible d’inverse A−1 =
1

det (A)
tC (A) .

Démonstration Pour 1 ≤ i, j ≤ n, on note ci,j = (−1)
i+j

det (Ai,j) le cofacteur

d’indice (i, j) . Le terme d’indice (i, j) du produit A · tC (A) est di,j =
n∑
k=1

ai,kcj,k.

Pour i = j, on a di,i =

n∑
k=1

(−1)
i+k

ai,k det (Ai,k) = det (A) et pour i 6= j, on a

di,j =

n∑
k=1

(−1)
j+k

ai,k det (Aj,k) = 0 puisque c’est le développement du détermi-
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nant de la matrice ayant pour ligne k 6= j, celle de A et pour ligne j, la ligne i de
A, donc elle a deux lignes identiques. On a donc A · tC (A) = det (A) In, l’autre
égalité se vérifiant de manière analogue.

En identifiant Mn (K) à Kn2

, on déduit du théorème précédent que pour A
inversible, les coefficients de A−1 sont des fonctions rationnelles des coefficients
aij .

Exemple 2.2 Pour A =

(
a b
c d

)
∈ GL2 (K) , on a :

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
Pour calculer un déterminant, on dispose aussi de la méthode des pivots de

Gauss qui est basée sur les résultats suivants où une matrice de transvection est
une matrice de la forme In + λEij en notant (Ei,j)1≤i,j≤n la base canonique de
Mn (K) (voir le paragraphe ??).

Lemme 2.5 Soit A ∈ Mn (K) de coefficient a11 non nul. Il existe des matrices
de transvection P1, · · · , Pr telles que :

Pr · · ·P1A =


a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn


Démonstration Voir [ ?].

Si le coefficient a11 est nul et qu’il existe un indice i compris entre 2 et n tel
que ai1 6= 0, on se ramène à l’hypothèse du lemme en permuttant les lignes 1 et i.
Si tous les ai1 pour 1 ≤ i ≤ n sont nuls, le déterminant de A est alors nul.

Théorème 2.13.

Toute matrice A ∈ GLn (K) peut être réduite à la forme triangulaire
supérieure en la multipliant à gauche par des matrices de transvection ou
de permutation.

Démonstration Voir [ ?].
Le théorème précédent ramène au signe près le calcul du déterminant de A au

déterminant d’une matrice triangulaire supérieure, le « signe près » étant (−1)
p
,

où p est le nombre de permutations effectuées dans l’algorithme de Gauss.
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2.4 Quelques déterminants classiques

2.4.1 Déterminants de Vandermonde

À tout entier n ≥ 2 et toute suite (αk)1≤k≤n d’éléments de K, on associe la
matrice de Vandermonde :

V (α1, · · · , αn) =
((
αi−1
j

))
1≤i,j≤n =


1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n


et on note ∆(α1, · · · , αn) , le déterminant de cette matrice.

Théorème 2.14.

La matrice de Vandermonde V (α1, · · · , αn) est inversible si, et seulement
si, les αk pour k compris entre 1 et n sont deux à deux distincts.

Démonstration S’il existe i 6= j tels que αi = αj , la matrice V (α1, · · · , αn) a
alors deux colonnes identiques, ce qui implique qu’elle est non inversible.

Réciproquement, si V (α1, · · · , αn) est non inversible, il en est alors de même

de tV (α1, · · · , αn) =


1 α1 · · · αn−1

1

1 α2 · · · αn−1
2

...
...

. . .
....

1 αn · · · αn−1
n

 et le système linéaire :

n∑
j=1

αj−1
i xj = 0 (1 ≤ i ≤ n)

a une solution (xj)1≤j≤n non nulle, ce qui revient à dire que α1, · · · , αn sont des

racines du polynôme P (X) =

n∑
j=1

xjX
j−1 ∈ Kn−1 [X] \ {0} et nécessairement il

existe i 6= j tels que αi = αj , sans quoi P aurait n racines distinctes en étant non
nul de degré au plus égal à n− 1, ce qui n’est pas possible.

Le théorème précédent peut être utilisé pour prouver l’existence et l’unicité des
polynômes d’interpolation de Lagrange.

Théorème 2.15.

Soit (αk)1≤i≤n une famille de n ≥ 2 scalaires deux à deux distincts.
Pour toute famille de scalaires (βk)1≤i≤n , il existe un unique polynôme
P ∈ Kn−1 [x] tel que P (αk) = βk pour tout k compris entre 0 et n.

Démonstration L’application φn : Kn−1 [X] → Kn définie par φn (P ) = (P (αk))1≤k≤n
pour tout P ∈ Kn−1 [X] est linéaire et sa matrice dans les bases canoniques de
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Kn−1 [X] et Kn est la matrice inversible :
1 α1 · · · αn−1

1

1 α2 · · · αn−1
2

...
...

. . .
....

1 αn · · · αn−1
n

 = tV (α1, · · · , αn)

c’est donc un isomorphisme de Kn−1 [X] sur Kn et tout vecteur (βk)1≤i≤n ∈ Kn
a un unique antécédent P ∈ Kn−1 [X] .

Théorème 2.16.

On a ∆(α1, · · · , αn) =
n∏

1≤i<j≤n

(αj − αi) .

Démonstration Pour n = 2, on a ∆(α1, α2) =

∣∣∣∣ 1 1
α1 α2

∣∣∣∣ = α2−α1. En suppo-

sant le résultat acquis pour n−1 ≥ 2, on propose trois méthodes de démonstration
par récurrence.

1. En retranchant, pour i = n, n− 1, · · · , 2, à la ligne i de V (α1, · · · , αn) sa ligne
i− 1 multipliée par α1, on obtient :

∆(α1, · · · , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 α2 − α1 · · · αn − α1

...
...

. . .
...

0 αn−2
2 (α2 − α1) · · · αn−2

n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α2 − α1 α3 − α1 · · · αn − α1

α2 (α2 − α1) α3 (α3 − α1) · · · αn (αn − α1)
...

...
. . .

...
αn−2
2 (α2 − α1) αn−2

3 (α3 − α1) · · · αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
soit par n-linéarité du déterminant :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n∏
k=2

(αk − α1)

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
α2 · · · αn
...

. . .
...

αn−2
2 · · · αn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∏
k=2

(αk − α1)

)
∆(α2, · · · , αn)
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et avec l’hypothèse de récurrence, cela donne :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n∏
k=2

(αk − α1)

)
n∏

2≤i<j≤n

(αj − αi)

=

n∏
1≤i<j≤n

(αj − αi)

2. Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée, on a pour tout polynôme
P unitaire de degré n− 1 :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
P (α1) P (α2) · · · P (αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆(α1, · · · , αn)

Prenant P (X) =

n−1∏
k=1

(X − αk) , on en déduit que :

∆(α1, · · · , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

...
0 0 · · · P (αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = P (αn)∆ (α1, · · · , αn−1)

=

(
n−1∏
k=1

(αn − αk)

)
∆(α1, · · · , αn−1)

et avec l’hypothèse de récurrence, cela donne :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n−1∏
k=1

(αn − αk)

)
n∏

1≤i<j≤n−1

(αj − αi)

=

n∏
1≤i<j≤n

(αj − αi)

3. Dans le cas où deux des αk sont égaux, la formule est triviale. Dans le cas
contraire, le polynôme V (X) = V (α1, · · · , αn−1, X) qui est de degré n − 1
(développement par rapport à la dernière colonne) s’annule en α1, · · · , αn−1

deux à deux distincts, donc il existe λ ∈ K telle que V (X) = λ

n−1∏
k=1

(X − αk) .

En développant le déterminant V (X) par rapport à la dernière colonne, on voit
que λ qui est le coefficient de Xn−1 est égal à ∆(α1, · · · , αn−1) , ce qui nous

donne par évaluation en αn, ∆(α1, · · · , αn) = ∆ (α1, · · · , αn−1)

n−1∏
k=1

(αn − αk)

et on conclut encore par récurrence.
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Avec le théorème précédent, on retrouve le fait que V (α1, · · · , αn) est inversible
si, et seulement si, les αk pour k compris entre 1 et n sont deux à deux distincts.

Exemple 2.3 Pour n ≥ 2, on a :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · n
...

...
. . .

...
1 2n−1 · · · nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤1<j≤n

(j − i) =

n∏
j=2

j−1∏
i=1

(j − i) =

n∏
j=2

(j − 1)! =

n−1∏
j=1

j!

Dans le cas où les αk sont deux à deux distincts, on peut donner une expression
de l’inverse d’une matrice de Vandermonde, en utilisant les polynômes d’interpola-
tion de Lagrange. Pour ce faire, on introduit l’application linéaire φn : Kn−1 [X] →
Kn définie par φn (P ) = (P (αi))1≤i≤n pour tout P ∈ Kn−1 [X] . La matrice de φn
dans les bases canoniques B = (ei)1≤i≤n de Kn et B′ =

(
Xj−1

)
1≤j≤n de Kn−1 [X]

et Kn est donnée par :

φn
(
Xj−1

)
=


αj−1
1

αj−1
2
...

αj−1
n

 (1 ≤ j ≤ n)

ce qui nous dit que c’est la matrice transposée de Vandermonde tV (α1, · · · , αn) .

En notant L = (Li)1≤i≤n la base de Lagrange définie par Li (X) =

n∏
j=1
j ̸=i

X − αj
αi − αj

, on

a Li (αj) = δi,j pour tous i, j compris entre 1 et n, soit φn (Li) = ei et φ−1
n (ei) = Li

pour tout i compris entre entre 1 et n, ce qui nous dit que tV (α1, · · · , αn)−1
=

PB′,L est la matrice de passage de la base canonique B′ =
(
Xj−1

)
1≤j≤n à la base

de Lagrange L = (Li)1≤i≤n et V (α1, · · · , αn)−1
= tPB′,L. Par exemple pour

n = 2, on a V (α1, α2)
−1

=
1

α2 − α1

(
α2 −1
−α1 1

)
et pour n = 3 :

L1 (X) =
(X − α2) (X − α3)

(α1 − α2) (α1 − α3)
, L2 (X) =

(X − α1) (X − α3)

(α2 − α1) (α2 − α3)

L3 (X) =
(X − α1) (X − α2)

(α3 − α1) (α3 − α2)

V (α1, α2, α3)
−1

=


α2α3

(α1−α2)(α1−α3)
− α2+α3

(α1−α2)(α1−α3)
1

(α1−α2)(α1−α3)
α1α3

(α2−α1)(α2−α3)
− α1+α3

(α2−α1)(α2−α3)
1

(α2−α1)(α2−α3)
α1α2

(α3−α1)(α3−α2)
− α1+α2

(α3−α1)(α3−α2)
1

(α3−α1)(α3−α2)


=

1

∆(α1, α2, α3)

 α2α3 (α3 − α2) −
(
α2
3 − α2

2

)
(α3 − α2)

−α1α3 (α3 − α1) α2
3 − α2

1 − (α3 − α1)
α1α2 (α2 − α1) −

(
α2
2 − α2

1

)
(α2 − α1)


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Les matrices de Vandermonde peuvent être généralisées en considérant les ma-
trices de la forme :

V (α1, · · · , αn, P1, · · · , Pn) = ((Pi (αj)))1≤i,j≤n =

 P1 (α1) · · · P1 (αn)
...

. . .
....

Pn (α1) · · · Pn (αn)


où (Pj)1≤j≤n est une suite de polynômes dans Kn−1 [X] . Pour simplifier, on notera
Vn une telle matrice. Cette matrice est une matrice de Vandermonde pour Pj (X) =
Xj−1.

Théorème 2.17.

En notant Q (P1, · · · , Pn) la matrice dont les colonnes sont formées des
composantes de chaque polynôme Pk dans la base canonique de Kn−1 [X] ,
on a :

det

 P1 (α1) · · · P1 (αn)
...

. . .
....

Pn (α1) · · · Pn (αn)

 = ∆(α1, · · · , αn) det (Q (P1, · · · , Pn))

Dans le cas particulier où chaque polynôme Pk, pour k compris entre 1 et
n− 1 est unitaire de degré k − 1, on a det (An) = ∆ (α1, · · · , αn) .

Démonstration En notant Pj (X) =

n−1∑
i=0

aijX
j pour tout entier j compris entre

1 et n, on a :

Vn =

 a0,1 · · · an−1,1

...
. . .

....
an,0 · · · an−1,n




1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n


= tQ (P1, · · · , Pn)V (α1, · · · , αn)

où Q (P1, · · · , Pn) est la matrice dont les colonnes sont formées des composantes
de chaque polynôme Pj dans la base canonique de Kn−1 [X] (dans le où la famille
(Pj)1≤j≤n est libre, cette matrice est la matrice de passage de

(
Xj−1

)
1≤j≤n à

(Pj)1≤j≤n), donc det (Vn) = ∆ (α1, · · · , αn) det (Q (P1, · · · , Pn)) .
Dans le cas particulier où chaque polynôme Pk, pour k compris entre 1 et

n− 1 est unitaire de degré k − 1, la matrice Q (P1, · · · , Pn) est triangulaire supé-
rieure avec tous ses termes diagonaux égaux à 1, donc det (Q (P1, · · · , Pn)) = 1 et
det (An) = ∆ (α1, · · · , αn) .

Dans le cas où les αk sont deux à deux distincts, en prenant pour polynômes

Pj les polynômes de Lagrange Lj (X) =

n∏
i=1
i ̸=j

X − αi
αj − αi

, on a :

Vn = In = tQ (L1, · · · , Ln)V (α1, · · · , αn)
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ce qui nous permet de retrouver l’inverse V (α1, · · · , αn)−1
= tQ (L1, · · · , Ln) .

Exemple 2.4 Prenant αk = k et Pk (X) = (X + k − 1)
n−1

, on obtient :

det


1n−1 2n−1 · · · nn−1

2n−1 3n−1 · · · (n+ 1)
n−1

...
... · · ·

...
nn−1 (n+ 1)

n−1 · · · (2n− 1)
n−1

 = (−1)
n(n−1)

2 ((n− 1)!)
n−1

(exercice 2.7).

Les déterminants de Vandermonde peuvent aussi être utilisés pour prouver que
les vecteurs propres non nuls d’une matrice A ∈ Mn (K) associés à des valeurs
propres deux à deux distinctes sont linéairement indépendants (exercice 2.4) ou
encore pour prouver le théorème d’analyse réelle qui suit.

Théorème 2.18.

Si f est une fonction de classe Cn+1 de R dans R, avec n ≥ 1, telle que f
et f (n+1) soient bornées sur R, alors toutes les dérivées f (k), pour k compris
entre 1 et n, sont également bornées sur R.

Démonstration Pour tout réel x et tout entier p compris entre 1 et n, la formule
de Taylor à l’ordre n sur l’intervalle [x, x+ p] s’écrit :

f (x+ p)− f (x)− f (n+1) (x+ pθp)

(n+ 1)!
pn+1 =

n∑
k=1

f (k) (x)

k!
pk

avec 0 < θp < 1, ce qui peut s’écrire matriciellement V (x) = AU (x) , où on a
noté :

V (x) =


f (x+ 1)− f (x)− f (n+1) (x+ θ1)

(n+ 1)!
...

f (x+ n)− f (x)− f (n+1) (x+ nθn)

(n+ 1)!
nn+1

 , U (x) =


f (1) (x)

1!
...

f (n) (x)

n!



et A =


1 1 · · · 1
2 22 · · · 2n

...
...

. . .
...

n n2 · · · nn

 . On a alors :

det (A) = n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · 2n−1

...
...

. . .
...

1 n · · · nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = n!

n−1∏
j=1

j! 6= 0
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(exemple 2.3), c’est-à-dire que A est inversible. On peut donc écrire que U (x) =
A−1V (x) et ‖U (x)‖∞ ≤

∥∥A−1
∥∥
∞ ‖V (x)‖∞ , soit :

max
1≤k≤n

∣∣∣∣f (k) (x)k!

∣∣∣∣ ≤ ∥∥A−1
∥∥
∞ max

1≤k≤n

∣∣∣∣f (x+ p)− f (x)− f (n+1) (x+ pθp)

(n+ 1)!
pn+1

∣∣∣∣
≤
∥∥A−1

∥∥
∞

(
2 ‖f‖∞ +

nn+1

(n+ 1)!

∥∥∥f (n+1)
∥∥∥
∞

)
le réel x étant quelconque. On a donc pour tout entier k compris entre 1 et n :∥∥∥f (k)∥∥∥

∞
≤ k!

∥∥A−1
∥∥
∞

(
2 ‖f‖∞ +

nn+1

(n+ 1)!

∥∥∥f (n+1)
∥∥∥
∞

)

2.4.2 Déterminants circulants
On se donne un entier n ≥ 2, des nombres complexes a0, · · · , an−1 et on leur

associe la matrice circulante :

C (a0, · · · , an−1) =



a0 a1 · · · an−2 an−1

an−1 a0
. . . an−3 an−2

...
. . . . . . . . .

...

a2 a3
. . . a0 a1

a1 a2 · · · an−1 a0


= ((aj−imodn))0≤i,j≤n−1

où j − imodn désigne le reste appartenant à {0, 1, · · · , n− 1} dans la division
euclidienne de j − i par n, ce qui signifie que aij = aj−i pour 0 ≤ i ≤ j ≤ n− 1 et
aij = aj+n−i pour j + 1 ≤ i ≤ n − 1. Pour toute racine n-ième de l’unité z ∈ C,
on a zn = 1 et en notant Z =

(
zj
)
0≤j≤n−1

dans Cn :

C (a0, · · · , an−1)Z =



a0 a1 · · · an−2 an−1

an−1 a0
. . . an−3 an−2

...
. . . . . . . . .

...

a2 a3
. . . a0 a1

a1 a2 · · · an−1 a0




1
z
...

zn−2

zn−1



=


a0 + a1z + · · ·+ an−2z

n−2 + an−1z
n−1

z
(
a0 + a1z + · · ·+ an−2z

n−2 + an−1z
n−1
)

...
zn−2

(
a0 + a1z + · · ·+ an−2z

n−2 + an−1z
n−1
)

zn−1
(
a0 + a1z + · · ·+ an−2z

n−2 + an−1z
n−1
)

 = P (z)


1
z
...

zn−2

zn−1


où P (X) =

n−1∑
k=0

akX
k, ce qui nous dit que P (z) est vecteur propre de la matrice

C (a0, · · · , an−1) , le vecteur Z étant un vecteur propre associé. Ce résultat peut
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aussi se justifier en disant que, pour 0 ≤ i ≤ n− 1, la composante numéro de i de
C (a0, · · · , an−1)Z est :

n−1∑
j=0

aijz
j =

i−1∑
j=0

aj+n−iz
j +

n−1∑
j=i

aj−iz
j = zi

i−1∑
j=0

aj+n−iz
n+j−i +

n−1∑
j=i

aj−iz
j−i


= zi

(
n−1∑
k=n−i

akz
k +

n−i−1∑
k=0

akz
k

)
= zi

n−1∑
k=0

akz
k = ziP (z)

En notant ωn = e
2iπ
n , chaque racine n-ième de l’unité ωkn pour 0 ≤ k ≤ n − 1,

nous donne la valeur propre P
(
ωkn
)

de C (a0, · · · , an−1) avec Zk =
(
ωkjn
)
0≤j≤n−1

comme vecteur propre associé.
Comme det (Z0, · · · , Zn−1) = ∆

(
1, ωn, ω

2
n, · · · , ωn−1

n

)
6= 0 (ces racines de l’unité

sont deux à deux distinctes), la famille de vecteur propres (Zk)0≤k≤n−1 est une base
de Cn, ce qui nous dit que C (a0, · · · , an−1) est diagonalisable de valeurs propres

P (1) , P (ωn) , · · · , P
(
ωn−1
n

)
. Il en résulte que detC (a0, · · · , an−1) =

n−1∏
k=0

P
(
ωkn
)
.

2.4.3 Déterminants de Gram
(E, 〈· | ·〉) désigne un espace vectoriel réel préhilbertien et (xi)1≤i≤n est une

famille de n ≥ 2 vecteurs de E.

Définition 2.6. On appelle matrice de Gram de (xi)1≤i≤n , la matrice :

G (x1, · · · , xn) = ((〈xi | xj〉))1≤i,j≤n

=


〈x1 | x1〉 〈x1 | x2〉 · · · 〈x1 | xn〉
〈x2 | x1〉 〈x2 | x2〉 · · · 〈x2 | xn〉

...
...

. . .
...

〈xn | x1〉 〈xn | x2〉 · · · 〈xn | xn〉


et le déterminant g (x1, · · · , xn) de cette matrice est appelé déterminant de
Gram de la famille (xi)1≤i≤n .

Théorème 2.19.

On a, rg (G (x1, · · · , xn)) = rg (x1, · · · , xn) .

Démonstration Si tous les vecteurs xi sont nuls, la matrice de Gram corres-
pondante est alors la matrice nulle et le résultat est évident. On suppose donc que
les xi ne sont pas tous nuls et on désigne par F le sous-espace vectoriel de E en-
gendré par {x1, · · · , xn} . Le procédé de Gram-Schmidt nous permet de construire
une base orthonormée (ei)1≤i≤p de F, avec 1 ≤ p ≤ n, et dans cette base on écrit
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xi =

p∑
k=1

akiek. Pour i, j compris entre 1 et n, on a alors :

〈xi | xj〉 =
p∑
k=1

akiakj = (a1i, · · · , api)

 a1j
...
apj


soit, G (x1, · · · , xn) = tAA où A = ((aij))1≤i≤p

1≤j≤n
∈ Mp,n (R) . Munissant Rn et Rp

de leurs structures euclidiennes canoniques, on a 〈 tAAX | X〉Rn = 〈AX | AX〉Rp =

‖AX‖2Rp pour tout X ∈ Rn et on en déduit que ker ( tAA) = ker (A) , puis avec
le théorème du rang que les matrices tAA et A ont même rang. On a donc
rg (G (x1, · · · , xn)) = rg (A) = rg (x1, · · · , xn) puisque A est la matrice du sys-
tème de vecteurs (xi)1≤i≤n dans la base (ei)1≤i≤p .

Corollaire 2.2. On a g (x1, · · · , xn) ≥ 0 et la famille (xi)1≤i≤n est libre
si, et seulement si, on a g (x1, · · · , xn) > 0.

Démonstration On reprend les notations de la démonstration du théorème 2.19.
Si le système (xi)1≤i≤n est lié, on a alors rg (G (x1, · · · , xn)) = rg (A) < n et la
matrice G (x1, · · · , xn) est non inversible dans Mn (R) , son déterminant est donc
nul. Si le système (xi)1≤i≤n est libre, on a alors rg (G (x1, · · · , xn)) = rg (A) = n
et la matrice G (x1, · · · , xn) est inversible dans Mn (R) , son déterminant est donc
non nul. En considérant que la matrice G (x1, · · · , xn) = tAA est symétrique
positive (〈 tAAX | X〉Rn = ‖AX‖2Rn ≥ 0 pour tout X ∈ Rn), on déduit que ce
déterminant est strictement positif.

Les déterminants de Gram peuvent être utilisés pour calculer la distance d’un
point à un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Théorème 2.20.

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et (xi)1≤i≤n

une base de F. Pour tout x dans E, on a d (x, F ) =

√
g (x1, · · · , xn, x)
g (x1, · · · , xn)

et la meilleure approximation de x par des éléments de F est le vecteur

y =

n∑
j=1

gj,x (x1, · · · , xn)
g (x1, · · · , xn)

xj , où gj,x (x1, · · · , xn) est le déterminant de la

matrice déduite de la matrice de Gram G (x1, · · · , xn) en remplaçant sa

colonne numéro j par

 〈x1 | x〉
...

〈xn | x〉

 .

Démonstration En notant y la projection orthogonale de x sur F, on a :

d (x, F )
2
= ‖x− y‖2 = ‖x‖2 − ‖y‖2
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et pour tout i compris entre 1 et n, 〈xi | x〉 = 〈xi | x− y〉 + 〈xi | y〉 = 〈xi | y〉 du
fait que x−y ∈ F⊥ et xi ∈ F. En utilisant la linéarité du déterminant par rapport
à la dernière colonne, on en déduit que :

g (x1, · · · , xn, x) =


〈x1 | x1〉 · · · 〈x1 | xn〉 〈x1 | y〉

...
. . . · · ·

...
〈xn | x1〉 · · · 〈xn | xn〉 〈xn | y〉
〈x | x1〉 · · · 〈x | xn〉 d (x, F )

2
+ ‖y‖2


= d (x, F )

2
g (x1, · · · , xn) + g (x1, · · · , xn, y)

= d (x, F )
2
g (x1, · · · , xn)

(le système {x1, · · · , xn, y} étant lié, puisque y ∈ F, on a g (x1, · · · , xn, y) = 0),

soit d (x, F ) =

√
g (x1, · · · , xn, x)
g (x1, · · · , xn)

. D’autre part, la projection orthogonale y de x

sur F s’écrit y =

n∑
j=1

ajxj , les coefficients aj étant solutions du système d’équations

normales :

G (x1, · · · , xn)

 a1
...
an

 =

 〈x1 | x〉
...

〈xn | x〉


et en utilisant les formules de Cramer, on obtient aj =

gj,x (x1, · · · , xn)
g (x1, · · · , xn)

pour j
compris entre 1 et n.

En utilisant le procédé d’orthogonalisationn de Gram-Schmidt, on peut donner
une expression du déterminant de Gram d’une famille libre. On rappelle que la
mesure principale de l’angle géométrique de deux vecteurs x, y non nuls dans E
est le réel θ ∈ [0, π] définie par 〈x | y〉 = cos (θ) ‖x‖ ‖y‖ .

Théorème 2.21.

Soient (xi)1≤i≤n une famille libre de vecteurs dans (E, 〈· | ·〉) , F =
Vect {x1, · · · , xn} et (ei)1≤i≤n la base orthonormée de F déduite par le pro-
cédé de Gram-Schmidt avec la condition 〈xk | ek〉 > 0 pour tout k compris
entre 1 et n. On a :

g (x1, · · · , xn) =
n∏
k=2

cos2 (xk, ek)

n∏
k=1

‖xk‖2

= sin2 (x1, x2)

n∏
k=3

cos2 (xk, ek)

n∏
k=1

‖xk‖2 (pour n ≥ 3)

Démonstration La base orthonormée de F déduite de la base (xi)1≤i≤n par le

procédé de Gram-Schmidt est définie par ek =
1

‖yk‖
yk pour 1 ≤ k ≤ n, où y1 = x1
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et yk = xk −
k−1∑
j=1

〈xk | ej〉 ej pour 2 ≤ k ≤ n. La matrice de passage de (ei)1≤i≤n

à (xi)1≤i≤n est alors donnée par :

A =


‖y1‖ 〈x2 | e1〉 · · · 〈xn | e1〉

0 ‖y2‖
. . .

...
...

. . . . . . 〈xn | en−1〉
0 · · · 0 ‖yn‖


et g (x1, · · · , xn) = det (A)

2
=

n∏
k=1

‖yk‖2 (voir ladémonstration du théorème 2.19).

De xk = ‖yk‖ ek+
k−1∑
j=1

〈xk | ej〉 ej , pour k compris entre 2 et n, et de l’orthogonalité

des ej , on déduit que ‖yk‖ = 〈xk | ek〉 = ‖xk‖ cos (xk, ek) , ce qui donne en tenant
compte de ‖y1‖ = ‖x1‖ :

g (x1, · · · , xn) =
n∏
k=2

cos2 (xk, ek)

n∏
k=1

‖xk‖2

Pour n ≥ 3, en écrivant que :

‖y2‖2 = ‖x2 − 〈x2 | e1〉 e1‖2 = ‖x2‖2 − 〈x2 | e1〉2

avec 〈x2 | e1〉 = ‖x2‖ cos (x2, e1) = ‖x2‖ cos (x2, x1) , on obtient :

‖y2‖2 = ‖x2‖2
(
1− cos2 (x2, x1)

)
= ‖x2‖2 sin2 (x1, x2)

et g (x1, · · · , xn) = sin2 (x1, x2)

n∏
k=3

cos2 (xk, ek)

n∏
k=1

‖xk‖2 .

Théorème 2.22. Inégalités de Hadamard

On a 0 ≤ g (x1, · · · , xn) ≤
n∏
k=1

‖xk‖2 , la borne inférieure [resp. supé-

rieure] étant atteinte si, et seulement si, la famille (xi)1≤i≤n est liée [resp.
orthogonale].

Démonstration Si la famille (xi)1≤i≤n est liée, on a alors g (x1, · · · , xn) = 0.
On suppose donc cette famille libre et dans ce cas, on a g (x1, · · · , xn) > 0 et le

théorème précédent nous dit que g (x1, · · · , xn) ≤
n∏
k=1

‖xk‖2 , l’égalité étant réalisée

si, et seulement si, on a cos2 (xk, ek) = 1 pour tout k compris entre 2 et n, ce qui

compte tenu de ‖yk‖2 = cos2 (xk, ek) ‖xk‖2 = ‖xk‖2 −
k−1∑
j=1

〈xk | ej〉2 équivaut à
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〈xk | ej〉 = 0 pour tout j compris entre 1 et k − 1, soit à xk = yk = ‖yk‖ ek pour
tout k compris entre 1 et n et la famille (xi)1≤i≤n est orthogonale.

En notant Cj = (aij)1≤i≤n ∈ Rn la colonne numéro j d’une matrice A dans
Mn (R) et en munissant Rn de son produit scalaire canonique, on a :

tAA =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
...

...
a1n a2n · · · an,n




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · an,n



=


〈C1 | C1〉 〈C1 | C2〉 · · · 〈C1 | Cn〉
〈C2 | C1〉 〈C2 | C2〉 · · · 〈C2 | Cn〉

...
...

. . .
...

〈Cn | C1〉 〈Cn | C2〉 · · · 〈Cn | Cn〉


et l’inégalité de Hadamard prend la forme :

(det (A))
2
= det

(
tAA

)
= g (C1, · · · , xn) ≤

n∏
k=1

‖Ck‖2

soit |det (A)| ≤
n∏
k=1

‖Ck‖ .

Exemple 2.5 Prenant pour matrice A une matrice de Vandermonde V (α1, · · · , αn) ,
où (αk)1≤k≤n ∈ Rn, on aboutit à :

n∏
1≤i<j≤n

|αj − αi| ≤
n∏
k=1

√
1 + α2

k + · · ·+ α
2(n−1)
k

prenant les αk dans [−1, 1] , on obtient
n∏

1≤i<j≤n

|αj − αi| ≤
n∏
k=1

√
n = n

n
2 .

2.4.4 Déterminants de Cauchy

À tout entier n ≥ 2 et toutes suites (αk)1≤k≤n et (βk)1≤k≤n d’éléments de K
telles αi+βj pour tous i, j compris entre 1 et n, on associe la matrice de Cauchy :

((
1

αi + βj

))
1≤i,j≤n

=


1

α1+β1
· · · 1

α1+βn−1

1
α1+βn

...
. . .

...
...

1
αn−1+β1

. . . 1
αn−1+βn−1

1
αn−1+βn

1
αn+β1

· · · 1
αn+βn−1

1
αn+βn


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Théorème 2.23.

On a :

det

((
1

αi + βj

))
1≤i,j≤n

=

∏
1≤i<j≤n

(βj − βi) (αj − αi)∏
1≤i,j≤n

(αi + βj)

(déterminant de Cauchy ).

Démonstration S’il existe deux indices i 6= j tels que αj = αi [resp. βj = βi],

la matrice de Cauchy An =

((
1

αi + βj

))
1≤i,j≤n

a alors deux lignes [resp. deux

colonnes] identiques et son déterminant est nul. L’égalité annoncée est donc tri-
vialement vérifiée dans ce cas. On suppose que les αi, ainsi que les βj sont deux à

deux distincts et on désigne par Fn la fraction rationnelle Fn (X) =

n−1∏
j=1

(X − βj)

n∏
i=1

(X + αi)
.

Le numérateur de Fn est de degré n−1 et son dénominateur de degré n, on a donc

une décomposition en éléments simples de la forme Fn (X) =

n∑
k=1

λk
X + αk

, les co-

efficients λk étant donnés par λk =

n−1∏
j=1

(αk + βj)

n∏
i=1
i ̸=k

(αk − αi)
. En développant le déterminant

suivant la dernière ligne, on a compte tenu de Fn (βj) = 0 pour tout j compris
entre 0 et n− 1 :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

α1+β1
· · · 1

α1+βn−1

1
α1+βn

...
. . .

...
...

1
αn−1+β1

. . . 1
αn−1+βn−1

1
αn−1+βn

Fn (β1) · · · Fn (βn−1) Fn (βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = Fn (βn) det (An−1)

D’autre part, en écrivant que Fn (βj) =
n∑
k=1

λk
βj + αk

et en utilisant le fait que det

est une forme multilinéaire alternée, on a aussi Dn = λn det (An) . On a donc
Fn (βn) det (An−1) = λn det (An) et :

det (An) =
Fn (βn)

λn
det (An−1) =

n−1∏
j=1

(βn − βj) (αn − αi)

n∏
i=1

(βn + αi)
n−1∏
j=1

(αn + βj)

det (An−1)
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On conclut alors par récurrence sur n ≥ 2. Pour n = 2, on a :

det (A2) =

∣∣∣∣ 1
α1+β1

1
α1+β2

1
α2+β1

1
α2+β2

∣∣∣∣ = (β2 − β1) (α2 − α1)

(α1 + β1) (α1 + β2) (α2 + β1) (α2 + β2)

Et supposant le résultat acquis pour n− 1, on a :

det (An) =

n−1∏
j=1

(βn − βj) (αn − αi)

n∏
i=1

(βn + αi)
n−1∏
j=1

(αn + βj)

∏
1≤i<j≤n−1

(βj − βi) (αj − αi)∏
1≤i,j≤n−1

(αi + βj)

=

∏
1≤i<j≤n

(βj − βi) (αj − αi)

n∏
i=1

(βn + αi)
n∏
i=1

(βn−1 + αi) · · ·
n∏
i=1

(β1 + αi)

=

∏
1≤i<j≤n

(βj − βi) (αj − αi)∏
1≤i,j≤n

(αi + βj)

Exemple 2.6 On se place sur l’espace préhilbertien C0 ([0, 1]) muni du produit

scalaire (f, g) 7→ 〈f | g〉 =

∫ 1

0

f (t) g (t) dt et on se donne une suite strictement

strictement croissante (λk)k∈N de réels positif à laquelle on associe la suite de
fonctions (θk)k∈N définie par θk (t) = tλk pour tout t ∈ [0, 1] . Pour tout n ∈ N∗,
le déterminant de Gram de (θ0, · · · , θn) est alors donné par :

g (θ0, · · · , θn) = det ((〈θi | θj〉))0≤i,j≤n = det

((∫ 1

0

tλi+λjdt

))
0≤i,j≤n

= det

((
1

λi + λj + 1

))
0≤i,j≤n

=

∏
0≤i<j≤n

(λj − λi)
2

∏
0≤i,j≤n

(λi + λj + 1)

=

n∏
j=0

j−1∏
i=0

(λj − λi)
2

n∏
i=0

(λj + λi + 1)

Les matrices de Gram correspondantes au choix de λk = k pour tout k ∈ N
((θk)k∈N est la base canonique de l’espace des fonctions polynomiales sur [0, 1]) sont

les matrices de Hilbert Hn =

((∫ 1

0

ti+jdt

))
0≤i,j≤n

=

((
1

i+ j + 1

))
0≤i,j≤n

de

déterminants :

det (Hn) =

n∏
j=0

j−1∏
i=0

(j − i)
2

n∏
i=0

(i+ j + 1)
=

n∏
j=0

(j!)
3

(n+ j + 1)!
=

(
n∏
j=2

j!

)4

2n+1∏
j=2

j!
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Les déterminants de l’exemple précédent apparaissent dans la démonstration
du résultat de densité suivant.

Théorème 2.24. Müntz

L’espace vectoriel Vect {θn | n ∈ N} est dense dans l’espace préhilber-
tien

(
C0 ([0, 1]) , 〈· | ·〉

)
(convergence quadratique) si, et seulement si, on

a
+∞∑
n=1

1

λn
= +∞. Si on suppose de plus que λ0 = 0 et λ1 ≥ 1, alors l’espace

vectoriel Vect {θn | n ∈ N} est dense dans
(
C0 ([0, 1]) , ‖·‖∞

)
(convergence

uniforme) si, et seulement si, on a
+∞∑
n=1

1

λn
= +∞.

Exemple 2.7 En notant (pn)n≥1 la suite des nombres premiers rangée dans l’ordre
croissant, Vect {1, xpn | n ≥ 1} est dense dans

(
C0 ([0, 1]) , ‖·‖∞

)
.

2.5 Exemples d’utilisation du déterminant

2.5.1 Rang d’une matrice ou d’un endomorphisme
Pour tout matrice A ∈ Mm,n (K) et tout entier j compris entre 1 et n, on note

Cj ∈ Km la colonne numéro j de A.

Définition 2.7. Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n (K) est la dimension du
sous-espace vectoriel de Km engendré par ses colonnes :

rg (A) = dim (Vect (C1, · · · , Cn))

Il est équivalent de dire que le rang de A est égal au nombre maximum de
vecteurs colonnes de A linéairement indépendants dans Kn.

Définition 2.8. Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et
u une application linéaire de E dans F. Le rang de u est la dimension de
Im (u) . On le note rg (u) .

Théorème 2.25. Du rang

Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et u une applica-
tion linéaire de E dans F. On a dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u) .

Démonstration Soit H un supplémentaire de ker (u) dans E et v la restriction
de u à H, c’est-à-dire l’application v définie sur H par v (x) = u (x) pour tout
x ∈ H. Le noyau de cette application est ker (v) = H ∩ ker (u) = {0} , ce qui
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signifie que v est injective de H dans F et réalise une bijection de H sur Im (v) .
En écrivant tout vecteur y de Im (u) sous la forme y = u (x) avec x ∈ E qui s’écrit
x = x1 + x2 où x1 ∈ ker (u) et x2 ∈ H, on a y = u (x1) + u (x2) = v (x2) , c’est-à-
dire que y est dans Im (v) . On a donc Im (u) ⊂ Im (v) et comme Im (v) ⊂ Im (u) ,
on a en fait Im (v) = Im (u) et v réalise un isomorphisme de H sur Im (u) . Il en
résulte que rg (u) = dim (Im (u)) = dim (H) = dim (E)− dim (ker (u)) .

Théorème 2.26.

Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n (K) est égal au rang de l’application
linéaire u ∈ L (Kn,Km) canoniquement associé à la matrice A.

Démonstration En notant B = (ek)1≤k≤n la base canonique de Kn et B′ =
(fk)1≤k≤m celle de Km, pour tout j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de
A est Cj = u (ej) et on a :

rg (A) = rg (C1, C2, · · · , Cn) = rg (u (e1) , u (e2) , · · · , u (en)) = rg (u)

Théorème 2.27.

Si A ∈ Mm,n (K) est la matrice de u ∈ L (E,F ) dans des bases B de E
et B′ de F, on a alors rg (u) = rg (A) .

Démonstration Soient B = (ek)1≤k≤n une base de E, B′ = (fk)1≤k≤m une base

de F et u ∈ L (E,F ) de matrice A dans ces bases. Dire que x =

n∑
j=1

xjej est dans

le noyau de u équivaut à dire que u (x) = 0, ce qui se traduit par AX = 0, où
X = (xj)1≤j≤n est le vecteur de Kn formé des composantes de x dans la base B.
En désignant par v l’application linéaire canoniquement associée à A, on a v (X) =
AX = 0, c’est-à-dire que X est dans le noyau de v. Réciproquement si X ∈ ker (v) ,
on a AX = 0, ce qui équivaut à u (x) = 0, soit x ∈ ker (u) . L’application x 7→ X
réalise donc un isomorphisme de ker (u) sur ker (v) et dim (ker (u)) = dim (ker (v)) ,
ce qui équivaut à rg (u) = rg (v) = rg (A) en utilisant le théorème du rang.

Définition 2.9. Une matrice extraite de A = ((ai,j))1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Mm,n (K)

est une matrice AI,J = ((ai,j))(i,j)∈I×J , où :

I = {1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ m} et J = {1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n}

Un déterminant extrait de A (ou de det (A)) est le déterminant d’une ma-
trice carrée extraite de A. Si δp est un déterminant extrait de A d’ordre p,
on appelle bordant de δ tout déterminant δp+1 extrait d’ordre p + 1 de A
tel que δp soit extrait de δp+1.
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Théorème 2.28.

Une matrice A ∈ Mm,n (K) est de rang r si, et seulement si, il existe un
déterminant extrait de A, δr d’ordre r et non nul tel que tous les bordants de
δr sont nuls (si r = min (n,m) , la deuxième condition n’est pas à prendre
en compte).

Démonstration Voir [ ?], volume 1.

Corollaire 2.3. Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n (K) est l’ordre du plus
grand déterminant extrait de A qui est non nul.

2.5.2 Systèmes de Cramer
On appelle système de Cramer tout système linéaire Ax = b d’inconnue x ∈ Kn,

où A ∈ GLn (K) et b ∈ Kn. L’unique solution d’un tel système est x = A−1b. En

notant x = (xj)1≤j≤n ∈ Kn cette solution, on a b =

n∑
j=1

xjCj et en utilisant le

caractère multilinéaire alterné du déterminant, on a pour tout entier k compris
entre 1 et n :

det (C1, · · · , Ck−1, b, Ck+1, · · · , Cn) =
n∑
j=1

xj det (C1, · · · , Ck−1, Cj , Ck+1, · · · , Cn)

= xk det (A)

soit xk =
det (C1, · · · , Ck−1, b, Ck+1, · · · , Cn)

det (A)
pour 1 ≤ k ≤ n. En calculant un dé-

terminant par la formule (2.1) , cela nécessite n! (n− 1) multiplications et (n!− 1)
additions, donc environ nn! opérations élémentaires. Comme il y a n+1 détermi-
nants à calculer puis n divisions à faire pour les formules de Cramer, on aura un
total d’environ n2n! opérations élémentaires à effectuer, ce qui peut être beaucoup
trop important pour de grandes valeurs de n.

Les formules de Cramer peuvent être utilisées pour déterminer l’ensemble des
solutions d’un système linéaire de m équations à n inconnues Ax = b d’inconnue
x ∈ Kn, où A ∈ Mm,n (K) \ {0} est de rang r ∈ {1,min (n,m)} et b ∈ Km.

Il existe des matrices carrées d’ordre r extraites de A de déterminant non nul
(un tel déterminant est appelé déterminant principal de A) et toute matrice carrée
extraite d’ordre plus grand ou égal à r + 1 (s’il en existe) est de déterminant nul.

En effectuant au besoin des permutations de lignes ou de colonnes du système
linéaire, on se ramène à une matrice A tel que la matrice Ar = ((aij))1≤i,j≤r soit
inversible. Le système linéaire :

n∑
j=1

aijxj = bi (1 ≤ i ≤ r)

est alors appelé système d’équations principales du système Ax = b.



56 Déterminants (nouvelle version du 12/06/2021)

Considérons d’abord le cas d’un système homogène Ax = 0. Le système d’équa-
tions principales étant de rang r, l’ensemble de ses solutions est un sous-espace
vectoriel de Kn de dimension n−r et comme il contient l’ensemble S (A, 0) des so-
lutions de Ax = 0, qui est aussi de dimension n−r, ces deux espaces sont égaux. La
résolution du système d’équations principales peut se faire en utilisant les formules
de Cramer pour le système Arx(r) = b(r), où x(r) ∈ Kr a pour composantes les

inconnues principales x1, · · · , xr et b(r) =

−
n∑

j=r+1

aijxj


1≤i≤r

∈ Kr (les sommes

valant 0 pour r = n).

Exemple 2.8 Considérons un système linéaire homogène de m équations à m+1
inconnues, Ax = 0 avec A = ((aij)) 1≤i≤m

1≤j≤m+1
∈ Mm,m+1 (K) de rang m, la matrice

((aij))1≤i,j≤m étant inversible. Ce système est équivalent au système :

m∑
j=1

aijxj = −a1,m+1xm+1 (1 ≤ i ≤ m)

où xm+1 est l’inconnue non principale. Sa solution est donnée par :

xk =
det (C1, · · · , Ck−1, bm, Ck+1, · · · , Cm)

det (Am)

= −xm+1
det (C1, · · · , Ck−1, Cm+1, Ck+1, · · · , Cm)

det (Am)

= (−1)
m+1−k

xm+1
det (C1, · · · , Ck−1, Ck+1, · · · , Cm, Cm+1)

det (Am)

=
(−1)

m+1

det (Am)
xm+1 (−1)

k
det (C1, · · · , Ck−1, Ck+1, · · · , Cm, Cm+1) (1 ≤ k ≤ m)

L’ensemble des solutions S (A, 0) est donc la droite vectorielle dirigée par le vecteur
v = (αk)1≤k≤m+1 , où :

αk = (−1)
k
det (C1, · · · , Ck−1, Ck+1, · · · , Cm, Cm+1) (1 ≤ k ≤ m)

et αm+1 = (−1)
m+1

det (Am) . Considérons, par exemple, le système : x+ y + z − t = 0
2x+ y + z − 2t = 0
x− y + z − 3t = 0

Il équivaut au système d’inconnue non principale t : x+ y + z = t
2x+ y + z = 2t
x− y + z = 3t

et de solution x = t, y = −t, z = t.
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Revenons au système linéaire Ax = b d’inconnue x ∈ Kn, où A ∈ Mm,n (K) est
de rang r ≥ 1 et b ∈ Km. Ce système aura des solutions si, et seulement si, b ∈
F = Vect {C1, · · · , Cn} , ce qui est équivalent à dire que F = Vect {C1, · · · , Cn, b}
et revient à dire que rg (A, b) = rg (A) = r et comme det (Ar) 6= 0, cela équivaut
à dire que : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1r b1
...

. . .
...

...
ar1 arr br
ak1 akr bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (r + 1 ≤ k ≤ n)

Si le système est compatible (i.e. l’ensemble de ses solutions est non vide),
l’ensemble S (A, b) des solutions de Ax = b est alors un sous-espace affine de
Kn de dimension n − r dirigé par S (A, 0) . L’ensemble des solutions du sys-
tème d’équations principales est aussi un sous-espace affine de Kn de dimen-
sion n − r et comme il contient S (A, b) , ces deux sous-espaces sont égaux. En
définitive, quand il est compatible, le système Ax = b est équivalent au sys-
tème d’équations principales A′

rx = b, où A′
r = ((aij))1≤i≤r

1≤j≤n
(deux systèmes

linéaires sont équivalents s’ils ont même ensemble de solutions). La résolution
de ce dernier système se faisant en utilisant les formules de Cramer pour le sys-
tème Arx(r) = b(r), où x(r) ∈ Kr a pour composantes les inconnues principales

x1, · · · , xr et b(r) =

bi − n∑
j=r+1

aijxj


1≤i≤r

∈ Kr (les sommes valant 0 pour

r = n). Nous avons donc montré le résultat suivant.

Théorème 2.29. Rouché-Fontené

Soient A = ((aij))1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Mm,n (K) de rang r ≥ 1 et b ∈ Km. On se

donne une matrice Ar = ((aij))(i,j)∈I×J dans GLr (K) extraite de A telle
que det (Ar) 6= 0.

1. Le système Ax = b est compatible si, et seulement si, r = n ou r ≤ n−1
et :

det

(
Ar (bi)i∈I

(ak,j)j∈J bk

)
= 0 (k ∈ {1, · · · , n} \ I)

2. Si le système Ax = b est compatible, il est alors équivalent au système
d’équations principales A′

rx = b, où Ar = ((aij)) i∈I
1≤j≤n

et les inconnues

principales (xj)j∈J s’obtienne comme solutions du système de Cramer
Arxr = b(r), où b(r) ∈ Kr est fonction de b et des inconnues non princi-
pales (xj)j∈{1,··· ,m}\J .

2.5.3 Orientation d’un espace euclidien
E est un espace euclidien de dimension n ≥ 2.
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Théorème 2.30.

Si B = (ei)1≤i≤n et B′ = (e′i)1≤i≤n sont deux bases orthonormées de E,
alors la matrice de passage P de B à B′ est une matrice orthogonale.

Démonstration L’application linéaire u définie par u (ej) = e′j =

n∑
i=1

pijei pour

tout j compris entre 1 et n est une isométrie puisqu’elle transforme une base
orthonormée en base orthonormée et en conséquence sa matrice dans la base B,
qui n’est autre que la matrice P = ((pij))1≤i,j≤n , est orthogonale.

Avec les notations du théorème précédent, on a det (P ) = detB (B′) = ±1.
On définit une relation sur l’ensemble des bases orthonormées de E en disant

qu’une base orthonormée B est en relation avec une base orthonormée B′ si, et
seulement si, la matrice de passage P de B à B′ est dans O+

n (R) . On notera ∼
cette relation.

Théorème 2.31.

La relation ∼ ainsi définie est une relation d’équivalence et il y a exac-
tement deux classes d’équivalence pour cette relation.

Démonstration Cette relation est réflexive puisque In ∈ O+
n (R) et B = Id (B) .

Elle est symétrique puisque P ∈ O+
n (R) entraîne P−1 ∈ O+

n (R) et si P est la
matrice de passage de B à B′, alors P−1 est la matrice de passage de B′ à B.
Elle est transitive puisque le produit de deux matrices de O+

n (R) est dans O+
n (R)

(O+
n (R) est un groupe).
Soit B = (ei)1≤i≤n une base orthonormée de E fixée. Pour toute autre base

orthonormée B′ = (e′i)1≤i≤n , en désignant par P = ((pij))1≤i,j≤n la matrice de
passage P de B à B′, on a soit P ∈ O+

n (R) et B′ ∼ B, soit P ∈ O−
n (R) et en

désignant par B− la base orthonormée définie par B− = (e1, · · · , en−1,−en) , la
matrice de passage P− de B− à B′ est :

P− =


p11 · · · · · · p1n
...

. . .
...

pn−1,1
. . . pn−1,n

−pnn · · · · · · −pnn


et det (P−) = − det (P ) = 1, donc P− ∈ O+

n (R) et B′ ∼ B−. Donc B′ est soit
dans la classe de B, soit dans celle de B− et ces deux classes sont distinctes puisque

la matrice de passage de B à B− est
(
In−1 0
0 −1

)
∈ O−

n (R) . On a donc deux

classes distinctes.

Définition 2.10. Orienter l’espace euclidien E revient à choisir une des
deux classes d’équivalence pour la relation ∼ . Si l’espace E est orienté par
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le choix d’une classe d’équivalence B0, où B0 est base orthonormée de E,
on dit qu’une base orthonormée B est directe (ou qu’elle définit la même
orientation que B0) si B est dans la classe d’équivalence de B0 et on dit que
cette base B est indirecte (ou rétrograde) dans le cas contraire.

Orienter l’espace euclidien E revient donc à choisir une base orthonormée B0.
L’espace Rn, pour n ≥ 2, est en général orienté par le choix de la base canonique.
Les isométries directes sont celles qui respectent l’orientation. Précisément, on

a le résultat suivant.

Théorème 2.32.

Soient B = (ei)1≤i≤n une base orthonormée de E et u une application
linéaire de E dans E. L’application u est une isométrie positive si, et seule-
ment si, elle transforme B en une base orthonormée de E définissant la
même orientation.

Démonstration Soient u ∈ L (E) et B′ = (u (ei))1≤i≤n . On a :(
u ∈ O+ (E)

)
⇔ (u ∈ O (E) et det (u) = 1)

avec det (u) = detB (B′) , donc :(
u ∈ O+ (E)

)
⇔
(
B′ = (u (ei))1≤i≤n base orthonormée et detB (B′) = 1

)
⇔ (B′ ∼ B)

2.5.4 Produit mixte et produit vectoriel
E est un espace euclidien de dimension n ≥ 3 orienté par le choix d’une base

orthonormée B0 = (ei)1≤i≤n .
Si B est une autre base de E, alors pour tout n-uplet (x1, x2, · · · , xn) de vecteurs

de E, on a detB0
(x1, x2, · · · , xn) = detB0

(B) detB (x1, x2, · · · , xn) , donc le réel
detB (x1, x2, · · · , xn) est indépendante du choix d’une base orthonormée directe B
de E. On le note [x1, x2, · · · , xn] et on dit que c’est le produit mixte des vecteurs
ordonnés x1, x2, · · · , xn.

En remarquant que, pour tout (n− 1)-uplet x1, x2, · · · , xn−1 de vecteurs de E,
l’application x 7→ det (x1, x2, · · · , xn−1, x) est une forme linéaire, on déduit qu’il
existe un unique vecteur a ∈ E tel que :

∀x ∈ E, det (x1, · · · , xn−1, x) = 〈a | x〉 (2.2)

ce vecteur a étant fonction des vecteurs x1, x2, · · · , xn−1. On peut donc donner la
définition suivante.
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Définition 2.11. Le produit vectoriel des n− 1 vecteurs x1, x2, · · · , xn−1

de E est le vecteur a défini par (2.2) . On le note x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn−1.

Dans la base orthonormée B0, en notant xj =
n∑
i=1

xijei pour tout j compris

entre 1 et n, les réels det (x1, x2, · · · , xn−1, ei) = 〈x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn−1 | ei〉 sont les
composantes du vecteur x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn−1 dans la base B0. On a donc :

x1 ∧ ... ∧ xn−1 =

n∑
i=1

(−1)
i+n

δiei

en désignant par δi le déterminant de la matrice d’ordre n−1 déduite de la matrice
(X1, · · · , Xn−1) en supprimant de cette matrice la ligne numéro i (Xi étant le
vecteur de Rn formé des composantes de xi dans la base B0).

On peut remarquer que (−1)
i+n

δi est aussi le cofacteur Ci,n (x1, x2, · · · , xn−1)
d’indice (i, n) de la matrice (X1, · · · , Xn−1, 0) (i.e. celui en ligne i et colonne n).

En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.33.

• Le produit vectoriel est une application (n − 1)-linéaire alternée de
En−1 dans E ;

• le vecteur x1∧x2∧ ...∧xn−1 est orthogonal à tous les vecteurs xi pour
1 ≤ i ≤ n− 1 ;

• x1∧x2∧ ...∧xn−1 = 0 si, et seulement si, la famille (x1, x2, ..., xn−1)
est liée ;

• si la famille (x1, x2, ..., xn−1) est libre, on a alors :

det (x1, · · · , xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) = ‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2 > 0

et la famille (x1, ..., xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) est une base directe de E ;
• si la famille (x1, ..., xn−1) est orthonormée, la famille

(x1, · · · , xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) est alors une base orthonormée
directe de E.

Démonstration

• Chacune des applications (x1, ..., xn−1) 7→ det (x1, · · · , xn−1, ei) étant (n −
1)-linéaire alternée, il en est de même de l’application

(x1, ..., xn−1) 7→ x1 ∧ ... ∧ xn−1 =

n∑
i=1

det (x1, · · · , xn−1, ei) ei

• Avec 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | xi〉 = det (x1, · · · , xn−1, xi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n − 1,
on déduit que x1 ∧ ... ∧ xn−1 est orthogonal à xi.
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• Si la famille (xi)1≤i≤n−1 est liée, il en est alors de même de (x1, ..., xn−1, x)
pour tout x ∈ E et 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉 = det (x1, · · · , xn−1, x) = 0, ce qui
signifie que x1∧...∧xn−1 ∈ E⊥ = {0} . Si la famille (xi)1≤i≤n−1 est libre, elle
se prolonge alors en une base (x1, · · · , xn−1, x) et on a 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉 =
det (x1, · · · , xn−1, x) 6= 0, ce qui entraîne x1 ∧ ... ∧ xn−1 6= 0.

• Si la famille (xi)1≤i≤n−1 est libre, on a alors x1 ∧ ... ∧ xn−1 6= 0, donc :

det (x1, · · · , xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) = ‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2 6= 0

et (x1, · · · , xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) est une base directe de E.
• Si la famille (xi)1≤i≤n−1 est orthonormée, elle est alors libre et la famille

(x1, · · · , xn−1, x1 ∧ ... ∧ xn−1) est une base directe de E. De plus le vecteur
x1 ∧ ... ∧ xn−1 est orthogonal à l’hyperplan H engendré par x1, ..., xn−1. En
prolongeant la famille (xi)1≤i≤n−1 en une base orthonormée directe de E,
(x1, ..., xn−1, xn) , on a x1 ∧ ...∧ xn−1 = λxn (ces deux vecteurs sont dans la
droite H⊥) et λ = 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | xn〉 = det (x1, · · · , xn−1, xn) = 1, donc
x1 ∧ ... ∧ xn−1 = xn est de norme 1.

Le produit vectoriel peut être utilisé pour donner une expression relativement
simple de la distance d’un point à un hyperplan.

Théorème 2.34.

Si H est un hyperplan de E et (x1, ..., xn−1) une base de H, alors la droite
D = H⊥ est dirigée par le vecteur x1 ∧ ... ∧ xn−1 et pour tout vecteur x de
E, la projection orthogonale de x sur H est :

pH (x) = x− 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉
‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2

(x1 ∧ ... ∧ xn−1)

et la distance de x à H est donnée par :

d (x,H) =
|〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉|
‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖

=
|det (x1, · · · , xn−1, x)|

‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖

Démonstration Le vecteur x1 ∧ ... ∧ xn−1 étant orthogonal à tous les xi qui
engendrent H, est nécessairement dans H⊥. Comme H⊥ est une droite et x1∧ ...∧
xn−1 non nul, la droite D = H⊥ est dirigée par x1 ∧ ... ∧ xn−1. On a d (x,H) =
‖x− y‖ où y = pH (x) est la projection orthogonale de x surH. Comme x−y ∈ H⊥,

il existe un réel λ tel que x− y = λ (x1 ∧ ... ∧ xn−1) et avec λ ‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2 =
〈x− y | x1 ∧ ... ∧ xn−1〉 = 〈x | x1 ∧ ... ∧ xn−1〉 (puisque le vecteur y est dans H et

x1 ∧ ... ∧ xn−1 dans H⊥), on déduit que λ =
〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉
‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2

et :

y = x− 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉
‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖2

(x1 ∧ ... ∧ xn−1)
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d (x,H) = ‖x− y‖ =
|〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉|
‖x1 ∧ ... ∧ xn−1‖

Le théorème précédent nous dit aussi qu’une équation de l’hyperplan H de base
(x1, ..., xn−1) est donnée par :

(x ∈ H) ⇔ (d (x,H) = 0) ⇔ (〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉 = 0)

En prenant pour (x1, ..., xn−1) une base orthonormée de H, on a :

pH (x) = x− 〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉 (x1 ∧ ... ∧ xn−1)

et d (x,H) = |〈x1 ∧ ... ∧ xn−1 | x〉| .

2.5.5 Le produit vectoriel en dimension 3

On suppose ici que E est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le choix
d’une base orthonormée B0 = (e1, e2, e3) .

Le produit vectoriel de x = x1e1 + x2e2 + x3e3 et y = y1e1 + y2e2 + y3e3 est le
vecteur z = z1e1 + z2e2 + z3e3 défini par :

z1 = 〈x ∧ y | e1〉 = det (x, y, e1) =

∣∣∣∣ x2 y2
x3 y3

∣∣∣∣ = x2y3 − x3y2

z2 = 〈x ∧ y | e2〉 = det (x, y, e2) = −
∣∣∣∣ x1 y1
x3 y3

∣∣∣∣ = x3y1 − x1y3

z3 = 〈x ∧ y | e3〉 = det (x, y, e3) =

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ = x1y2 − x2y1

Lemme 2.6 Si (f1, f2, f3) est une base orthonormée directe, on a alors :

f1 ∧ f2 = f3, f2 ∧ f3 = f1, f3 ∧ f1 = f2

Démonstration Pour 1 ≤ i 6= j ≤ 3, le vecteur fi ∧ fj est orthogonal au plan
engendré par fi, fj , donc colinéaire à fk où {k} = {1, 2, 3} \ {i, j} et il existe un
réel λ tel que fi ∧ fj = λfk. Ce réel λ est déterminé par λ = 〈fi ∧ fj | fk〉 =
det (fi, fj , fk) = ±1. On a donc fi ∧ fj = det (fi, fj , fk) fk, ce qui nous donne :

f1 ∧ f2 = det (f1, f2, f3) f3 = f3

f1 ∧ f3 = det (f1, f3, f2) f2 = −f2
f2 ∧ f3 = det (f2, f3, f1) f1 = f1

Le caractère 2-linéaire alterné du produit vectoriel se traduit par :
(x+ y) ∧ z = x ∧ z + y ∧ z
x ∧ (y + z) = x ∧ y + x ∧ z
(λx) ∧ y = x ∧ (λy) = λ (x ∧ y)
x ∧ y = − (y ∧ x)
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pour tous vecteurs x, y, z et tout réel λ.
Avec la dernière propriété, on déduit que le produit vectoriel est non commutatif

(x ∧ y = − (y ∧ x) 6= y ∧ x pour y, x libre).
On a vu que x∧ y = 0 équivaut à dire que x et y sont liés. On en déduit que le

produit vectoriel est non associatif. Par exemple, on a :

e1 ∧ (e1 ∧ e2) = e1 ∧ e3 = −e2 6= (e1 ∧ e1) ∧ e2 = 0

De manière plus précise, on a les formules du double produit vectoriel suivantes.

Théorème 2.35.

Pour x, y, z dans E, on a :

x ∧ (y ∧ z) = 〈x | z〉 y − 〈x | y〉 z
(x ∧ y) ∧ z = 〈x | z〉 y − 〈y | z〉x

Démonstration Pour tout x ∈ E, on désigne par φx l’application linéaire définie
par :

∀x ∈ E, φx (t) = x ∧ t

On a alors, pour x, y, z dans E x ∧ (y ∧ z) = φx ◦ φy (z) et la matrice dans B0 de
φx ◦ φy est :

AxAy =

 0 x3 −x2
−x3 0 x1
x2 −x1 0

 0 y3 −y2
−y3 0 y1
y2 −y1 0


=

 −x2y2 − x3y3 x2y1 y1x3
x1y2 −x1y1 − x3y3 x3y2
x1y3 x2y3 −x1y1 − x2y2


=

 x1y1 x2y1 y1x3
x1y2 x2y2 x3y2
x1y3 x2y3 x3y3

− (x1y1 + x2y2 + x3y3)

 1 0 03
0 1 0
0 0 1


=

 y1
y2
y3

( x1 x2 x3
)
− 〈x | y〉 I3

et on reconnaît la matrice dans B0 de l’application linéaire t 7→ 〈x | t〉 y−〈x | y〉 t.
Il en résulte que :

(x ∧ y) ∧ z = −z ∧ (x ∧ y) = − (〈z | y〉x− 〈z | x〉 y) = 〈x | z〉 y − 〈y | z〉x

On peut aussi se placer dans une base orthonormée directe adaptée. Pour y, z liés,
on a x∧ (y ∧ z) = 0. Si y = 0, on a alors 〈x | z〉 y−〈x | y〉 z = 0, sinon on a z = λy
et 〈x | z〉 y−〈x | y〉 z = λ (〈x | y〉 y − 〈x | y〉 y) = 0. Pour (y, z) libre, on utilise une
base orthonormée directe B = (f1, f2, f3) où f1 =

1

‖y‖
y, Vect {y, z} = Vect {f1, f2}
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et dans cette base B, on a : x = x1f1 + x2f2 + x3f3
y = ‖y‖ f1 = y1f1
z = z1f1 + z2f2

, y ∧ z = y1z2f3

x ∧ (y ∧ z) = y1z2 (x2f1 − x1f2) = x2z2y − x1y1

(
z − z1

y1
y

)
= (x1z1 + x2z2) y − 〈x | y〉 z = 〈x | z〉 y − 〈x | y〉 z

et la relation x ∧ (y ∧ z) = 〈x | z〉 y − 〈x | y〉 z s’en déduit par anti-symétrie du
produit vectoriel.

Corollaire 2.4. (Formule de Lagrange). Pour x, y dans E, on a
〈x | y〉2 + ‖x ∧ y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 .

Démonstration On a :

‖x ∧ y‖2 = 〈x ∧ y | x ∧ y〉 = det (x, y, x ∧ y) = det (y, x ∧ y, x) = 〈y ∧ (x ∧ y) | x〉

=
〈
‖y‖2 x− 〈x | y〉 y | x

〉
= ‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x | y〉2

On rappelle que si x et y sont des vecteurs non nuls dans E, la mesure principale
de leur angle géométrique est le réel θ ∈ [0, π] définie par 〈x | y〉 = cos (θ) ‖x‖ ‖y‖ .
L’identité de Lagrange nous dit alors que :

‖x ∧ y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x | y〉2

= ‖x‖2 ‖y‖2
(
1− cos2 (θ)

)
= ‖x‖2 ‖y‖2 sin2 (θ)

et pour x, y linéairement indépendants, on a x∧y 6= 0 et ‖x ∧ y‖ = ‖x‖ ‖y‖ sin (θ) ,
cette dernière identité étant encore valable pour x, y liés puisque dans ce cas on a,
|〈x | y〉| = ‖x‖ ‖y‖ et θ vaut 0 ou π.

On peut donner une définition géométrique du produit vectoriel en dimension
3 comme suit.

Pour x, y liés, on a x ∧ y = 0.
Pour x, y linéairement indépendants, on définit une base orthonormée (f1, f2)

du plan P engendré par x, y avec f1 =
1

‖x‖
x, puis on complète cette base en une

base orthonormée directe B = (f1, f2, f3) de E. On dit que le plan P est orienté
par le choix de f3.

La mesure principale θ ∈ ]−π, π] de l’angle orienté des vecteurs x et y dans le
plan P ainsi orienté est telle que la rotation ρθ d’angle θ transforme f1 =

1

‖x‖
x

en 1

‖y‖
y.
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Dans la base (f1, f2) de P, la matrice de ρθ est Rθ =
(

cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
et

l’égalité ρθ
(

1

‖x‖
x

)
=

1

‖y‖
y avec x = ‖x‖ f1 se traduit par :

y = ‖y‖ ρθ (f1) = ‖y‖ (cos (θ) f1 + sin (θ) f2)

Comme B = (f1, f2, f3) est une base orthonormée directe de E, les coordonnées
de x ∧ y dans cette base sont données par : ‖x‖

0
0

 ∧

 ‖y‖ cos (θ)
‖y‖ sin (θ)

0

 =

 0
0

‖x‖ ‖y‖ sin (θ)


c’est-à-dire que x ∧ y = ‖x‖ ‖y‖ sin (θ) f3.
On a aussi ‖x ∧ y‖ = ‖x‖ ‖y‖ |sin (θ)| et 〈x | y〉 = ‖x‖ ‖y‖ cos (θ) (|θ| ∈ [0, π] est

la mesure principale de l’angle géométrique des vecteurs x, y). On retrouve ainsi
l’identité de Lagrange :

〈x | y〉2 + ‖x ∧ y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2
(
cos2 (θ) + sin2 (θ)

)
= ‖x‖2 ‖y‖2

2.6 Exercices

Exercice 2.1. On suppose que le corps K est infini et on se donne une

matrice M =

(
A B
C D

)
dans M2n (K) , avec A,B,C,D dans Mn (K)

telles que C et D commutent.

1. On suppose que D inversible et on pose T =

(
D 0
−C D−1

)
. Calculer

le produit MT et en déduire que det (M) = det (AD −BC) .

2. Désignant par P le polynôme défini par P (X) = det

(
A B
C D −XIn

)
(il s’agit ici du déterminant d’une matrice à coefficients dans le corps
K (X)), montrer que le polynôme Q défini par Q (X) = det (D −XIn)
n’a qu’un nombre fini de racines dans le corps K, puis en déduire que
det (M) = det (AD −BC) .

3. Montrer que pour A,B dans Mn (R) on a det

(
A B
−B A

)
≥ 0.

Solution.
1. En utilisant le fait que D et C commutent on a :

MT =

(
A B
C D

)(
D 0
−C D−1

)
=

(
AD −BC BD−1

0 Iq

)

et det

(
A B
C D

)
= det (AD −BC) .
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2. Q (X) = det (D −XIn) est un polynôme de degré q, il n’a donc qu’un nombre
fini de racines dans K. En conséquence la matrice D −XIn est inversible pour
une infinité de valeurs de X. Pour ces valeurs on a :

P (X) = det

(
A B
C D −XIn

)
= det (A (D −XIn)−BC) = R (X)

Les polynômes P et R prenant la même valeur pour une infinité de valeurs de X

sont donc égaux. Prenant X = 0 on obtient det
(
A B
C D

)
= det (AD −BC) .

3. On a :

det

(
A B
−B A

)
= det

(
A2 +B2

)
= det ((A+ iB) (A− iB))

= det (A+ iB) det (A− iB) = |det (A+ iB)|2 ≥ 0

Exercice 2.2. Soit A ∈ Mn (K) . Montrer que :

rg (C (A)) =

 n si rg (A) = n
1 si rg (A) = n− 1
0 si rg (A) ≤ n− 2

Solution. Si rg (A) = n, la matrice A est alors inversible, donc aussi la matrice
C (A) = det (A) t

(
A−1

)
. Si rg (A) = n − 1, il existe au moins un déterminant

d’ordre n−1 extrait de A qui est non nul, donc rg (C (A)) ≥ 1. Comme tC (A)·A =
det (A) In = 0, on a Im (A) ⊂ ker ( tC (A)) , donc rg (A) ≤ n − rg (C (A)) et
rg (C (A)) ≤ n− rg (A) = 1, ce qui nous donne rg (C (A)) = 1. Si rg (A) = n− 2,
tous les mineurs de A sont nuls et C (A) = 0.

Exercice 2.3. Calculer le déterminant de l’endomorphisme τ de transpo-
sition défini par τ (A) = tA pour tout A ∈ Mn (K) .

Solution. En utilisant le fait que Mn (K) est somme directe de l’espace Sn (K)
des matrices symétriques et de l’espace An (K) des matrices anti-symétriques (tout
A ∈ Mn (K) s’écrit A =

1

2
(A+ tA)+

1

2
(A− tA) et la matrice nulle est l’unique

matrice à la fois symétrique et anti-symétrique), on se donne une base B de Mn (K)
formée de la réunion d’une base B1 de Sn (K) et d’une base B2 de An (K) . Pour
tout A ∈ B1, on a τ (A) = A et pour tout A ∈ B2, on a τ (A) = −A, l’espace

Sn (K) étant de dimension p =
n (n+ 1)

2
et An (K) de dimension q =

n (n− 1)

2
.

La matrice de τ dans la base B est donc T =

(
Ip 0
0 −Iq

)
et son déterminant

est det (τ) = det (T ) = (−1)
q
.
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Exercice 2.4. En utilisant un déterminant de Vandermonde, montrer que
les vecteurs propres x1, · · · , xp non nuls d’une matrice A ∈ Mn (K) associés
à des valeurs propres α1, · · · , αp deux à deux distinctes sont linéairement
indépendants.

Solution. On a Axi = αixi pour 1 ≤ i ≤ p et pour tout entier naturel j,

Ajxi = αjixi pour 1 ≤ i ≤ p. Si
p∑
i=1

λixi = 0, en appliquant Aj , pour j ∈ N, on a

p∑
i=1

λiα
j
ixi = 0. On notant xi = (xi,k)1≤k≤n , on a

p∑
i=1

λiα
j
ixi,k = 0 pour tout j ∈ N,

donc chaque vecteur Xk = (λixi,k)1≤i≤p est solution de V (α1, · · · , αp)X = 0, ce
qui donne Xk = 0 pour tout k compris entre 1 et n, soit λixi,k = 0 pour tout i
compris entre 1 et p et tout k compris entre 1 et n. On a donc, pour tout i compris
entre 1 et p, λixi = 0 et λi = 0 puisque vi 6= 0.

Exercice 2.5. On suppose que K est de caractéristique nulle et on
se donne des scalaires α0, α1, · · · , αn deux à deux distincts. Montrer que
pour tout polynôme P ∈ K [X] de degré n, la famille de polynômes
(P (X + αk))0≤k≤n est une base de Kn [X] .

Solution. Notons Pk (X) = P (X + αk) pour 0 ≤ k ≤ n. Comme P est de degré
n, la famille

(
P (j)

)
0≤j≤n , qui est échelonnée en degrés, est une base de Kn [X] (si

P (X) =

n∑
k=0

akX
k, la matrice de ce système dans la base canonique de Kn [x] est

alors triangulaire supérieure avec les n!

(n− j)!
an 6= 0 pour éléments diagonaux).

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, on a :

Pk (x) = P (x+ αk) =

n∑
j=0

αjk
j!
P (j) (x)

C’est à dire que la matrice du système (Pk)0≤k≤n dans la base
(
1

j!
P (j)

)
0≤j≤n

est

la matrice de Vandermonde V (α0, · · · , αn) . Dans le cas particulier où les αi sont
deux à deux distincts cette matrice est inversible et en conséquence (Pk)0≤k≤n est
une base de Kn [x] .

Exercice 2.6. On désigne par E l’espace vectoriel des applications de R
dans R. Montrer, pour tous réels 0 < a1 < · · · < an, la famille :

L = {fak : x 7→ sin (akx) | 1 ≤ k ≤ n}

est libre dans E.
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Solution. Soient 0 < a1 < · · · < an et λ1, · · · , λn des réels tels que :

∀x ∈ R,
n∑
k=1

λk sin (akx) = 0

Un développement limité en 0 nous donne
n∑
k=1

λka
2p+1
k = 0 pour tout entier p

compris en 0 et n−1. C’est–à–dire que (λ1a1, · · · , λnan) est solution d’un système
de Vandermonde :

n∑
k=1

λkx
p
k = 0 (0 ≤ p ≤ n− 1)

Les ak étant strictement positifs et deux à deux distincts, on en déduit que les λk
sont tous nuls. Ce qui prouve que le système L est libre dans E.

Exercice 2.7. Soit An =


1n−1 2n−1 · · · nn−1

2n−1 3n−1 · · · (n+ 1)
n−1

...
... · · ·

...
nn−1 (n+ 1)

n−1 · · · (2n− 1)
n−1

 .

Montrer que :
det (An) = (−1)

n(n−1)
2 ((n− 1)!)

n

Solution. On utilise le théorème 2.17 en prenant αk = k et Pk (X) = (X + k − 1)
n−1

pour 1 ≤ k ≤ n. Dans ce cas, on a ∆(1, · · · , n) =
n−1∏
j=1

j! (exemple 2.3), P1 (X) =

Xn−1 et Pk (X) =

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(k − 1)

n−1−i
Xi pour 2 ≤ k ≤ n, donc :

det (Q (P1, · · · , Pn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
(
n−1
0

) (
n−1
0

)
2n−1 · · ·

(
n−1
0

)
(n− 1)

n−1

0
(
n−1
1

) (
n−1
1

)
2n−2 · · ·

(
n−1
1

)
(n− 1)

n−2

...
...

... · · ·
...

0
(
n−1
n−2

) (
n−1
n−2

)
2 · · ·

(
n−1
n−2

)
n− 1

1
(
n−1
n−1

) (
n−1
n−1

)
· · ·

(
n−1
n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1∏
i=0

(
n− 1

i

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2n−1 · · · (n− 1)
n−1

0 1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

...
...

... · · ·
...

0 1 2 · · · n− 1
1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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soit :

det (Q (P1, · · · , Pn)) = (−1)
n+1

n−2∏
i=1

(
n− 1

i

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2n−1 · · · (n− 1)

n−1

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

...
... · · ·

...
1 2 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n+1
n−2∏
i=1

(
n− 1

i

)
(n− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2n−2 · · · (n− 1)

n−2

1 2n−3 · · · (n− 1)
n−3

...
... · · ·

...
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec :

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

1 2n−3 · · · (n− 1)
n−3

...
... · · ·

...
1 1 · · · 1

 = Pσ


1 1 · · · 1
1 2 · · · n− 1
...

... · · ·
...

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2


où Pσ est la matrice de pemutation associée à σ =

(
1 2 · · · n− 1

n− 1 n− 2 · · · 1

)
,

ce qui nous donne en notant λn = (−1)
n+1

n−2∏
i=1

(
n− 1

i

)
(n− 1)! et ε (σ) la signa-

ture de la parmutation σ :

det (Q (P1, · · · , Pn)) = λnε (σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · n− 1
...

... · · ·
...

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λnε (σ)∆ (1, · · · , n− 1)

avec :

λn∆(1, · · · , n− 1) = (−1)
n+1

((n− 1)!)
n−1

n−2∏
i=1

1

i! (n− 1− i)!

n−2∏
j=1

j

= (−1)
n+1

((n− 1)!)
n−1

n−2∏
j=1

1

j!

et :

ε (σ) =
∏

1≤i<j≤n−1

σ (j)− σ (i)

j − i
=

∏
1≤i<j≤n−1

(n− j)− (n− i)

j − i

=
∏

1≤i<j≤n−1

(−1) = (−1)
(n−1)(n−2)

2
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donc :

det (An) = ∆ (1, · · · , n) det (Q (P1, · · · , Pn))

=

n−1∏
j=1

j!

 (−1)
n+1

ε (σ) ((n− 1)!)
n−1

n−2∏
j=1

1

j!

= (−1)
n(n−1)

2 ((n− 1)!)
n

Exercice 2.8. Soient E un espace euclidien orienté par le choix d’une
base orthonormée B0 = (ei)1≤i≤n et σ une permutation de {1, 2, · · · , n} . À
quelle condition portant sur σ la base Bσ =

(
eσ(i)

)
1≤i≤n est-elle directe ?

Solution. Notant ε (σ) la signature de σ, on a detB0
(Bσ) = ε (σ) det (In) = ε (σ)

et Bσ est directe si, et seulement si, σ est une permutation paire.

Exercice 2.9. Donner une équation du plan vectoriel P de R3 engendré
par u = (1, 1, 1) et v = (1, 2, 3) . Calculer la distance de x = (1− 1, 1) à P.

Solution. Ce plan est orthogonal au vecteur u∧ v = (1,−2, 1) , une équation est
donc x1 − 2x2 + x3 = 0 et la distance de x = (1− 1, 1) à P est donnée par :

d (x, P ) =
|〈u ∧ v | x〉|
‖x1 ∧ v‖

=
4√
6

Exercice 2.10. E est un espace euclidien orienté de dimension 3.

1. Montrer que, pour tous vecteurs x, y, z, t dans E, on a :

〈x ∧ y | z ∧ t〉 =
∣∣∣∣ 〈x | z〉 〈y | z〉
〈x | t〉 〈y | t〉

∣∣∣∣
= 〈x | z〉 〈y | t〉 − 〈x | t〉 〈y | z〉

(pour (z, t) = (x, y) , on retrouve la formule de Lagrange).
2. Soient x, y, z dans E \ {0} . À quelle condition a-t-on :

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

3. Soient a, b dans E avec a 6= 0. Résoudre l’équation a ∧ x = b (division
vectorielle).

4. Montrer que pour x, y, z, t dans E, on a :

(x ∧ y) ∧ (z ∧ t) = − det (x, y, z) t+ det (x, y, t) z

et det (t, y, z)x+ det (x, t, z) y + det (x, y, t) z = det (x, y, z) t.
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Solution.
1. On a :

〈x ∧ y | z ∧ t〉 = det (x, y, z ∧ t) = det (y, z ∧ t, x)
= 〈y ∧ (z ∧ t) | x〉 = 〈〈y | t〉 z − 〈y | z〉 t | x〉

= 〈x | z〉 〈y | t〉 − 〈x | t〉 〈y | z〉 =
∣∣∣∣ 〈x | z〉 〈y | z〉
〈x | t〉 〈y | t〉

∣∣∣∣
2. En utilisant les formules de double produit vectoriel, on a :

x ∧ (y ∧ z)− (x ∧ y) ∧ z = 〈y | z〉x− 〈x | y〉 z

Si x et z sont liés, il existe alors un réel λ 6= 0 tel que z = λx et :

x ∧ (y ∧ z)− (x ∧ y) ∧ z = λ (〈y | x〉x− 〈x | y〉x) = 0

Si x et z sont linéairement indépendants, on a alors :

(x ∧ (y ∧ z)− (x ∧ y) ∧ z = 0) ⇔ (〈y | z〉 = 〈x | y〉 = 0)

⇔
(
y ∈ (vect (x, z))

⊥
)

avec (vect (x, z))
⊥
= R (x ∧ z) . On en déduit que :

(x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z) ⇔ (y et x ∧ z sont liés)

En définitive, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z si, et seulement si, x et z sont liés ou x
et z sont linéairement indépendants et y est orthogonal au plan engendré par
x et z.

3. Notons S = {x ∈ E | a ∧ x = b} . Comme a∧x est orthogonal au vecteur non nul
a, on a S = ∅ si b n’est pas orthogonal à a. Supposons b orthogonal à a, soit que
〈a | b〉 = 0. En utilisant la formule du double produit vectoriel, on a a∧(a ∧ b) =
〈a | b〉 a−〈a | a〉 b = −‖a‖2 b, donc le vecteur x0 = − 1

‖a‖2
a∧ b est une solution

particulière. Si x ∈ E est une autre solution, on a alors a ∧ (x− x0) = 0,
ce qui équivaut à dire que x − x0 est colinéaire au vecteur a. L’ensemble des
solutions est donc S = {x0 + λa | λ ∈ R} , à savoir la droite affine passant par
x0 = − 1

‖a‖2
a ∧ b et dirigée par a.

4. En utilisant la formule du double produit vectoriel, on a :

(x ∧ y) ∧ (z ∧ t) = 〈x ∧ y | t〉 z − 〈x ∧ y | z〉 t = det (x, y, t) z − det (x, y, z) t

On a aussi :

(x ∧ y) ∧ (z ∧ t) = − (z ∧ t) ∧ (x ∧ y) = det (z, t, x) y − det (z, t, y)x

donc :

det (x, y, t) z − det (x, y, z) t = det (z, t, x) y − det (z, t, y)x

= − det (x, t, z) y − det (t, y, z)x

soit det (t, y, z)x+ det (x, t, z) y + det (x, y, t) z = det (x, y, z) t.
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Exercice 2.11. E est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le
choix d’une base orthonormée B0 = (e1, e2, e3) et pour y dans E on désigne
par φy l’endomorphisme de E défini par :

∀x ∈ E, φy (x) = x ∧ y

1. Déterminer la matrice de φy dans la base B0.

2. Montrer que φ3
y = −‖y‖2 φy.

3. En déduire une expression simplifiée de eφy (x) pour x, y dans E avec
y 6= 0.

Solution.

1. Les coordonnées dans la base B0 de φy (x) sont : x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 =

 0 y3 −y2
−y3 0 y1
y2 −y1 0

 x1
x2
x3


ce qui nous donne la matrice Ay (anti-symétrique) de φy dans la base B0.

2. On a :

A3
y =

 0 −y22y3 − y21y3 − y33 y2y
2
3 + y21y2 + y32

y21y3 + y22y3 + y33 0 −y1y23 − y31 − y1y
2
2

−y21y2 − y32 − y2y
2
3 y1y

2
2 + y1y

3
1 + y1y

2
3 0


= −

(
y21 + y22 + y23

) 0 y3 −y2
−y3 0 y1
y2 −y1 0


On peut aussi écrire φ2

y (x) = (x ∧ y) ∧ y = 〈x | y〉 y − ‖y‖2 x et :

φ3
y (x) = 〈x | y〉 (y ∧ y)− ‖y‖2 (x ∧ y) = −‖y‖2 φy (x)

3. On rappelle que l’exponentielle de φy est définie par eφy =

+∞∑
n=0

1

n!
φny . De la ques-

tion précédente, on déduit que pour tout p ≥ 0, on a φ2(p+1)
y =

(
−‖y‖2

)p
φ2
y

et φ2p+1
y =

(
−‖y‖2

)p
φy. Pour p = 0 c’est vrai et supposant le résultat acquis

pour p ≥ 0, on a :

φ2(p+2)
y =

(
−‖y‖2

)p
φ4
y =

(
−‖y‖2

)p (
−‖y‖2 φ2

y

)
=
(
−‖y‖2

)p+1

φ2
y
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et φ2p+3
y =

(
−‖y‖2

)p
φ3
y =

(
−‖y‖2

)p+1

φy. Il en résulte que :

eφy = Id+

(
+∞∑
p=0

1

(2 (p+ 1))!

(
−‖y‖2

)p)
φ2
y +

(
+∞∑
p=0

1

(2p+ 1)!

(
−‖y‖2

)p)
φy

= Id− 1

‖y‖2

(
+∞∑
p=0

(−1)
p ‖y‖2p

(2p)!
− 1

)
φ2
y +

1

‖y‖

(
+∞∑
p=0

(−1)
p ‖y‖2p+1

(2p+ 1)!

)
φy

= Id+
1

‖y‖2
(1− cos (‖y‖))φ2

y +
1

‖y‖
(sin (‖y‖))φy

soit pour tout x ∈ E :

eφy (x) = x− 1

‖y‖2
(cos (‖y‖)− 1)

(
〈x | y〉 y − ‖y‖2 x

)
+

sin (‖y‖)
‖y‖

x ∧ y

= x+ (1− cos (‖y‖))

(
〈x | y〉
‖y‖2

y − x

)
+

sin (‖y‖)
‖y‖

x ∧ y

= cos (‖y‖)x+ (1− cos (‖y‖)) 〈x | y〉
‖y‖2

y +
sin (‖y‖)

‖y‖
x ∧ y

Exercice 2.12. E est un espace euclidien de dimension 3 orienté. Montrer
que u ∈ L (E) est anti-symétrique si, et seulement si, il existe un unique
vecteur a ∈ E tel que u (x) = a ∧ x pour tout x ∈ E.

Solution. Pour tout a ∈ E, l’application linéaire u : x 7→ a ∧ x est bien anti-
symétrique. En effet, pour x, y dans E, on a :

〈u (x) | y〉 = 〈a ∧ x | y〉 = det (a, x, y) = − det (a, y, x) = −〈a ∧ y | x〉
= −〈u (y) | x〉 = −〈x | u (y)〉

donc u∗ = −u.
Soit u ∈ L (E) de matrice A dans la base orthonormée B0. La matrice de u∗

dans la base B0 est tA et pour u anti-symétrique, on a u∗ = −u, donc tA = −A.
Étant en dimension impaire, on a det (A) = det ( tA) = − det (A) et det (A) = 0.
Il en résulte que ker (u) est de dimension 1, 2 ou 3. Si u = 0, on a alors u (x) = a∧x
pour tout x ∈ E avec a = 0. Pour u 6= 0, ker (u) est de dimension 1 ou 2. Pour tout
x ∈ ker (u) et tout y ∈ E, on a 〈x | u (y)〉 = −〈u (x) | y〉 = 0, donc x ∈ (Im (u))

⊥
.

On a donc ker (u) ⊂ (Im (u))
⊥ et l’égalité avec les dimensions (le théorème du

rang nous dit que dim (ker (u)) = 3−dim (Im (u)) = dim
(
(Im (u))

⊥
)

). On a donc

E = Im (u) ⊕ (Im (u))
⊥

= Im (u) ⊕ ker (u) . Si ker (u) est de dimension 2, Im (u)
est alors de dimension 1, soit Im (u) = R · e avec e 6= 0. Il en résulte qu’il existe un
réel non nul λ tel que u (e) = λe (λ = 0 donne e ∈ ker (u) ∩ Im (u) avec e 6= 0, ce
qui n’est pas possible) et on a :

λ ‖e‖2 = 〈e | u (e)〉 = −〈u (e) | e〉 = −λ ‖e‖2
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donc λ ‖e‖ = 0 avec λ et ‖e‖ non nul, ce qui n’est pas possible. En définitive ker (u)
est de dimension 1 et Im (u) de dimension 2. En désignant par (f1, f2, f3) une
base orthonormée directe telle que f1 dirige ker (u) et (f2, f3) engendre Im (u) , la

matrice de u dans cette base est anti-symétrique de la forme A′ =

 0 0 0
0 0 α
0 −α 0


(Im (u) est stable par u) avec α 6= 0. Pour x = x1f1 + x2f2 + x3f3 dans E, on a
alors :

u (x) = α (x3f2 − x2f3) = (−αf1) ∧ x = a ∧ x

S’il existe un autre vecteur b ∈ E tel que u (x) = b ∧ x pour tout x ∈ E, on a
alors u (a) = a ∧ a = 0 = b ∧ a, les vecteur a et b sont liés. Si a = 0, on a alors
u (x) = b ∧ x = 0 pour tout x ∈ E et b est nul (sinon en prenant x linéairement
indépendant de b, on a b∧ x 6= 0). Si a 6= 0, il existe alors un réel λ tel que b = λa
et u (x) = a∧x = λa∧x pour tout x ∈ E. Pour x indépendant de a, on a a∧x 6= 0
et nécessairement λ = 1, soit b = a.
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Idéaux d’un anneau com-
mutatif unitaire (nouvelle
version du 12/11/2024)

Pour ce chapitre, sauf précision contraire, A désigne un anneau commutatif
unitaire et on note 0 et 1 (ou 0A et 1A s’il y a ambiguïté) les éléments neutres
pour l’addition et la multiplication de A, avec 0 6= 1 ; A∗ = A \ {0} l’ensemble des
éléments non nuls de A ; A× le groupe multiplicatif des éléments inversibles (ou
des unités) de A.

On convient que les sous-anneaux de A contiennent l’unité 1A et qu’un mor-
phisme d’anneaux commutatifs unitaires φ : A → B est tel que φ (1A) = 1B.

Les anneaux Z et K [X] où K est un corps commutatif, sont supposés connus
(voir le chapitre ?? pour l’étude de K [X]).

On peut aussi considérer des anneaux non commutatifs. En pratique nous ren-
contrerons l’anneau Mn (K) des matrices carrées d’ordre n ≥ 2 à coefficients dans
un corps commutatif K (pour n = 1, Mn (K) = K) ou encore l’anneau L (E) des
endomorphismes d’un K-espace vectoriel E (de dimension finie ou pas).

3.1 Rappels de notions de base sur les anneaux

Définition 3.1. L’anneau A est intègre s’il n’admet pas de diviseurs de 0,
c’est-à-dire que pour a, b dans A, l’égalité a·b = 0 est réalisée si, et seulement
si, a = 0 ou b = 0, ce qui équivaut aussi à dire que a · b 6= 0 si, et seulement
si, a 6= 0 et b 6= 0.

Exemples 3.1

• Un corps est intègre (si y 6= 0 et xy = 0, on a alors x = (xy) y−1 = 0).
• Un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre.
• L’anneau A [X] des polynômes à coefficients dans l’anneau A est intègre si,

et seulement si, A est intègre (théorème ??).
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Étant donné un anneau intègre A, la relation R définie sur le produit A × A∗

par :
((a, b) R (a′, b′)) ⇔ (ab′ = a′b)

est une relation d’équivalence et les opérations internes d’addition et de multipli-
cation définies sur A× A∗ par :

(a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd) , (a, b) · (c, d) = (ac, bd)

sont compatibles avec R. Ces opérations passent donc au quotient (A× A∗) /R.

En notant a
b

la classe d’équivalence de (a, b) ∈ A× A∗, on a a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
et a

b
· c
d
=
ac

bd
.

On vérifie que (A× A∗) /R muni de ces deux lois est un anneau commutatif
unitaire, le neutre pour l’addition étant 0

1
=

0

b
, où b ∈ A∗, l’opposé de a

b
étant

−a
b

et le neutre pour le produit étant 1

1
=
b

b
, où b ∈ A∗. Tout élément non nul a

b

est inversible d’inverse b

a
, donc (A× A∗) /R est un corps.

On dit que (A× A∗) /R est le corps des fractions de A et on le note Fr (A) .
On vérifie que l’application φ : a ∈ A 7→ a

1
∈ Fr (A) est un morphisme d’an-

neau injectif, ce qui permet de voir l’anneau intègre A comme sous-anneau du
corps Fr (A) .

Pour A = Z, Fr (Z) est le corps Q des nombres rationnels et pour A = K [X] , où
K est un corps commutatif, Fr (K [X]) est le corps K (X) des fractions rationnelles
à coefficients dans K.

Définition 3.2. Deux éléments a, b d’un anneau A sont dits associés s’il
existe un élément inversible u ∈ A× tel que b = ua.

Les unités de A sont les éléments associés à 1.
a et b sont associés si, et seulement si, a divise b et b divise a.

Définition 3.3. Un élément p d’un anneau intègre A est dit irréductible
si p 6= 0, p n’est pas inversible et les seuls diviseurs de p sont les éléments
inversibles ou les éléments de A associés à p, ce qui signifie que :

(p = ab) ⇒ (a ou b est inversible)

Si p ∈ A est irréductible, il en est alors de même de up pour tout u inversible
dans A. En effet, si up = vw, on a alors p =

(
u−1v

)
w et u−1v ou w est inversible,

l’élément u−1v étant inversible si, et seulement si, v l’est.
Dans un corps K, il n’y a pas d’élément irréductible puisque K×= K∗.
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Définition 3.4. Un élément p d’un anneau intègre A est dit premier
si p 6= 0, p n’est pas inversible et :

(p divise ab) ⇒ (p divise a ou p divise b)

Par récurrence, on vérifie que si p ∈ A intègre est premier et divise un pro-

duit
r∏

k=1

ak, il divise alors l’un des ak.

Lemme 3.1 Un élément premier dans un anneau intègre A est irréductible.

Démonstration Soit p ∈ A∗ \ A× premier. Si p = ab, il divise alors ab et étant
premier, il divise a ou b. Comme a et b jouent des rôles symétriques, on peut
supposer que p divise a, c’est-à-dire qu’il existe q ∈ A tel que que a = qp et dans
ce cas, on a p = ab = qpb, soit qb = 1 puisque p 6= 0 dans A qui est intègre, ce qui
signifie que b ∈ A×. En conclusion p est irréductible.

En général un élément irréductible d’un anneau intègre n’est pas nécessairement
premier (exercice 3.2).

Nous verrons plus loin que dans un anneau factoriel (définition 3.9) ou principal
(définition 4.1), il y a équivalence entre premier et irréductible.

3.2 Généralités sur les idéaux
d’un anneau unitaire

Si φ : A → B est un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires, son noyau
ker (φ) est alors un sous-groupe de A et pour tout a ∈ ker (b) , tout b ∈ A, on a
φ (ab) = φ (a)φ (b) = 0B, donc ab ∈ ker (φ) . Ces propriétés se traduisent en disant
que ker (φ) est un idéal de A.

Définition 3.5. Un idéal de A est un sous-groupe additif I de A tel que :

∀ (a, b) ∈ I × A, ab ∈ I

(on dit que I est absorbant pour le produit).

Après avoir introduit la notion d’anneau quotient (paragraphe 3.4), nous ver-
rons, que tout idéal de A est le noyau d’un morphisme d’anneaux (corollaire 3.2).

Dans le cas d’un anneau unitaire non commutatif, on définit les notions d’idéal
à droite (pour (a, b) ∈ I × A, ab ∈ I), à gauche (pour (a, b) ∈ I × A, ba ∈ I)
ou bilatère (pour (a, b) ∈ I × A, ab et ba sont dans I). Au paragraphe 3.3 nous
décrirons en particulier les idéaux bilatères de L (E) .

Exemples 3.2

• {0} et A sont des idéaux de A.
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• Si (Ik)k∈K est une famille d’idéaux de A, I =
⋂
k∈K

Ik est alors un idéal.

• Si I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · · est une suite croissante d’idéaux de A, la réunion

I =

+∞⋃
k=0

Ik est alors un idéal de A. En effet, I est non vide et pour a, b dans

I et c dans A, il existe deux entiers n,m tels que a ∈ In, b ∈ Im, donc a
et b sont dans Ip, où p = max (n,m) (la suite (In)n∈N est croissante) et
a− b ∈ Ip ⊂ I, ac ∈ Ip ⊂ I.

• Pour tout a ∈ A, l’ensemble (a) = a · A = {qa, q ∈ A} des multiples de a
dans A est un idéal. Un tel idéal est dit principal et on dit que c’est l’idéal
engendré par a. Pour tous a, b dans A, on a :

(a divise b) ⇔ ((b) ⊂ (a))

Pour A intègre, on a :

(a et b sont associés) ⇔ ((a) = (b))

• Plus généralement, pour toute suite (ak)1≤k≤p d’éléments de A, l’ensemble

(a1, · · · , ap) =

{
p∑
k=1

qkak, (qk)1≤k≤p ∈ Ap
}

est un idéal. On dit que c’est

l’idéal engendré par {a1, · · · , ap} et qu’il est de type fini.
• Si (Ik)1≤k≤p est une famille d’idéaux de A, l’ensemble :

p∑
k=1

Ik =

{
p∑
k=1

xk, (xk)1≤k≤p ∈
p∏
k=1

Ik

}

est un idéal. Pour Ik = (ak) , on a
p∑
k=1

(ak) = (a1, · · · , ap) .

Lemme 3.2 Soit I un idéal (à gauche ou à droite ou bilatère) de A (commutatif
ou pas). On a I = A si, et seulement si, I contient un élément inversible.

Démonstration La condition nécessaire est évidente. Réciproquement s’il existe
u inversible dans I, on a alors pour tout a ∈ A, a = u ·

(
u−1a

)
∈ I [resp.

a =
(
au−1

)
· u ∈ I ] et I = A.

Lemme 3.3 Soit φ : A → B un morphisme d’anneaux.

1. Pour tout idéal J de B, φ−1 (J) est un idéal de A. En particulier le noyau
ker (φ) = φ−1 ({0}) est un idéal de A.

2. Si φ est surjectif, alors pour tout idéal I de A, φ (I) est un idéal de B et
l’application Φ qui associe à tout idéal J de B l’idéal φ−1 (J) de A réalise une
bijection de l’ensemble des idéaux de B dans l’ensemble des idéaux de A qui
contiennent ker (φ) .
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Démonstration
1. Soient J un idéal de B et I = φ−1 (J) = {a ∈ A, φ (a) ∈ J} . On a 0A ∈ I

car φ (0A) = 0B ∈ J. Pour tous a et b dans I, on a φ (a) ∈ J et φ (b) ∈ J, donc
φ (a− b) = φ (a) − φ (b) ∈ J et a − b ∈ I. Pour a ∈ I et b ∈ A, on a φ (a) ∈ J,
donc φ (ab) = φ (a)φ (b) ∈ J et ab ∈ I. En définitive, I est un idéal de A.
2. Soient I un idéal de A et J = φ (I) = {φ (a) , a ∈ I} . On a 0B = φ (0A) ∈ J

et pour φ (a) , φ (b) dans J, on a a− b ∈ I, donc φ (a)−φ (b) = φ (a− b) ∈ J. Pour
φ (a) ∈ J et c ∈ B, dans le cas où φ est surjective, il existe b ∈ A tel que c = φ (b)
et φ (a) · c = φ (a)φ (b) = φ (ab) ∈ J (I) . En définitive, J est un idéal de B.

Pour tout idéal J de B et tout a ∈ ker (φ) , on a φ (a) = 0B ∈ J, soit a ∈ φ−1 (J) ,
donc φ−1 (J) est un idéal de A qui contient ker (φ) . Comme φ est surjective, on a
φ
(
φ−1 (Y )

)
= Y pour toute partie Y de B (on a toujours φ

(
φ−1 (Y )

)
⊂ Y et pour

tout b ∈ Y, il existe a ∈ A tel que b = φ (a) par surjectivité de φ, donc a ∈ φ−1 (Y )
et b ∈ φ

(
φ−1 (Y )

)
, ce qui nous donne l’égalité φ

(
φ−1 (Y )

)
= Y ), donc l’applica-

tion Φ est injective. Si I est un idéal de A qui contient ker (φ) , l’ensemble J = φ (I)
est un idéal de B puisque φ est surjective et Φ(J) = φ−1 (φ (I)) = I (il est clair
que I ⊂ φ−1 (φ (I)) et pour a ∈ φ−1 (φ (I)) , on a φ (a) ∈ φ (I) , soit φ (a) = φ (b)
avec b ∈ I, donc a− b ∈ ker (φ) ⊂ I et a ∈ I). L’application Φ est donc surjective.

Si φ n’est pas surjectif, φ (I) n’est pas nécessairement un idéal de B. Par exemple
si φ est l’injection canonique de Z dans R, φ (Z) = Z n’est pas un idéal de R car
par exemple, 1

2
· 1 /∈ Z.

3.3 Idéaux de L (E)

On s’intéresse dans ce paragraphe aux idéaux de l’anneau non commutatif L (E)
des endomorphismes de E, où E est un espace vectoriel sur un corps commutatif
K, pour dim (E) ≥ 2.

Théorème 3.1.

Si l’espace vectoriel E est de dimension finie, les seuls idéaux bilatères
de L (E) sont {0} et L (E) .

Démonstration On suppose que E est de dimension n. Pour n = 1, L (E) ⋍ K
et ses seuls idéaux sont {0} et L (E) (exercice 3.1). Pour n ≥ 2, si B = (ei)1≤i≤n
est une base de E, on lui associe alors la base (uij)1≤i,j≤n de L (E) définie par :

uij (ek) = δj,kei =

{
0 si k 6= j
ei si k = j

(1 ≤ i, j, k ≤ n)

(les matrices Eij de uij dans la base B pour 1 ≤ i, j ≤ n forment la base canonique
de Mn (K)).

On vérifie facilement que :

uij ◦ upq = δj,puiq =

{
0 si j 6= p
uiq si j = p

(1 ≤ i, j, p, q ≤ n)
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Pour tout u =
∑

1≤p,q≤n

apqupq ∈ L (E) et pour 1 ≤ i, j, r, s ≤ n on a :

uij ◦ u =
∑

1≤p,q≤n

apquij ◦ upq =
n∑
q=1

ajquiq

et uij ◦ u ◦ urs =
n∑
q=1

ajquiq ◦ urs = ajruis.

Si I est un idéal bilatère de L (E) non réduit à {0} , il contient au moins un
élément u non nul. Dans la base B de L (E) , on a u =

∑
1≤p,q≤n

apqupq et il existe des

indices j, r compris entre 1 et n tels que aj,r 6= 0. Comme I est un idéal bilatère de
L (E) , pour tous i, s compris entre 1 et n, on a ajruis = uij ◦u◦urs ∈ I et prenant
s = i, on déduit que pour tout i compris entre 1 et n, on a ajruii = uij ◦u◦uri ∈ I,

donc ajrId = ajr

n∑
i=1

uii ∈ I ∩ GL (E) et I = L (E) . En conclusion {0} et L (E)

sont les seuls idéaux bilatère de L (E) .
On peut procéder autrement, en utilisant le fait que deux endomorphismes de

même rang dans L (E) sont équivalents (exercice 3.3).
Soient I 6= {0} un idéal de L (E) et u ∈ I \ {0} de rang r ∈ {1, · · · , n} .

Si r = n, u est alors inversible et I = L (E) . Si r < n, I contient alors tous
les endomorphismes de rang r puisqu’ils sont tous équivalents. En désignant par
B = (ei)1≤i≤n une base de E et par p, q les endomorphismes de rang r de E de

matrices respectives Ar =

(
Ir 0
0 0

)
et Br =


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 Ir−2 0
0 0 0 0n−r

 dans la

base B, l’endomorphisme q− p de matrice

 0 0 0
1 0 0
0 0 0n−2

 dans B est de rang 1

et dans I, donc I contient tous les endomorphismes de rang 1. Il en résulte que I

contient Id =

n∑
ℓ=1

uℓℓ qui est somme de n endomorphismes de rang 1 et I = L (E) .

Avec l’exercice 3.5, on s’intéresse aux idéaux bilatères de L (E) pour E de
dimension infinie.

Corollaire 3.1. Si E,F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie,
tout morphisme d’anneaux φ : L (E) → L (F ) est alors injectif.

Démonstration ker (φ) est un idéal bilatère de L (E) distinct de L (E) car
φ (Id) = Id, donc il est réduit à {0} et φ est injectif.

Dans le cas où E est de dimension finie, nous allons voir que les idéaux à
droite [resp. à gauche] de L (E) sont de la forme {u ∈ L (E) , Im (u) ⊂ F} [resp.
{u ∈ L (E) , ker (u) ⊃ F}] où F est un sous-espace vectoriel de E.
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Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on note IF = {u ∈ L (E) , Im (u) ⊂ F}
et pour tout idéal à droite I de L (E) , on note FI =

∑
u∈I

Im (u) .

Lemme 3.4 Si I 6= {0} est un idéal à droite de L (E) , c’est alors un sous-espace
vectoriel de L (E) et il existe une famille finie (vk)1≤k≤p d’éléments de I telle

que FI =
p∑
k=1

Im (vk) .

Démonstration Pour I = {0} , on a FI = {0} . Si I 6= {0} est un idéal à droite
de L (E) , c’est aussi un sous-espace vectoriel de L (E) (pour λ ∈ K et u ∈ I, on
a λu = u ◦ (λId) ∈ I) et comme E est de dimension finie, on dispose d’une base

(vk)1≤k≤p de I. Pour tout u =

p∑
k=1

λkvk ∈ I, on a Im (u) ⊂
p∑
k=1

Im (vk) , ce qui nous

donne
∑
u∈I

Im (u) ⊂
p∑
k=1

Im (vk) ⊂
∑
u∈I

Im (u) et l’égalité
∑
u∈I

Im (u) =

p∑
k=1

Im (vk) .

Lemme 3.5 Si F 6= {0} est un sous-espace vectoriel de E, l’ensemble IF est alors
un idéal à droite de L (E) et FIF = F.

Démonstration Une projection sur F parallèlement à un supplémentaire de F
est dans IF et pour u, v dans IF , on a Im (u− v) ⊂ Im (u) + Im (v) ⊂ F, donc IF
est un sous-groupe additif de L (E) .

Pour u ∈ IF et v ∈ L (E) , on a Im (u ◦ v) ⊂ Im (u) ⊂ F, donc IF est un idéal à
droite de L (E) . Pour tout u ∈ IF , on a Im (u) ⊂ F, donc FIF =

∑
u∈IF

Im (u) ⊂ F.

En désignant par pF une projection sur F parallèlement à un supplémentaire de
F, on a pF ∈ IF et F = Im (pF ) ⊂ FIF =

∑
u∈IF

Im (u) , d’où l’égalité FIF = F.

Théorème 3.2.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, les idéaux à droite de
L (E) sont de la forme IF = {u ∈ L (E) , Im (u) ⊂ F} , où F est un sous-
espace vectoriel de E.

Démonstration Pour I = {0} , on a I = I{0}.
Soient I 6= {0} un idéal à droite de L (E) et (vk)1≤k≤p une base de I telle que

FI =

p∑
k=1

Im (vk) (lemme 3.4).

Pour tout u =

p∑
k=1

λkvk ∈ I, on a Im (u) ⊂ FI =

p∑
k=1

Im (vk) , donc I ⊂ IFI
.
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Pour u ∈ IFI
, on a Im (u) ⊂ FI =

p∑
k=1

Im (vk) . En désignant par (ej)1≤j≤n une

base de E, pour tout j compris entre 1 et n, on peut écrire u (ej) =
p∑
k=1

vk (xj,k) ,

où les xj,k sont dans E. En désignant par v : Ep → E l’application linéaire définie

par v (x1, · · · , xp) =

p∑
k=1

vk (xk) et par φ : E → Ep l’application linéaire définie

par φ (ej) = (xj,k)1≤k≤p , on a u (ej) = v (xj,1, · · · , xj,p) = v ◦ φ (ej) , pour tout
j compris entre 1 et n, soit u = v ◦ φ. Notant φ = (φj)1≤j≤p , les φj étant dans

L (E) , on a u = v ◦ φ =

p∑
k=1

vk ◦ φk ∈ I puisque les vk sont dans l’idéal à droite I.

En définitive, on a I = IFI
.

On a aussi I = pF ◦L (E) = {pF ◦ v, v ∈ L (E)} . En effet, pour tout v ∈ L (E) ,
on a Im (pF ◦ v) ⊂ Im (pF ) = F, donc pF ◦ v ∈ I et pF ◦ L (E) ⊂ I. Pour u ∈ I, on
a Im (u) ⊂ F, donc pF ◦ u = u ∈ pF ◦ L (E) et l’égalité I = pF ◦ L (E) .

Théorème 3.3.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, les idéaux à gauche de
L (E) sont de la forme JF = {u ∈ L (E) , ker (u) ⊃ F} , où F est un sous-
espace vectoriel de E.

Démonstration On peut procéder comme pour les idéaux à droite (voir [ ?],
volume 1, exercice 6.25), mais utiliser la dualité est plus rapide.

On vérifie d’abord que, pour tout sous-espace vectoriel F de E, JF est un idéal
à gauche de L (E) .

Pour F = E, on a JF = {0} . La projection parallèlement à F sur un supplémen-
taire de F est dans JF et pour u, v dans JF , on a F ⊂ ker (u)∩ker (v) ⊂ ker (u− v) ,
donc JF est un sous-groupe additif de L (E) . Pour u ∈ JF et v ∈ L (E) , on a
F ⊂ ker (u) ⊂ ker (v ◦ u) , donc JF est un idéal à gauche de L (E) .

On désigne par E∗ le dual de E et pour tout idéal à gauche I de L (E) , on
note tI = { tu, u ∈ I} . On vérifie alors que tI est un idéal à droite de L (E∗) ,
ce qui nous permet de conclure. Avec t (u− v) = tu− tv, t (u ◦ v) = tv ◦ tu et
le fait qu’en dimension finie tout w ∈ L (E∗) est de la forme w = tu (en effet, si

(ej)1≤j≤n est une base de E,
(
e∗j
)
1≤j≤n sa base duale, on a w

(
e∗j
)
=

n∑
i=1

αjie
∗
i et

définissant u ∈ L (E) par u (ej) =
n∑
i=1

αijei, on a w
(
e∗j
)
(ek) =

n∑
i=1

αjie
∗
i (ek) = αjk

et tu
(
e∗j
)
(ek) = e∗j ◦u (ek) = e∗j

(
n∑
i=1

αikei

)
= αjk), on déduit que tI est un idéal

à droite de L (E∗) . Il existe donc un sous-espace vectoriel G de E∗ tel que l’on
ait tI = {w ∈ L (E∗) , Im (w) ⊂ G} . En notant F = {x ∈ E, ∀φ ∈ G, φ (x) = 0}
l’orthogonal de G dans E, pour tout u ∈ I, on a Im ( tu) ⊂ G, ce qui implique
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que ker (u) = (Im ( tu))
◦ ⊃ G◦ = F. Réciproquement, si u ∈ L (E) est tel que

ker (u) ⊃ F, on a alors Im ( tu) = (ker (u))
⊥ ⊂ F⊥ = G, donc tu ∈ tI, soit

tu = tv avec v ∈ I et u = v ∈ I. En conclusion, les idéaux à gauche de L (E)
sont de la forme JF = {u ∈ L (E) , ker (u) ⊃ F} où F est un sous-espace vectoriel
de E.

En désignant par pG un projecteur de E sur un supplémentaire G de E paral-
lèlement à F, on a F = ker (pG) , donc pG ∈ I et L (E) ◦ pG ⊂ I. Pour u ∈ I,
on a ker (u) ⊃ F, donc pour tout x = xF + xG avec (xF , xG) ∈ F × G, on a
u (x) = u (xG) = u◦pG (x) , soit u = u◦pG ∈ L (E)◦pG et l’égalité I = L (E)◦pG.

3.4 Anneaux quotients par un idéal bilatère

Définition 3.6. Soit I un idéal de A. On dit que a est congru à b modulo
I dans A si b− a ∈ I. On note alors a ≡ b (I) .

Cette relation de congruence modulo I est une relation d’équivalence sur A et
pour tout a ∈ A, on note a = {b ∈ A, b ≡ a (I)} = a + I la classe d’équivalence

correspondante. L’ensemble de ces classes d’équivalence modulo I est noté A
I
.

Pour I = {0} , dire que b ≡ a (I) équivaut à a = b, donc A
I

est isomorphe à A.

Pour I = A, il y a une seule classe d’équivalence, soit A
I

=
{
0
}
.

Théorème 3.4.

Il existe une unique structure d’anneau commutatif unitaire sur A
I

telle

que la surjection canonique πI : a ∈ A → a = a+ I ∈ A
I

soit un morphisme
d’anneaux.

Démonstration Pour a, b, c, d dans A tels que a ≡ b mod (I) et c ≡ d mod (I) ,
on a (b+ d)− (a+ c) = (b− a) + (d− c) ∈ I et bd− ac = b (d− c) + c (b− a) ∈ I,
donc a+ c ≡ b+ d mod (I) et ac ≡ bd mod (I) . La relation de congruence modulo
I est donc compatible avec la somme et le produit. On en déduit qu’on définit
deux opérations internes sur A

I
en posant x + y = a+ b et xy = ab pour tous

x = a et y = b dans A
I
. En effet, si a′ est un autre représentant de x et b′ un autre

représentant de y, on a alors a ≡ a′ et b ≡ b′ modulo I, ce qui entraîne a+b ≡ a′+b′

et ab ≡ a′b′ modulo I, soit a+ b = a′ + b′ et ab = a′b′, ce qui prouve que ces
définitions de x+y et xy ne dépendent pas des choix des représentants de x et y. On
vérifie ensuite facilement que ces deux lois confèrent à A

I
une structure d’anneau

commutatif unitaire et que πI est bien un morphisme d’anneaux. Réciproquement
s’il existe une structure d’anneau commutatif unitaire sur A

I
qui fait de πI un
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morphisme d’anneaux, on a alors pour tous x = πI (a) , y = πI (b) dans A
I

:{
x+ y = πI (a) + πI (b) = πI (a+ b) = a+ b

xy = πI (a)πI (b) = πI (ab) = ab

ce qui prouve l’unicité.
Avec le chapitre ??, nous étudions le cas particulier important des anneaux

Z
nZ

.

Corollaire 3.2. Les idéaux de A sont les noyaux de morphismes d’anneaux
φ : A → B où B est un anneau commutatif, unitaire.

Démonstration Si φ : A → B est un morphisme d’anneaux, on a vu que ker (φ)
est un idéal de A (lemme 3.3). Réciproquement si I est un idéal de A, on a alors

I = ker (πI) , où πI désigne la surjection canonique de A sur l’anneau quotient A
I
.

Corollaire 3.3. Il y a une bijection entre les idéaux de A
I

et les idéaux de
A qui contiennent I.

Démonstration Résulte du fait que πI est un morphisme d’anneaux surjectif

de A sur A
I

de noyau ker (πI) = I (lemme 3.3).

3.5 Idéaux premiers et maximaux

Définition 3.7. Un idéal I de A est dit premier s’il est distinct de A et si
pour tous a, b dans A, on a ab ∈ I si, et seulement si, a ∈ I ou b ∈ I.

L’idéal {0} est premier si, et seulement si, A est intègre.

Exemple 3.1 Dans l’anneau A = RR des fonctions de R dans R, l’ensemble
I = {f ∈ A, f (0) = 0} est un idéal premier. En effet, I est un idéal comme noyau
du morphisme d’anneaux f ∈ A 7→ f (0) ∈ R et pour fg ∈ I, on a f (0) g (0) = 0,
donc f (0) = 0 ou g (0) = 0, c’est-à-dire f ∈ I ou g ∈ I.

Définition 3.8. Un idéal I de A est dit maximal s’il est distinct de A et
si I et A sont les seuls idéaux de A qui contiennent I.

Le lemme de Zorn qui nous dit qu’un ensemble ordonné inductif E (i. e. toute
famille totalement ordonnée d’éléments de E possède un majorant) possède un
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élément maximal permet de montrer que tout idéal de A distinct de A est contenu
dans un idéal maximal (théorème de Krull).

Théorème 3.5.

1. Un idéal I de A est maximal si, et seulement si, l’anneau quotient A
I

est
un corps.

2. Un idéal I de A est premier si, et seulement si, l’anneau quotient A
I

est
intègre.

3. Un élément p de A intègre est premier si, et seulement l’idéal (p) est
premier.

4. Un idéal maximal est premier.
5. Si un élément p de A intègre est tel que l’idéal (p) soit maximal, alors p

est irréductible.

Démonstration

1. Si I est un idéal maximal, pour a 6= 0 dans A
I
, on a a /∈ I et l’idéal (a)+ I qui

contient I est distinct de I, donc il est égal à A et 1 ∈ (a) + I, ce qui signifie qu’il
existe (u, v) ∈ A× I tel que 1 = au+ v, donc 1 = au et a est inversible. L’anneau
A
I

est donc un corps. Réciproquement si A
I

est un corps et J est un idéal de A
distinct de I qui contient I, il existe alors a ∈ J \ I, donc a 6= 0 est inversible dans
A
I

et il existe u ∈ A tel que au = 1, ce qui nous donne 1 = au+ v avec v ∈ I, donc
1 ∈ J et J = A. L’idéal I est donc maximal.
2. Si I est un idéal de A, pour a, b dans A, on a ab = 0 si, et seulement si, ab ∈ I,

ce qui donne l’équivalence entre a premier dans A et (a) idéal premier de A.
3. Pour A intègre, l’assertion :

(p divise ab) ⇔ (p divise a ou p divise b)

est équivalente à :
(ab ∈ (p) ) ⇔ (a ∈ (p) ou b ∈ (p))

ce qui revient à dire que p ∈ A est premier si, et seulement l’idéal (p) est premier.

4. Si I est un idéal maximal, l’anneau A
I

est un corps, donc il est intègre, ce qui
revient à dire que I est premier.
5. Si (p) est maximal, il est alors premier, donc p est premier et en conséquence

irréductible.
Un idéal premier n’est pas nécessairement maximal et pour p irréductible dans

A intègre, l’idéal (p) n’est pas nécessairement maximal (exercice 3.9).
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3.6 Idéaux maximaux de C0 (K,R)

À titre d’illustration du paragraphe précédent, on s’intéresse aux idéaux maxi-
maux de l’anneau C0 (K,R) des fonctions continues définies sur un compact K
d’un espace métrique (E, d) et à valeurs réelles. Cet anneau n’est pas intègre

en général. Par exemple, pour f ∈ C0 ([a, b] ,R) \ {0} nulle sur
[
a,
a+ b

2

]
et

g ∈ C0 ([a, b] ,R) \ {0} nulle sur
[
a+ b

2
, b

]
, on a fg = 0 avec f 6= 0 et g 6= 0.

On munit C0 (K,R) de la norme de la convergence uniforme :

f 7→ ‖f‖∞ = sup
x∈K

|f (x)|

Lemme 3.6 Tout idéal maximal de C0 (K,R) est fermé.

Démonstration Soient I un idéal maximal de C0 (K,R) et (fn)n∈N une suite de
fonctions de I qui converge uniformément vers f sur K. Si f /∈ I, l’idéal (f)+I qui
contient strictement I est alors égal à C0 (K,R) et en conséquence, il contient 1.
On a donc 1 = uf + v où (u, v) ∈ C0 (K,R) × I et 1 est limite uniforme de la
suite (gn)n∈N = (ufn + v)n∈N de fonctions de I. Pour n assez grand, on aura alors
‖1− gn‖∞ < 1 avec gn ∈ I qui ne s’annule jamais, mais alors gn est inversible
dans I et I = C0 (K,R) , ce qui n’est pas. On a donc f ∈ I et I est fermé.

Théorème 3.6.

Les morphismes d’anneaux de C0 (K,R) dans R sont les fonctions d’éva-
luation δx0

: f ∈ C0 (K,R) 7→ f (x0) où x0 ∈ K est uniquement déterminé.

Démonstration Il est clair que pour tout x0 ∈ K, l’application δx0
est un

morphisme d’anneaux surjectif de C0 (K,R) dans R.
Si φ est un morphisme d’anneaux de C0 (K,R) dans R, en identifiant l’ensemble

des fonctions constantes à R, il induit alors un morphisme d’anneaux de R dans
R et on a φ (λ) = λ pour tout réel λ.

Supposons qu’il existe un morphisme d’anneaux φ : C0 (K,R) → R qui ne soit
pas de la forme δx, ce qui signifie que :

∀x ∈ K, ∃fx ∈ C0 (K,R) , φ (fx) 6= fx (x)

En notant gx = fx−φ (fx) pour tout x ∈ K, on a φ (gx) = φ (fx)−φ (fx) = 0.
La fonction gx étant continue telle que gx (x) 6= 0, il existe un voisinage ouvert Vx
de x dans K sur lequel elle ne s’annule jamais. Du recouvrement ouvert du compact
K par les Vx, on peut extraire un sous-recouvrement fini (Vxk

)1≤k≤n et la fonction

g =

n∑
k=1

g2xk
est continue sur K à valeurs strictement positives. Cette fonction g est

donc inversible dans l’anneau C0 (K,R) telle que φ (g) =

n∑
k=1

(φ (gxk
))

2
= 0, ce qui
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est impossible pour un morphisme d’anneaux unitaires. Il existe donc x0 ∈ K tel
que φ = δx0

.
Si x0 et x1 dans K sont tels que δx0

= δx1
, on a alors f (x0) = f (x1) pour tout

f ∈ C0 (K,R) et pour f0 : t 7→ d (t, x0) , on obtient f0 (x1) = d (x1, x0) = f0 (x0) = 0,
soit x1 = x0. En définitive, les δx0 sont les seuls morphismes d’anneaux unitaires
de C0 (K,R) dans R.

Lemme 3.7 Pour tout morphisme d’anneaux φ : C0 (K,R) → R, l’idéal ker (φ)
est maximal dans C0 (K,R) .

Démonstration D’après le théorème précédent, il revient au même de vérifier
que pour tout x ∈ K, l’idéal ker (δx) est maximal dans C0 (K,R) .

Si I est un idéal de C0 (K,R) qui contient strictement ker (δx) , il existe alors
une fonction h dans I \ ker (δx) , donc h (x) = δx (h) 6= 0 et pour toute fonction

f dans C0 (K,R) , la fonction g = f − f (x)

h (x)
h est dans ker (δx) . Il en résulte que

f = g +
f (x)

h (x)
h ∈ I (c’est un idéal et g ∈ ker (δx) ⊂ I). On a donc I = C0 (K,R) .

On peut aussi vérifier que l’anneau quotient C0 (K,R)
ker (δx)

est un corps. Comme δx
est un morphisme d’anneaux surjectif de C0 (K,R) dans R, il induit un isomor-

phisme de C0 (K,R)
ker (δx)

sur R, donc cet anneau quotient est un corps, ce qui revient

à dire que l’idéal ker (δx) est maximal.
On peut vérifier que pour tout x ∈ K, l’idéal ker (δx) n’est pas principal (voir

l’exercice 3.6).

Théorème 3.7.

Les idéaux maximaux de C0 (K,R) sont les ker (δx) où x ∈ K est unique-
ment déterminé.

Démonstration On sait déjà que les idéaux ker (δx) sont maximaux.
Soit I un idéal maximal de C0 (K,R) . L’ensemble :

Z (I) = {x ∈ K, ∀f ∈ I, f (x) = 0} =
⋂
f∈I

f−1 ({0})

est un fermé de K comme intersection de fermés.
Si Z (I) = ∅, on obtient alors par passage au complémentaire, le recouvre-

ment ouvert K =
⋃
f∈I

(
K \ f−1 {0}

)
du compact K duquel on extrait un sous-

recouvrement fini, K =

p⋃
k=1

(
K \ f−1

k {0}
)

où les fk, pour k compris entre 1 et p,
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sont dans I, ce qui nous donne
p⋂
k=1

f−1
k {0} = ∅. En utilisant les équivalences :

(
x ∈

p⋂
k=1

f−1
k {0}

)
⇔ (f1 (x) = · · · = fp (x) = 0) ⇔

(
n∑
k=1

f2k (x) = 0

)

où f =

n∑
k=1

f2k ∈ I, l’égalité
p⋂
k=1

f−1
k {0} = ∅ équivaut à dire que f (x) 6= 0 pour

tout x ∈ K, donc la fonction f =

n∑
k=1

f2k qui est dans l’idéal I est inversible dans

l’anneau C0 (K,R) , ce qui revient à dire que I = C0 (K,R) , soit une impossibilité
pour I maximal.

L’ensemble Z (I) est donc non vide et en prenant x ∈ Z (I) , on a les inclusions
I ⊂ ker (δx) & C0 (K,R) , ce qui implique que I = ker (δx) .

Si pour x, y dans K, on a ker (δx) = ker (δx) , toute fonction continue nulle en x
est nulle en y, c’est donc le cas pour fx : t 7→ d (t, x) et on a fx (y) = d (y, x) = 0,
soit y = x. L’application x 7→ ker (δx) réalise donc une bijection de K sur l’en-
semble des idéaux maximaux de C0 (K,R) .

Corollaire 3.4. Les automorphismes de C0 (K,R) sont les application
f 7→ f ◦ ψ, où ψ est un homéomorphisme de K.

Démonstration Il est clair que pour tout homéomorphisme ψ : K → K, l’ap-
plication f 7→ f ◦ ψ est un automorphisme de C0 (K,R) d’inverse f 7→ f ◦ ψ−1.

Soit φ un automorphisme de C0 (K,R) . Pour tout x ∈ K, l’application δx ◦ φ
est un morphisme d’anneaux de C0 (E,R) dans R, donc il existe un unique y ∈ E
tel que δx ◦ φ = δy, ce qui permet de définir la fonction ψ : x 7→ y. Les relations
δx ◦ φ = δψ(x) se traduisent par φ (f) (x) = f (ψ (x)) pour tout x ∈ K et tout
f ∈ C0 (E,R) , soit par φ (f) = f ◦ ψ pour tout f ∈ C0 (E,R) et il s’agit alors de
vérifier que ψ est un homéomorphisme de K.

Si (xn)n∈N est une suite d’éléments de K qui converge vers x ∈ K, on a alors
pour toute fonction f ∈ C0 (K,R) :

lim
n→+∞

f (ψ (xn)) = lim
n→+∞

φ (f) (xn) = φ (f) (x) = f (ψ (x))

Prenant fx : t 7→ d (t, ψ (x)) , on en déduit que lim
n→+∞

d (ψ (xn) , ψ (x)) = 0, ce
qui signifie que (ψ (xn))n∈N converge vers ψ (x) . La fonction ψ est donc continue.
En remplaçant φ par φ−1, on dispose d’une fonction continue τ : K → K telle que
δx ◦ φ−1 = δτ(x) pour tout x ∈ K. On a alors, pour tout x ∈ K :

δψ◦τ(x) = δτ(x) ◦ φ = δx ◦ φ−1 ◦ φ = δx

et δτ◦ψ(x) = δψ(x) ◦ φ−1 = δx ◦ φ ◦ φ−1 = δx, donc ψ ◦ τ (x) = τ ◦ ψ (x) = x, ce
qui signifie que ψ est bijective d’inverse égal à τ qui est continue, c’est donc un
homéomorphisme de K.
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3.7 Anneaux factoriels

Définition 3.9. On dit que l’anneau A est factoriel s’il est intègre et si
tout élément a non nul et non inversible de A s’écrit de manière unique
comme produit d’éléments irréductibles, ce qui signifie que :

• il existe un élément inversible u et des éléments irréductibles p1, · · · , pr

tels que a = u

r∏
k=1

pk ;

• si on a deux décompositions a = u

r∏
k=1

pk = v

s∏
k=1

qk, où u, v sont inver-

sibles et p1, · · · , pr, q1, · · · , qs sont irréductibles, on a alors r = s et il
existe une permutation σ de {1, · · · , r} telle que, pour tout k compris
entre 1 et r, qk est associé à pσ(k).

Dans un anneau factoriel, une décomposition en facteurs irréductibles s’écrit

aussi a = u

m∏
k=1

pαk

k , où u est inversible, les pk sont irréductibles deux à deux non

associés et les αk sont des entiers naturels non nuls. Le nombre ℓ (a) =
m∑
k=1

αk de

facteurs irréductibles qui interviennent dans une telle décomposition est unique-
ment déterminé par a. Par abus de langage, on dira « la décomposition » de a en
facteurs irréductibles.

Théorème 3.8.

L’anneau A est factoriel si, et seulement si, il est intègre et :

1. toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire ;
2. tout élément irréductible de A est premier.

Démonstration Soit A un anneau factoriel. Par définition, il est intègre.
Soit (a0) ⊂ (a1) ⊂ · · · ⊂ (an) ⊂ · · · une suite croissante d’idéaux principaux

de A. S’il existe un entier n0 tel que an0
soit inversible, on a alors (an0

) = A et
comme (an0

) ⊂ (an) ⊂ A, pour tout n ≥ n0, on a (an) = A. La suite est donc
stationnaire. En supposant tous les an non nuls et non inversibles, on désigne, pour
tout n ∈ N, par ℓn = ℓ (an) le nombre de facteurs irréductibles qui interviennent
dans la décomposition en facteurs irréductibles de an. L’inclusion (an) ⊂ (an+1)
revient à dire que an+1 divise an et en conséquence ℓn+1 ≤ ℓn (par unicité de la
décomposition, tous les facteurs irréductibles de an+1 se retrouvent dans ceux de
an), donc (ℓn)n∈N est une suite décroissante d’entiers naturels et nécessairement,
elle est stationnaire. Il existe donc un entier n0 tel que ℓn = ℓn0

pour tout n ≥ n0,
donc an et an0

ont exactement les mêmes facteurs irréductibles et ils sont associés,
ce qui signifie que (an0) = (an) pour tout n ≥ n0. La suite ((an))n∈N est donc
stationnaire.
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Soit p ∈ A∗ \A× irréductible divisant ab où a, b sont non nuls. Il existe alors un
élément q de A tel que ab = pq. Si a [resp. b] est inversible, on a alors b = p

(
qa−1

)
[resp. a = p

(
qb−1

)
] et p divise b [resp. a]. Si a et b sont non inversibles, il en

est de même de q (p est irréductible) et utilisant les décompositions en facteurs

irréductibles de a, b, q, on a u
r∏
i=1

pi

s∏
j=1

qj = p

m∏
k=1

rk où u ∈ A× et les pi, qj , rk sont

irréductibles. De l’unicité de cette décomposition, on déduit que p est associé à un
pi ou un qj et en conséquence, il divise u ou v. En définitive p est premier.

Réciproquement, supposons que A soit intègre et que les deux propriétés de
l’énoncé du théorème soient vérifiées. On se donne a ∈ A∗ \ A×. On montre tout
d’abord que a admet un diviseur irréductible. Si ce n’est pas le cas, on peut alors
construire une suite (an)n∈N d’éléments de A telle que :{

a0 = a ∈ A∗ \ A×

∀n ∈ N, an ∈ A∗ \ A×, an+1 n’est pas associé à an et an+1 divise an

Pour ce faire, on procède par récurrence. On pose a0 = a ∈ A∗ \ A×. Supposons
construit une suite (ak)0≤k≤n d’éléments de A∗\A×, telle que, pour tout k compris
entre 0 et n − 1, ak+1 n’est pas associé à ak et ak+1 divise ak. Comme an divise
a0 = a qui n’admet pas de diviseur irréductible, an est réductible et il s’écrit
an = an+1bn+1 avec an+1 et bn+1 dans A∗ \ A×, donc an+1 est un diviseur de an
non associé à an. Mais une telle construction nous donne une suite strictement
croissante ((an))n∈N d’idéaux principaux de A, ce qui contredit le premier point.
On en déduit alors l’existence d’une décomposition de a en facteurs irréductibles.
Pour ce faire on construit des diviseurs irréductibles de a comme suit :

• si a est irréductible, on pose p1 = a et c’est terminé ;
• supposant construits, pour n ≥ 1, des diviseurs irréductibles p1, · · · , pn de
a, si an =

a

p1 · · · · · pn
est inversible c’est terminé, sinon pn+1 est un diviseur

irréductible de an.
Un tel algorithme s’arrête nécessairement au bout d’un nombre fini d’étapes.

En effet, dans le cas contraire on dispose d’une suite infinie (an)n∈N∗ d’éléments
de A telle que an+1 =

a

p1 · · · · · pn+1
=

an
pn+1

, soit an = pn+1an+1 multiple de an+1

non associé à an, donc ((an))n∈N∗ est une suite strictement croissante d’idéaux
principaux de A, ce qui contredit le premier point. Il existe donc un entier n ≥ 1

tel que an =
a

p1 · · · · · pn
∈ A× et a = an

n∏
k=1

pk est une décomposition de a en

facteurs irréductibles.
Il nous reste à montrer l’unicité d’une telle décomposition. Supposons que l’on

ait a = u

r∏
k=1

pk = v

s∏
j=1

qj , où s ≥ r ≥ 1, u, v sont inversibles et les pk, qj sont

irréductibles. On vérifie par récurrence sur r ≥ 1 que s = r et qu’il existe une
permutation σ de {1, · · · , r} telle que, pour tout k compris entre 1 et r, qk est

associé à pσ(k). Pour r = 1, on a up1 = v

s∏
j=1

qj , donc p1 qui est irréductible
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et en conséquence premier (deuxième condition) va diviser l’un des qj et quitte à
modifier la numérotation, on peut supposer que p1 divise q1, ce qui signifie qu’il est
associé à q1 (ces deux éléments sont irréductibles), soit q1 = u1p1 et dans l’anneau

intègre A, on en déduit, dans le cas où s ≥ 2, que
s∏
j=2

qj ∈ A×, ce qui contredit

l’irréductibilité des qj . On a donc s = 1. Supposant le résultat acquis pour r ≥ 1,

deux décompositions a = u

r+1∏
k=1

pk = v

s∏
j=1

qj avec s ≥ r + 1 entraînent que pr+1

est associé à l’un des qj , disons qs (en modifiant la numérotation si nécessaire),

donc u
r∏

k=1

pk = w

s−1∏
j=1

qj avec w inversible et l’hypothèse de récurrence permet de

conclure.

Corollaire 3.5. (Euclide) Dans un anneau factoriel, un élément est ir-
réductible si, et seulement si, il est premier.

Le corollaire précédent nous dit que dans un anneau factoriel, si p irréductible

divise un produit
r∏

k=1

ak, il divise alors l’un des ak.

Exemple 3.2 Les anneaux Z [i
√
n] ne sont pas factoriels pour n ≥ 3, puisque 2

est irréductible non premier dans un tel anneau (voir l’exercice 3.2).

3.8 Exercices

Exercice 3.1.

1. Montrer que A est un corps si, et seulement si, les seuls idéaux de A
sont {0} et A.

2. Montrer que A est un corps si, et seulement si, il est intègre avec un
nombre fini d’idéaux.

3. Soit (K,+, ·) un corps commutatif. Montrer qu’un morphisme d’anneaux
φ de K dans un anneau B est nécessairement injectif.

Solution.
1. Si A est un corps et I est un idéal de A non réduit à {0} , tout élément non

nul de I est inversible, donc I = A. Réciproquement si {0} et A sont les seuls
idéaux de A, on a alors (a) = A pour tout a ∈ A∗, donc 1 ∈ (a) et il existe
q ∈ A tel que 1 = qa, ce qui signifie que a est inversible. On a donc A∗ = A×

et A est un corps.
2. Si A est un corps, il est alors intègre avec deux d’idéaux, {0} et A. Récipro-

quement, si A est intègre avec un nombre fini d’idéaux, pour tout a ∈ A∗ la
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famille d’idéaux ((an))n∈N est alors finie et il existe deux entiers m > n ≥ 0
tels que (an) = (am) , ce qui revient à dire que an et am sont associés, soit qu’il
existe une unité u ∈ A× tel que an = uam et comme A est intègre, il en résulte
que uam−n = 1 et a est inversible d’inverse uam−n−1. L’anneau A est donc un
corps.

3. Comme φ (1K) = 1B, le noyau de φ est un idéal strict de K, il est donc réduit
à {0K} et φ est injective.

Exercice 3.2. On se donne n ∈ N∗ et on note :

Z
[
i
√
n
]
=
{
P
(
i
√
n
)
, P ∈ Z [X]

}
1. Montrer que Z [i

√
n] est un sous-anneau de C stable par l’opération de

conjugaison complexe et que Z [i
√
n] =

{
a+ ib

√
n, (a, b) ∈ Z2

}
.

2. Déterminer l’ensemble des éléments inversibles de Z [i
√
n] .

3. Quels sont les entiers naturels p ≥ 2 qui sont premiers dans N et réduc-
tibles dans Z [i

√
n] ?

4. Montrer que pour n ≥ 3, 2 est irréductible et non premier dans Z [i
√
n] .

Solution.
1. L’application d’évaluation φ : P ∈ Z [X] 7→ P (i

√
n) ∈ C étant un mor-

phisme d’anneaux, son image Z [i
√
n] est un sous-anneau de C (c’est le plus

petit sous-anneau de C qui contient Z et i
√
n). Pour tout P ∈ Z [X] , on a

P (i
√
n) = Q (i

√
n) où Q (X) = P (−X) ∈ Z [X] , donc Z [i

√
n] est stable par

conjugaison complexe. En effectuant la division euclidienne dans Z [X] par le
polynôme unitaire X2+n (théorème ??), tout polynôme P ∈ Z [X] s’écrit sous
la forme P (X) = Q (X)

(
X2 + n

)
+ aX + b où (a, b) ∈ Z2, ce qui implique

que P (i
√
n) = a + ib

√
n. On a donc Z [i

√
n] =

{
a+ ib

√
n, (a, b) ∈ Z2

}
et cet

anneau est isomorphe à l’anneau quotient Z [X]

ker (φ)
=

Z [X]

(X2 + n)
.

2. Si u = a + ib
√
n est inversible dans Z [i

√
n] , il existe alors v ∈ Z [i

√
n] tel

que uv = 1 et on a |u|2 |v|2 = 1 dans N, ce qui impose |u|2 = |v|2 = 1. Réci-
proquement, si u ∈ Z [i

√
n] est tel que |u|2 = uu = 1, comme u ∈ Z [i

√
n] ,

cet élément u est inversible dans Z [i
√
n] . On a donc pour tout n ∈ N∗,

Z [i
√
n]

×
= {u ∈ Z [i

√
n] , |u| = 1} . Pour n = 1 et u = a + ib inversible dans

Z [i] , on a a2 + b2 = 1 avec
(
a2, b2

)
∈ N2, ce qui équivaut à

(
a2, b2

)
= (1, 0) ou(

a2, b2
)
= (0, 1) ou encore à a = ±1 et b = 0 ou a = 0 et b = ±1. On a donc

Z [i]
× ⊂ {−1, 1,−i, i} , l’inclusion réciproque se vérifiant facilement. Pour n ≥ 2

et u = a + ib
√
n inversible dans Z [i

√
n] on a a2 + nb2 = 1 avec

(
a2, b2

)
∈ N2,

ce qui équivaut à b = 0 et a = ±1. On a donc pour n ≥ 2, Z [i
√
n]

× ⊂ {−1, 1} ,
l’inclusion réciproque étant vérifiée pour tout anneau unitaire.

3. Si p ≥ 2 est un entier naturel premier dans N et réductible dans Z [i
√
n] , il

s’écrit alors p = uv avec u, v non inversibles dans Z [i
√
n] et on a p2 = |u|2 |v|2

dans N avec |u|2 6= 1 et |v|2 6= 1, ce qui impose |u|2 = |v|2 = p puisque p est
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premier dans N. L’entier p est donc de la forme p = a2+nb2. Réciproquement si
p est premier dans N de la forme p = a2+nb2, il s’écrit p = uu où u = a+ ib

√
n

et u = a − ib
√
n sont non inversibles (puisque |u|2 = |u|2 = p ≥ 2) donc p est

réductible dans Z [i
√
n] .

4. Pour n ≥ 3, l’égalité a2 + nb2 = 2 impose b = 0 et a2 = 2 avec a entier,
ce qui est impossible, donc 2 est irréductible dans Z [i

√
n] . Pour n = 2, 2 =(

i
√
2
) (

−i
√
2
)

est réductible et non premier. Pour n ≥ 3 entier impair, 2 divise
(1 + i

√
n) (1− i

√
n) = 1 + n et ne divise pas 1± i

√
n, donc il est non premier.

Pour n ≥ 4 pair, 2 divise (2 + i
√
n) (2− i

√
n) = 4+n et ne divise pas 2± i

√
n,

donc il est non premier.

Exercice 3.3. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Montrer que la restriction de u ∈ L (E) à tout supplémentaire H de
ker (u) dans E réalise un isomorphisme de H sur Im (u) .

2. Dans le cas où E est de dimension finie n ≥ 1, montrer que deux en-
domorphismes u et v de même rang r dans L (E) sont équivalents. Ce
résultat peut être utilisé pour démontrer le théorème 3.1 qui décrit les
idéaux bilatères de L (E) pour E de dimension finie.

Solution.

1. Soient u ∈ L (E) et H un supplémentaire de ker (u) dans E. Tout y ∈ Im (u)
s’écrit y = u (x) avec x = x1 + x2, où (x1, x2) ∈ H × ker (u) , donc y = u (x1)
et u|H est surjectif. Si x ∈ ker

(
u|H
)
, on a alors x ∈ H ∩ ker (u) = {0} , donc

x = 0 et u|H est injectif.
2. Soient u et v dans L (E) de même rang r. Pour r = 0, on a u = v = 0.

Pour r = n, ces endomorphismes sont des isomorphismes, donc pour toute
base (ej)1≤j<n , les familles (u (ej))1≤j<n et (v (ej))1≤j<n sont aussi des bases
de E et désignant par φ l’isomorphisme de E défini par φ (u (ej)) = v (ej)
pour tout j compris entre 1 et n, on a v = φ ◦ u. Pour 1 ≤ r ≤ n − 1, on
a E = H ⊕ ker (u) = K ⊕ ker (v) avec dim (H) = dim (K) = r. On désigne
par (ej)1≤j<r une base de H [resp. par

(
e′j
)
1≤j<r une base de K ] que l’on

complète par une base (ej)r+1≤j≤n de ker (u) [resp. par une base
(
e′j
)
r+1≤j<n

de ker (v)]. On vérifie alors que la famille de vecteurs (fj)1≤j<r = (u (ej))1≤j<r
[resp. que la famille

(
f ′j
)
1≤j<r =

(
v
(
e′j
))

1≤j<r] est libre dans E. En effet, si

0 =

r∑
j=1

λju (ej) = u

 r∑
j=1

λjej

 , on a alors
r∑
j=1

λjej ∈ H ∩ ker (u) = {0} , donc

r∑
j=1

λjej = 0 et tous les λj sont nuls. On peut donc la compléter en une base

(fj)1≤j<n [resp. en une base
(
f ′j
)
1≤j<n] de E. Définissant φ et ψ dans GL (E)

par φ (fj) = f ′j et ψ (ej) = e′j pour tout j compris entre 1 et n, on a :

φ (u (ej)) = φ (fj) = f ′j = v
(
e′j
)
= v (ψ (ej)) (1 ≤ j ≤ r)
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et :
φ (u (ej)) = φ (0) = 0 = v

(
e′j
)
= v (ψ (ej)) (r + 1 ≤ j ≤ n)

soit φ ◦ u = v ◦ ψ, ou encore v = φ ◦ u ◦ ψ−1. Tout cela peut se résumer en
disant que, dans deux bases adaptées de E, la matrice de v ∈ L (E) de rang r

est Ar =
(
Ir 0
0 0n−r

)
.

Exercice 3.4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ≥ 2.
Montrer que si p est une semi-norme non nulle sur L (E) telle que
p (u ◦ v) ≤ p (u) p (v) pour tous u, v dans L (E) (on dit que p est sous-
multiplicative), c’est alors une norme.

Solution. I = {u ∈ L (E) , p (u) = 0} est un idéal bilatère de L (E) différent de
L (E) , c’est donc {0} (on a p (0) = 0 car p (λu) = |λ| p (u) , p (u− v) ≤ p (u)+p (v) ,
donc I est un sous-groupe additif de L (E) , de p (u ◦ v) ≤ p (u) p (v) on déduit que
I est un idéal bilatère et de p 6= 0, que I 6= L (E)).

Exercice 3.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension infinie.

1. Montrer que I0 = {u ∈ L (E) , rg (u) est fini} est un idéal bilatère non
trivial de L (E) , puis que tout idéal bilatère non réduit à {0} de L (E)
contient I0.

2. On suppose que E est de dimension infinie dénombrable. Montrer que
I0 est l’unique idéal bilatère non trivial de L (E) .

3. Dans le cas où E est de dimension infinie non dénombrable, donner un
exemple d’idéal bilatère non trivial de L (E) qui contient strictement I0.

Solution.

1. Avec 0 ∈ I0 et Im (u− v) ⊂ Im (u) + Im (v) , on déduit que I0 est un sous-
groupe additif de L (E) . Pour u ∈ I0 et v ∈ L (E) on a u ◦ v ∈ I0 puisque
Im (u ◦ v) ⊂ Im (u) et v ◦ u ∈ I0 puisque pour toute base (u (xk))1≤k≤r de
Im (u) , (v (u (xk)))1≤k≤r est un système générateur de Im (v ◦ u) (pour u = 0,
on a v ◦u = 0). On a I0 6= {0} puisqu’il contient toute projection sur une droite
et I0 6= L (E) puisque l’identité n’est pas dans I0. Soient J 6= {0} un idéal
bilatère de L (E) et u ∈ I0. Si u = 0, il est alors dans J. Supposons u 6= 0 et
soit H un supplémentaire de ker (u) dans E. Comme u est de rang fini, H qui
est isomorphe à Im (u) est de dimension finie. Soit (ej)1≤j≤r une base de H
que l’on complète par une base (ek)k∈K de ker (u) . On se donne v ∈ J \ {0} et
y = v (x) ∈ E \ {0} (ce qui est possible puisque v 6= 0) et on définit les familles
(uj)1≤j≤r et (vj)1≤j≤r dans L (E) par :

uj (ek) =

{
x si k = j ∈ {1, · · · , r}
0 si k 6= j, k ∈ {1, · · · , r} ∪K
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et : {
vj (y) = ej
vj (z) = 0 pour z dans un supplémentaire de Ky

On a alors vj ◦ v ◦ uj (ej) = vj ◦ v (x) = vj (y) = ej pour 1 ≤ j ≤ r et pour
k 6= j dans {1, · · · , r} ∪K, vj ◦ v ◦ uj (ek) = 0, donc :

u (ej) = u ◦ vj ◦ v ◦ uj (ej) =

(
r∑
i=1

u ◦ vi ◦ v ◦ ui

)
(ej)

pour 1 ≤ j ≤ r et 0 = u (ek) =

(
r∑
i=1

u ◦ vi ◦ v ◦ ui

)
(ek) pour k ∈ K. En

définitive, on a u =

r∑
i=1

u ◦ vi ◦ v ◦ui ∈ J et I0 ⊂ J. En conclusion, I0 est le plus

petit idéal bilatère non trivial de L (E) .

2. Soit J un idéal bilatère de L (E) qui contient strictement I0 et u ∈ J \ I0. Cet
endomorphisme u est de rang infini dénombrable et Im (u) est isomorphe à E (si
(ej)j∈N est une base de E et

(
e′j
)
j∈N une base de Im (u) , l’application linéaire φ

définie par φ (ej) = e′j pour tout j ∈ N réalise alors un isomorphisme de E sur
Im (u)). On peut donc écrire que E = ker (u) ⊕H = K ⊕ Im (u) et on dispose
d’isomorphismes φ : Im (u) → E, v : H → Im (u) , w = v−1 ◦ φ−1 : E → H.
L’endomorphisme ψ = φ◦u◦w est alors dans J et c’est un automorphisme. En
effet si φ ◦u ◦w (x) = 0, on a alors u (w (x)) = 0, soit w (x) ∈ H ∩ ker (u) , donc
w (x) = 0 et x = 0. Pour y ∈ E, on a φ−1 (y) ∈ Im (u) , donc φ−1 (y) = u (z)
avec z = z1 + z2, où (z1, z2) ∈ ker (u)×H, ce qui nous donne φ−1 (y) = u (z2)
avec z2 = w (x) , soit φ−1 (y) = u (w (x)) et y = φ ◦ u ◦ w (x) . En conclusion,
φ ◦ u ◦ w ∈ J ∩GL (E) et J = L (E) .

3. Dans le cas où E est de dimension infinie non dénombrable, l’ensemble :

I0 = {u ∈ L (E) , rg (u) est fini ou infini dénombrable}

est un idéal bilatère non trivial de L (E) qui contient strictement I0.

Exercice 3.6. Soit K un compact d’un espace métrique (E, d) .

1. Montrer que pour tout morphisme d’anneaux φ : C0 (K,R) → R, l’idéal
ker (φ) n’est pas principal.

2. Soit φ un automorphisme de l’anneau C0 (K,R) . Montrer que l’image
par φ d’un idéal maximal de C0 (K,R) est un idéal maximal.

Solution.

1. D’après le théorème 3.6, il revient au même de vérifier que pour tout x ∈ K,
l’idéal ker (δx) n’est pas principal. Si pour x ∈ K, l’idéal ker (δx) est principal,
il existe alors une fonction f ∈ C0 (K,R) nulle en x telle que ker (δx) = (f) .
La fonction

√
|f | étant dans ker (δx) , il existe une fonction g ∈ C0 (K,R) telle
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que
√
|f | = fg, ce qui nous donne |f | = f2g2, soit |f |

(
1− |f | g2

)
= 0 et f est

nulle sur une boule ouverte B (x, α) (avec α > 0) puisque 1 − |f | g2 vaut 1 en
x, ce qui implique que toutes les fonctions de ker (δx) sont nulles sur B (x, α) .
Considérant la fonction fx : t 7→ d (t, x) qui est dans ker (δx) , on aboutit à une
contradiction puisque fx s’annule uniquement en x.

2. Soit I un idéal maximal de C0 (K,R) . Comme φ est surjectif, φ (I) est un idéal
de C0 (K,R) (φ (I) est un sous-groupe de C0 (K,R) et pour φ (f) ∈ φ (I) et
h ∈ C0 (K,R) , dans le cas où φ est surjective, il existe g ∈ C0 (K,R) tel que
h = φ (g) et φ (f) · h = φ (fg) ∈ φ (I)). Si J est un idéal de C0 (K,R) qui
contient strictement φ (I) , φ−1 (J) est alors un idéal de C0 (K,R) qui contient
strictement I (φ est un automorphisme de C0 (K,R)), donc φ−1 (J) = C0 (K,R)
et J = C0 (K,R) .

Exercice 3.7. On se donne un espace métrique (E, d) et C0 (E,R) est l’an-
neau des fonctions continues de E dans R. Pour tout idéal I de C0 (E,R) ,
on note Z (I) = {x ∈ E, ∀f ∈ I, f (x) = 0} .

1. Montrer que les fermés de E, sont les ensembles Z (I) .

2. On suppose que I = (f1, · · · , fp) est un idéal de type fini de C0 (E,R) .
Montrer que Z (I) = ∅ si, et seulement si, I = C0 (E,R) .

3. On suppose que l’espace métrique E est compact et on se donne un idéal
I de C0 (E,R) . Montrer que Z (I) = ∅ si, et seulement si, I = C0 (E,R) .

4. Réciproquement, montrer que si Z (I) 6= ∅ pour tout idéal propre I
de C0 (E,R) ( i. e. I 6= C0 (E,R)), l’espace métrique E est alors com-
pact.

Solution.
1. Pour toute fonction f ∈ C0 (E,R) l’ensemble f−1 {0} est un fermé de E comme

image réciproque du fermé {0} de R par la fonction continue f, donc pour tout
idéal I de C0 (E,R) , l’ensemble Z (I) =

⋂
f∈I

f−1 {0} est fermé dans E comme

intersection de fermés. Réciproquement, soit F un fermé de E. Si F = E, on
a alors F = Z ({0}) . Sinon, le complémentaire O = E \ F est un ouvert non
vide E et pour tout x ∈ O, il existe un réel rx > 0 tel que la boule ouverte
B (x, rx) de centre x et de rayon rx soient contenue dans O. Pour tout x ∈ E, la
fonction fx : t 7→ fx (t) = max (0, rx − d (t, x)) est continue sur E (en utilisant
l’inégalité triangulaire pour la distance d, on vérifie que la fonction t 7→ d (t, x)

est continue et pour u, v continues, max (u, v) =
u+ v

2
+

|v − u|
2

est continue),
puis avec :

F = E \ O = E \

(⋃
x∈O

B (x, rx)

)
=
⋂
x∈O

(E \B (x, rx))

on déduit que :

(t ∈ F) ⇔ (∀x ∈ O, ‖t− x‖ ≥ rx) ⇔ (∀x ∈ O, fx (t) = 0)
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soit F =
⋂
x∈O

f−1
x {0} = Z (I) où I est l’idéal engendré par les fx, x décrivant

l’ouvert O, soit I =

{∑
x∈J

uxfx où J ⊂ O est fini et ux ∈ C0 (E,R)

}
.

2. Si I = C0 (E,R) (qui est bien de type fini engendré par la fonction constante
égale à 1), il contient alors les constantes non nulles et on a Z (I) = ∅. Pour

I =

{
p∑
k=1

ukfk, (ui)1≤i≤p ∈
(
C0 (K,R)

)p}
, on a Z (I) =

p⋂
k=1

f−1
k {0} , soit :

(x ∈ Z (I)) ⇔ (f1 (x) = · · · = fp (x) = 0) ⇔

(
n∑
k=1

f2k (x) = 0

)

où f =

n∑
k=1

f2k ∈ I. Dire que Z (I) = ∅ équivaut donc à dire que f (x) 6= 0 pour

tout x ∈ E, donc la fonction f =

n∑
k=1

f2k qui est dans l’idéal I est inversible dans

l’anneau C0 (K,R) , ce qui revient à dire que I = C0 (K,R) .
3. La condition suffisante est déjà traitée. Si Z (I) = ∅, on a alors :

Z (I) =
⋂
f∈I

f−1 {0} = ∅

et en passant au complémentaire, on obtient le recouvrement ouvert du compact
E, E =

⋃
f∈I

(
E \ f−1 {0}

)
duquel on peut extraire un sous-recouvrement fini,

E =

p⋃
k=1

(
E \ f−1

k {0}
)

où les fk pour 1 ≤ k ≤ p sont dans I, ce qui nous

donne Z (f1, · · · , fp) =
p⋂
k=1

f−1
k {0} = ∅ qui équivaut à (f1, · · · , fp) = C0 (E,R)

et impose I = C0 (E,R) .
4. Réciproquement, on suppose que Z (I) est non vide pour tout idéal propre

de C0 (E,R) . Soit E =
⋃
j∈J

Oj un recouvrement ouvert de E. Chaque fermé

Fj = E \ Oj s’écrit Fj = Z (Ij) , où Ij est un idéal de C0 (E,R) et en dési-

gnant par I l’idéal engendré par
⋃
j∈J

Ij (i. e. I =

{∑
finie

fj , où fj ∈ Ij

}
), on

a Z (I) =
⋂
j∈J

Z (Ij) =
⋂
j∈J

(E \ Oj) = ∅, donc I = C0 (E,R) et il existe

des indices jj , · · · , jp dans J tels que 1 =

k∑
k=1

fk, où fk ∈ Ijk . Il en résulte

que Z (f1, · · · , fp) =

p⋂
k=1

f−1
k {0} = ∅ et comme

p⋂
k=1

Z (Ijk) est contenu dans
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p⋂
k=1

f−1
k {0} , on a

p⋂
k=1

Z (Ijk) = ∅ et
p⋃
k=1

(E \ Z (Ijk)) =

p⋃
k=1

(E \ Fjk) =
p⋃
k=1

Ojk ,

ce qui nous donne un recouvrement ouvert fini de E. L’espace métrique E est
donc compact.

Exercice 3.8.

1. Montrer que Nil (A) = {a ∈ A, ∃n ∈ N∗ ; an = 0} est un idéal de A. Les
éléments de Nil (A) sont dits nilpotents et Nil (A) est le nilradical de A.

2. Montrer que la somme d’un élément nilpotent et d’un élément inversible
est inversible dans A.

3. Que vaut Nil
(

A
Nil (A)

)
?

4. Soit n ≥ 2 un entier naturel. Quels sont les éléments nilpotents de Z
nZ

?

5. Montrer que pour tout idéal I de A,
√
I = {a ∈ A, ∃n ∈ N ; an ∈ I} est

un idéal de A qui contient I. On dit que
√
I est le radical de I.

6. Que vaut
√
{0} ?

7. Montrer que
√√

I =
√
I et

√
I ∩ J =

√
I ∩

√
J pour I, J idéaux de A.

8. Soit p ≥ 2 un nombre premier. Que vaut
√
pZ ?

9. Soit n ≥ 2 un entier. Que vaut
√
nZ ?

Solution.
1. Comme 0 ∈ Nil (A) , cet ensemble est non vide. Pour tout a ∈ Nil (A) , il existe
n ∈ N∗ tel que an = 0 et on a (−a)n = (−1)

n
an = 0, donc −a ∈ Nil (A) . Pour

a, b dans Nil (A) et n,m dans N∗ tels que an = am = 0, on a :

(a+ b)
n+m

=

n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn+m−k = 0

(l’utilisation de la formule du binôme est justifiée par la commutativité de A
et pour 0 ≤ k ≤ n − 1, on a n + m − k ≥ m + 1, donc bn+m−k = 0 ; pour
n ≤ k ≤ n + m, on a ak = 0), donc a + b ∈ Nil (A) . En définitive Nil (A)
est un sous-groupe additif de A. Comme A est commutatif, pour a ∈ Nil (A) ,
n ∈ N∗ tel que an = 0 et b ∈ A, on a (ab)

n
= anbn = 0, donc ab ∈ Nil (A) . En

conclusion, Nil (A) est un idéal de A.
2. Soit (a, b) ∈ Nil (A) × A×. On a a + b = b (1− h) où h = −b−1a est nilpotent.

Il existe donc n ∈ N∗ tel que hn = 0 et on a (1− h)

n−1∑
k=0

hk = 1− hn = 1, donc

1− h est inversible et il en est de même de a+ b.

3. Si a ∈ Nil

(
A

Nil (A)

)
, il existe alors n ∈ N∗ tel que an = 0, donc an ∈ Nil (A)

et il existe m ∈ N∗ tel que (an)
m

= anm = 0 et a ∈ Nil (A) , soit a = 0. On a
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donc Nil

(
A

Nil (A)

)
=
{
0
}
, c’est-à-dire que 0 est l’unique élément nilpotent de

l’anneau quotient A
Nil (A)

.

4. Soit n =

r∏
k=0

pαk

k la décomposition de n ≥ 2 en facteurs premiers et m =

r∏
k=0

pk.

Pour q = max
1≤k≤r

αk, l’entier mq est divisible par n, donc mq = 0 et m est

nilpotent. On a donc (m) ⊂ Nil

(
Z
nZ

)
. Réciproquement si a est nilpotent, il

existe alors un entier q ∈ N∗ tel que aq = 0, ce qui signifie que aq est divisible
par n, donc par tous les pk et a est divisible par tous les pk, donc par le

produit m =

r∏
k=0

pk (les pk sont premiers deux à deux distincts). Il en résulte

que a ∈ (m) . En définitive, Nil

 Z
r∏

k=0

pαk

k Z

 =

(
r∏

k=0

pk

)
. Cet idéal est réduit

à
{
0
}

si, et seulement si, tous les αk sont égaux à 1.

5. Comme 0 ∈
√
A, cet ensemble est non vide. Pour tout a ∈

√
A, il existe n ∈ N

tel que an ∈ I et on a (−a)n = (−1)
n
an ∈ I, donc −a ∈

√
A. Pour a, b dans√

A et n,m dans N tels que an ∈ I et am ∈ I, on a :

(a+ b)
n+m

=

n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn+m−k ∈ I

(l’utilisation de la formule du binôme est justifiée par la commutativité de A
et pour 0 ≤ k ≤ n − 1, on a n + m − k ≥ m + 1, donc bn+m−k ∈ I ; pour
n ≤ k ≤ n + m, on a ak ∈ I), donc a + b ∈

√
A. En définitive

√
A est un

sous-groupe additif de A. Comme A est commutatif, pour a ∈
√
A, n ∈ N tel

que an ∈ I et b ∈ A, on a (ab)
n
= anbn ∈ I, donc ab ∈

√
A. En conclusion,

√
A

est un idéal de A. Il est clair que
√
I contient I (prendre n = 1).

6. Pour a ∈ A, on a :(
a ∈

√
{0}
)
⇔ (∃n ∈ N, an = 0) ⇔ (a ∈ Nil (A))

donc
√

{0} = Nil (A) .

7. On a déjà
√√

I ⊃
√
I. Pour a ∈

√√
I, il existe n ∈ N tel que an ∈

√
I, donc

il existe m ∈ N tel que (an)
m

= anm ∈ I et a ∈
√
I. Donc

√√
I =

√
I. On a√

I ∩ J ⊂
√
I ∩

√
J et pour a ∈

√
I ∩

√
J, il existe n,m dans N tels que an ∈ I

et am ∈ J, donc an+m ∈ I ∩ J et a ∈
√
I ∩ J. On a donc

√
I ∩ J =

√
I ∩

√
J.

8. Pour a ∈ Z, on a :(
a ∈

√
pZ
)
⇔ (∃n ∈ N, p divise an) ⇔ (p divise a) ⇔ (a ∈ pZ)

donc
√
pZ = pZ. Un idéal tel que

√
I = I est dit radical.
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9. Soit n =

r∏
k=0

pαk

k la décomposition de n ≥ 2 en facteurs premiers et m =

r∏
k=0

pk.

Pour q = max
1≤k≤r

αk, l’entier mq est divisible par n, donc mq ∈ nZ, soit m ∈
√
nZ

et mZ ⊂
√
nZ. Réciproquement si a ∈

√
nZ, il existe alors un entier q ∈ N tel

que aq ∈ nZ, ce qui signifie que aq est divisible par n, donc par tous les pk

et a est divisible par tous les pk, donc par le produit m =

r∏
k=0

pk (les pk sont

premiers deux à deux distincts). Il en résulte que
√
nZ ⊂ nZ et qu’on a l’égalité√(

r∏
k=0

pαk

k

)
Z =

(
r∏

k=0

pk

)
Z.

Exercice 3.9. Vérifier qu’un idéal premier n’est pas nécessairement maxi-
mal et que si p est irréductible dans A intègre, l’idéal (p) n’est pas néces-
sairement maximal.

Solution. Dans un anneau A intègre, l’idéal {0} est premier non maximal en gé-

néral (prendre A = Z). L’idéal (X) est premier dans Z [X] car Z [X]

(X)
est isomorphe

à Z qui est intègre et comme Z n’est pas un corps, (X) n’est pas maximal. On
peut aussi considérer l’anneau R [X,Y ] où l’idéal (X) est premier non maximal. Si,
pour p irréductible, (p) est maximal, il est alors premier et p est premier. Comme
un élément irréductible n’est pas nécessairement premier (par exemple on a vu
avec l’exercice 3.2 que, pour n ≥ 3, 2 est irréductible non premier dans Z [i

√
n]),

le fait que p soit irréductible n’entraîne pas nécessairement que (p) soit maximal.

Exercice 3.10. On suppose que A est fini.

1. Montrer qu’un élément non nul de A est soit inversible, soit un diviseur
de zéro. En déduire qu’un anneau commutatif et unitaire qui est fini est
intègre si, et seulement si, c’est un corps.

2. Montrer que dans un anneau fini tout idéal premier est maximal.

Solution.

1. Pour a ∈ A\{0} , l’application µa : x 7→ ax est un morphisme du groupe additif
(A,+) et on a deux possibilités.

• Soit µa est surjectif et dans ce cas le neutre 1 pour le produit a un anté-
cédent a′, donc aa′ = 1 et a est inversible dans A.

• Soit µa est non surjectif et dans ce cas il est non injectif puisque A est fini,
donc ker (µa) 6= {0} et il existe b ∈ A \ {0} tel que ab = 0, ce qui signifie
que a est un diviseur de 0.

Par exemple, un élément de Z
nZ

\
{
0
}

est soit inversible, soit un diviseur de 0.
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Dans le cas où A est fini et intègre, il est sans diviseurs de zéro, donc tous ses
éléments non nuls sont inversibles et c’est un corps. Réciproquement, un corps
est toujours intègre.

2. Si I est un idéal premier de A, l’anneau A
I

est intègre et comme il est fini, c’est
un corps et I est maximal.
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4
Anneaux principaux (nou-
velle version du 12/11/2024)

On garde les notations et conventions du chapitre 3.

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1. On dit que l’anneau A est principal, s’il est intègre et si
tout idéal de A est principal (i. e. de la forme (a) = {qa, q ∈ A}).

Exemples 4.1
• Un corps est un anneau principal (les idéaux sont (0) et (1)).
• En utilisant le théorème de division euclidienne, on vérifie que l’anneau Z

des entiers relatifs, l’anneau D des nombres décimaux, l’anneau K [X] des
polynômes à coefficients dans un corps commutatif K, les anneaux Z [i] et
Z
[
i
√
2
]

sont principaux (théorèmes 5.5, 4.1, ??, et 5.9).

Les anneaux euclidiens qui sont des exemples importants d’anneaux principaux
sont étudiés au chapitre 5.

Avec le théorème ??, nous verrons que pour A intègre, l’anneau A [X] est prin-
cipal si, et seulement si, A est un corps.

Exemples 4.2
• Z [X] n’est pas principal (voir l’exercice 4.1 pour une preuve directe de ce

résultat).
• K [X,Y ] = K [X] [Y ] n’est pas principal puisque K [X] n’est pas un corps (X

qui est non nul ne peut être inversible dans K [X] \ {0} à cause des degrés).

Le caractère principal de l’anneau D des nombres décimaux peut se déduire du
résultat suivant conséquence du caractère principal de Z.

Théorème 4.1.

Tout sous-anneau du corps Q des nombres rationnels est principal.
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Démonstration Tout sous-anneau A de Q contient Z puisqu’il est unitaire. Soit
I un idéal de A non réduit à {0} (le résultat est trivial si I = {0}). L’intersection
I ∩ Z est un idéal de Z, donc principal et il existe un entier a tel que I ∩ Z = aZ
(a = min (I ∩ N∗)). Comme a ∈ I, on a (a) = aA ⊂ I. Tout élément r de I ⊂ Q
s’écrit r =

p

q
avec p et q premiers entre eux et qr = p ∈ I ∩ Z (r est dans I et q

dans Z ⊂ A), il existe donc un entier k tel que qr = ka, ce qui donne r = ka

q
=
k

q
a.

Par ailleurs le théorème de Bézout nous dit qu’il existe deux entiers u et v tels que
up+ vq = 1, donc 1

q
= ur + v ∈ A (v ∈ Z ⊂ A et r ∈ I, donc ur ∈ I ⊂ A), k

q
∈ A

et r = k

q
a ∈ (a) = aA. Donc I = (a) et A est principal.

Le caractère principal de l’anneau D des nombres décimaux peut aussi se déduire
du résultat plus général suivant relatif à l’anneau localisé S−1A de A associé à une
partie multiplicative S de A∗ (i. e. telle que pour tout (a, b) ∈ S2, ab ∈ S).

Théorème 4.2.

Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions et S une partie
multiplicative de A∗ qui contient 1. L’ensemble :

S−1A =
{a
s
, a ∈ A et s ∈ S

}
est un sous-anneau du corps K qui contient A et si A est principal, il en
est alors de même de S−1A.

Démonstration Comme 1 ∈ S, on a a =
a

1
∈ S−1A pour tout a ∈ A.

Pour tous x =
a

s
et y =

b

t
dans S−1A avec a, b dans A et s, t dans S, on a

x− y =
at− bs

st
∈ S−1A et xy =

ab

st
∈ S−1A puisque S est stable pour le produit

et contenue dans A. Donc S−1A est bien un sous-anneau de K qui contient A.
Pour A principal, si J un idéal de S−1A, l’ensemble :

I =
{
a ∈ A, ∃s ∈ S tel que a

s
∈ J

}
est alors un idéal de A contenu dans J. En effet, 0 ∈ I, donc I est non vide et pour
a ∈ I et s ∈ S tel que a

s
∈ J, on a a =

a

s
s ∈ J puisque J est un idéal, donc I ⊂ J.

Pour a, b dans I et s, t dans S, tels que a

s
et b

s
soient dans J, on a a

st
=
a

s

1

t
∈ J

et b

st
=
b

t

1

s
∈ J puisque J est un idéal, ce qui nous donne a− b

st
=

a

st
− b

st
∈ J,

donc a− b ∈ I et I est un sous-groupe additif de A. Enfin, pour tout c ∈ A, on a
ac

s
=
a

s
c ∈ J, donc ac ∈ I et I est un idéal de A. Comme A est principal, il existe

a0 ∈ A tel que I = (a0) et
(
S−1A

)
· a0 ⊂ J (puisque a0 ∈ I ⊂ J et J est un idéal).
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Enfin, pour x =
a

s
dans J avec a ∈ A et s ∈ S, on a a ∈ I, donc a = qa0 avec

q ∈ A et x =
q

s
a0 ∈

(
S−1A

)
· a0. En conclusion, J =

(
S−1A

)
· a0 est principal.

Exemples 4.3

• Pour A = Z et S = {10n, n ∈ N} , on retrouve l’anneau principal des
nombres décimaux.

• Pour A = K [X] où K est un corps commutatif et S = {Xn, n ∈ N} , on

déduit que l’anneau D =

{
P (X)

Xn
, P ∈ K [X] et n ∈ N

}
est principal.

Le résultat qui suit peut être utilisé pour montrer qu’un anneau est principal.
Voir l’exercice 4.3 pour deux exemples.

Lemme 4.1 Si l’anneau A est isomorphe à un anneau B principal il est alors
principal.

Démonstration Soient B un anneau principal et φ : A → B un isomorphisme
d’anneaux. Si I est un idéal de A, son image φ (I) est alors un idéal de B (φ est
surjectif, lemme 3.3) et il existe b = φ (a) ∈ B tel que φ (I) = φ (a) · B. Comme
φ est un isomorphisme d’anneaux, on a I = φ−1 (φ (I)) = φ−1 (φ (a)) = a · A.
L’anneau A est donc principal.

On désigne par K [[X]] l’ensemble des séries formelles à une indéterminée et à
coefficients dans un corps commutatif K.

On rappelle qu’une série formelle à une indéterminée à coefficients dans K est
une suite (an)n∈N d’éléments de K. On note

∑
n∈N

anX
n une telle série formelle.

On définit une addition et une multiplication sur K [[X]] par :

∑
n∈N

anX
n+
∑
n∈N

bnX
n =

∑
n∈N

(an + bn)X
n,

(∑
n∈N

anX
n

)(∑
n∈N

bnX
n

)
=
∑
n∈N

cnX
n

où cn =

n∑
k=0

akbn−k pour tout n ∈ N. On vérifie facilement que K [[X]] muni de ces

lois est un anneau commutatif qui contient K [X] .

On définit la valuation d’une série formelle S =
∑
n∈N

anX
n par :

val (S) =

{
+∞ si S = 0K
min {n ∈ N, an 6= 0K} si S 6= 0K

On vérifie facilement que pour toutes séries formelles S, T, on a :

val (S + T ) ≥ min (val (S) , val (T )) et val (ST ) = val (S) + val (T )

et on en déduit que K [[X]] est intègre.
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Lemme 4.2 Soient S =
∑
n∈N

anX
n et T =

∑
n∈N

bnX
n deux séries formelles avec

val (T ) = 0 (soit b0 6= 0K). Pour tout entier naturel n, il existe un unique couple
(Qn, Rn) ∈ Kn [X]×K [[X]] tel que S = TQn +Xn+1Rn.

Démonstration Pour montrer l’existence du couple (Qn, Rn) , on raisonne par
récurrence sur n ≥ 0. Pour n = 0, il suffit d’écrire :

S = a0 +X

+∞∑
n=1

anX
n−1 =

a0
b0

∑
n∈N

bnX
n +X

+∞∑
n=1

(
an − a0

b0
bn

)
Xn−1

= TQ0 +XR0

en notant Q0 =
a0
b0

et R0 =
∑
n∈N

(
an+1 −

a0
b0
bn+1

)
Xn. Supposant le résultat

acquis pour n ≥ 0, on a S = TQn+Xn+1Rn et Rn = αnT +XSn avec αn ∈ K et
Sn ∈ K [[X]] , ce qui nous donne :

S = TQn +Xn+1 (αnT +XSn) = T
(
Qn + αnX

n+1
)
+Xn+2Sn

= TQn+1 +Xn+2Rn+1

avec Qn+1 = Qn + αnX
n+1 ∈ Kn+1 [X] et Rn+1 = Sn ∈ K [[X]] . Pour l’unicité, il

suffit de montrer que si TQn+Xn+1Rn = 0K avec (Qn, Rn) ∈ Kn [X]×K [[X]] , on
a alors Qn = 0K et Rn = 0K. Supposons que TQn+Xn+1Rn = 0K. Si Qn 6= 0K, on
a alors Rn 6= 0K (K [[X]] est intègre), val (TQn) = val (T )+val (Qn) = val (Qn) ≤ n
et val

(
−Xn+1Rn

)
= n + 1 + val (Rn) ≥ n + 1, ce qui est en contradiction avec

TQn = −Xn+1Rn. On a donc Qn = 0K et Rn = 0K.

Dans le cas où S et T sont des polynômes, avec T (0) 6= 0K, on retrouve le
théorème de division suivant les puissances croissantes dans K [X] .

Lemme 4.3 Le groupe des éléments inversibles de K [[X]] est :

(K [[X]])
×
= {S ∈ K [[X]] , val (S) = 0}

Démonstration Si S =
∑
n∈N

anX
n ∈ K [[X]] est inversible, il existe alors une série

formelle T =
∑
n∈N

bnX
n ∈ K [[X]] telle que ST = 1K et on a en particulier a0b0 = 1K,

ce qui impose a0 6= 0K et signifie que val (S) = 0. Réciproquement, si val (S) = 0,
pour tout n ∈ N, on peut trouver un unique couple (Qn, Rn) ∈ Kn [X] × K [[X]]

tel que 1K = SQn +Xn+1Rn (lemme 4.2). En écrivant Qn (X) =

n∑
k=0

bn,kX
k, on a

pour m > n ≥ 0 :

1K = SQm +Xm+1Rm

= S

(
n∑
k=0

bm,kX
k

)
+Xn+1

(
S

m∑
k=n+1

bm,kX
k−n−1 +Xm−nRm

)
= SQn +Xn+1Rn
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et avec l’unicité d’une telle décomposition, on déduit que Qn =

n∑
k=0

bm,kX
k, soit

bm,k = bn,k pour tout k compris entre 0 et n. En notant bk = bk,k pour tout k ≥ 0,

on a bn,k = bk,k = bk pour tout k compris entre 0 et n et Qn (X) =

n∑
k=0

bkX
k, la

suite (bk)k∈N étant uniquement déterminée. Les relations 1K = SQn + Xn+1Rn
pour n ≥ 0 nous donne a0b0 = 1K et pour n ∈ N∗, le coefficient de Xn est
n∑
k=0

akbn−k = 0K, donc en notant T =
∑
n∈N

bnX
n, on a ST = 1K et T est l’inverse

de S dans K [[X]] .

Théorème 4.3.

L’anneau K [[X]] est principal. Plus précisément, les idéaux non réduit
à {0} de K [[X]] sont de la forme (Xn) = Xn ·K [[X]] .

Démonstration Soit I un idéal de l’anneau K [[X]] non réduit à {0} . L’ensemble
{val (S) , S ∈ I \ {0}} étant une partie non vide de N, elle admet un plus petit
élément, c’est-à-dire qu’il existe S0 ∈ I \{0} tel que n = val (S0) = min

S∈I\{0}
val (S) .

Une telle série est de la forme S0 =
∑
k≥n

akX
k = Xn

∑
k≥0

an+kX
k avec an 6= 0,

donc S =
∑
k≥0

an+kX
k est de valuation nulle, c’est-à-dire inversible et Xn = S0S

−1

est dans I. On a donc (Xn) ⊂ I. Si S ∈ I \ {0} , on a alors val (S) ≥ n, donc
S = Xn

∑
k≥0

bn+kX
k ∈ (Xn) . Il en résulte que I ⊂ (Xn) et I = (Xn) . L’anneau

K [[X]] est donc principal.
Au paragraphe 5 nous verrons que K [[X]] est euclidien.
Le lemme qui suit nous donne une description des éléments irréductibles d’un

anneau principal, cette caractérisation pouvant être utilisée pour vérifier qu’un
anneau n’est pas principal.

Lemme 4.4 Soit A un anneau principal.
1. Un élément p∈ A∗ \ A× est irréductible si, et seulement si, il est premier.
2. Pour tout p∈ A∗ \ A×, on a :

((p) premier) ⇔ (p premier) ⇔ (p irréductible) ⇔ ((p) maximal)

Démonstration On sait déjà que pour A intègre (non nécessairement principal),
un élément premier est irréductible (lemme 3.1) et qu’un élément p de A est premier
si, et seulement l’idéal (p) est premier (théorème 3.5).
1. Soient A principal et p ∈ A∗ \ A× irréductible qui divise ab. Comme l’anneau
A est principal, l’idéal I = (p, a) est engendré par un élément δ (δ est un pgcd
de p et a dans A), soit I = (δ) . De p ∈ I, on déduit que δ divise p, donc δ est
soit inversible, soit associé à p, puisque p est irréductible. Dans le cas où δ est
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inversible, on a (δ) = A, donc 1 ∈ I, soit 1 = up+ va avec u, v dans A et p divise
b = upv + abv. Dans le cas où δ est associé à p, on a (δ) = (p) , donc a ∈ (p) et p
divise a.
2. Si (p) maximal, il alors premier (théorème 3.5), donc p est premier et irréduc-

tible.
3. Il reste à montrer que si p ∈ A est irréductible, alors l’idéal (p) est maximal.

Un élément irréductible p de A est non inversible, donc (p) 6= A. Si J = (a) est
un idéal de A (qui est principal) qui contient (p) , a divise alors p et on a soit a
inversible, donc J = A, soit a associé à p et J = (p) . L’idéal (p) est donc maximal.

L’implication « A [X] principal entraîne A est un corps » du théorème ?? peut
se montrer comme suit en utilisant le résultat précédent. Si A [X] est principal, il
est alors intègre, donc A est intègre. L’application φ : P ∈ A [X] 7→ P (0) ∈ A est

un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est ker (φ) = (X) , donc A [X]

(X)
est isomorphe à A et cet anneau quotient est intègre, ce qui revient à dire que (X)
est premier donc maximal puisque A [X] est principal, ce qui revient aussi à dire

que A [X]

(X)
est un corps et il en est de même de A.

Exemple 4.1 Les anneaux Z [i
√
n] ne sont pas principaux pour n ≥ 3, puisque 2

y est irréductible non premier (voir l’exercice 3.2).

Du théorème 3.8, on déduit le suivant.

Théorème 4.4.

Un anneau principal est factoriel.

Démonstration Soit A un anneau principal. Le lemme 4.4 nous dit que les
irréductibles de A sont les éléments premiers. Il suffit donc d’après le théorème 3.8
de montrer que toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire.
Soit (a0) ⊂ (a1) ⊂ · · · ⊂ (an) ⊂ · · · une suite croissante d’idéaux de A. Comme

I =

+∞⋃
k=0

(ak) est un idéal de l’anneau principal A, il existe un élément a de A tel

que I = (a) . En désignant par n0 le plus petit entier naturel tel que a ∈ (an0) , on
a I = (a) ⊂ (an0) ⊂ I et I = (an0) . Il en résulte que pour tout entier naturel p,
on a an0+p ∈ (an0) , donc (an0+p) ⊂ (an0) ⊂ (an0+p) et (an0+p) = (an0) . La suite
((ak))k∈N est donc stationnaire.

Le lemme qui suit nous dit qu’il existe des anneaux non principaux, dont tous
les idéaux sont principaux.

Lemme 4.5 Soient A un anneau principal et I = (a) un idéal non trivial de A

( i. e. I 6= {0} et I 6= A). Tous les idéaux de A
I

sont principaux de la forme
(
b
)

où

b ∈ A est un diviseur de a et l’anneau A
(a)

est principal si, et seulement si, a est

premier ou encore irréductible.
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Démonstration Soit I = (a) un idéal de l’anneau principal A avec a 6= 0 et a

non inversible. Si J est un idéal de A
I
, en désignant par πI la surjection canonique

de A sur A
I
, π−1

I (J) est un idéal de A qui contient I, donc π−1
I (J) = (b)⊃ (a) et b

divise a. De plus, comme πI est surjectif, on a J = πI
(
π−1
I (J)

)
= πI (bA) =

(
b
)
.

Tous les idéaux de A
I

=
A
(a)

sont donc principaux de la forme
(
b
)

où b ∈ A est un

diviseur de a. L’anneau A
I

est donc principal si, et seulement si, il est intègre, ce
qui revient à dire que l’idéal I = (a) est premier, ce qui revient à dire que a est

premier, ou encore irréductible, ou encore que (p) est maximal, ou encore que A
I

est un corps (lemme 4.4).

Pour I = {0} , A
I

⋍ A est principal et pour I = A,
A
I

=
{
0
}
.

4.2 Anneaux à pgcd

Pour ce paragraphe, l’anneau A est supposé intègre.

Définition 4.2. Soient r ∈ N \ {0, 1} et a1, · · · , ar des éléments de A∗. On
dit que ces éléments admettent un plus grand commun diviseur s’il existe
δ ∈ A∗ tel que :{

∀k ∈ {1, · · · , r} , δ divise ak
tout diviseur commun à a1, · · · , ar divise δ (4.1)

Lemme 4.6 Deux plus grands communs diviseurs d’une famille (ai)1≤i≤r d’élé-
ments de A∗ sont associés.

Démonstration Si δ et δ′ sont deux plus grands communs diviseurs de a1, · · · , ar,
on a alors δ qui divise δ′ et δ′ qui divise δ, donc δ et δ′ sont associés.

En cas d’existence, on note pgcd (a1, · · · , ar) ou a1 ∧ · · · ∧ ar un plus grand
commun diviseur de a1, · · · , ar, c’est un élément de A∗ défini à association près.

Pour a ∈ A∗ et b ∈ A×, on a pgcd (a, b) ∈ A×.
Pour toute permutation σ de {1, · · · , r} , on a en cas d’existence :

pgcd (a1, · · · , ar) = pgcd
(
aσ(1), · · · , aσ(r)

)
(commutativité du pgcd).

Définition 4.3. On dit que l’anneau A est un anneau à pgcd si deux
éléments quelconques a, b de A∗ admettent un pgcd .

Si A est un anneau à pgcd, alors toute famille {a1, · · · , ar} de r ≥ 2 éléments de
A∗ admet un pgcd . En effet, c’est vrai pour r = 2 et supposant le résultat acquis
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pour r ≥ 2, δ = pgcd (pgcd (a1, · · · , ar) , ar+1) est un pgcd de a1, · · · , ar+1. En
effet, δ divise pgcd (a1, · · · , ar) et ar+1, donc il divise tous les ak pour 1 ≤ k ≤ r+1.

Si d est un diviseur commun à a1, · · · , ar+1, c’est aussi un diviseur commun à
a1, · · · , ar, donc il divise pgcd (a1, · · · , ar) et comme il divise ar+1, il divise δ. On
a donc pgcd (a1, · · · , ar, ar+1) = pgcd (pgcd (a1, · · · , ar) , ar+1) à une unité près
(associativité du pgcd).

Théorème 4.5.

Un anneau principal A est un anneau à pgcd . Précisément, pour toute
famille {a1, · · · , ar} de r ≥ 2 éléments de A∗, il existe un élément δ de A∗

tel que (a1, · · · , ar) = (δ) et cet élément s’écrit δ =
r∑

k=1

ukak, où u1, · · · , ur

sont des éléments de A et δ est un pgcd de a1, · · · , ar.

Démonstration Un anneau principal est intègre. L’existence de δ se déduit du
fait que (a1, · · · , ar) est un idéal de l’anneau principal A.

Comme δ ∈ (δ) = (a1, · · · , ar) , il existe (uk)1≤k≤r ∈ Ar tel que δ =

r∑
k=1

ukak.

De (ak) ⊂ (δ) pour tout k compris entre 1 et r, on déduit que δ divise ak. Si d ∈ A

est un diviseur commun aux ak, il divise aussi δ =
r∑

k=1

ukak.

La relation δ =

r∑
k=1

ukak est l’identité de Bézout.

Nous verrons qu’un anneau euclidien est principal, donc à pgcd (théorème 5.1)
et que l’on dispose dans un tel anneau de l’algorithme d’Euclide pour obtenir le
pgcd de deux éléments non nuls. Cet algorithme permet également de déterminer
u et v dans A tels que au+ bv = a ∧ b (paragraphe 5.2).

Lemme 4.7 Soient A un anneau factoriel et a, b deux éléments non nuls et non

inversibles de A. En notant a = u

r∏
k=1

pmk

k , b = v

r∏
k=1

pnk

k , les décompositions de a

et b en facteurs irréductibles, où u et v sont inversibles, les pk sont irréductibles
deux à deux non associés et les nk, mk sont des entiers naturels (certains de ces
entiers pouvant être nuls), on a :

(a divise b) ⇔ (∀k ∈ {1, · · · , r} , mk ≤ nk)

Démonstration Dire que a divise b équivaut à dire qu’il existe q1 ∈ A∗ tel
que b = aq1. Si q1 est inversible, a et b sont alors associés et mk = nk pour
tout entier k compris entre 1 et r. Sinon, les facteurs irréductibles de q1 sont

dans ceux de b et en écrivant q1 =

r∏
k=1

pskk où les sk sont des entiers naturels,

on a b = v

r∏
k=1

pnk

k = u

r∏
k=1

pmk+sk
k et de l’unicité de la décomposition en facteurs
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irréductibles, on déduit que nk = mk + sk ≥ mk pour 1 ≤ k ≤ r. La réciproque
est évidente.

Théorème 4.6.

Un anneau factoriel A est à pgcd . Plus précisément, pour a = u

r∏
k=1

pmk

k ,

b = v

r∏
k=1

Pnk

k dans A∗ \A×, où u, v sont inversibles, les pk sont irréductibles

deux à deux non associés et les nk, mk sont des entiers naturels (certains

de ces entiers pouvant être nuls), on a a ∧ b =
r∏

k=1

p
min(mk,nk)
k .

Démonstration Un anneau factoriel est intègre et le lemme précédent nous dit

que δ =
r∏

k=1

p
min(mk,nk)
k divise a et b. Si d est un diviseur de a et b, il s’écrit sous la

forme d =

r∏
k=1

pskk où les sk sont des entiers naturels tels que sk ≤ mk et sk ≤ nk

pour tout k compris entre 1 et r, on a donc sk ≤ min (mk, nk) pour tout k compris
entre 1 et r et d divise δ. En conclusion, δ est bien un pgcd de a et b.

Remarque 4.1 Du théorème précédent, on déduit que dans un anneau factoriel,
pour tous λ, a0, · · · , an dans A∗, on a pgcd (λa0, · · · , λan) = λ pgcd (a0, · · · , an)
(homogénéité du pgcd).

Définition 4.4. Soient r ∈ N \ {0, 1} et a1, · · · , ar des éléments tous non
nuls dans un anneau à pgcd A. On dit que a1, · · · , ar sont premiers entre
eux dans leur ensemble (ou étrangers) si leur pgcd est dans A×. Pour r = 2,
on dira simplement que a1 et a2 sont premiers entre eux.

Comme, dans un anneau à pgcd, tout élément associé à un pgcd de a1, · · · , ar
est aussi un pgcd de a1, · · · , ar et considérant que 1 est associé à tout élément
inversible de A, on peut écrire que a1, · · · , ar sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, pgcd (a1, · · · , ar) = 1.

Théorème 4.7.

Soient r ∈ N \ {0, 1} , a1, · · · , ar des éléments tous non nuls dans un
anneau à pgcd A. En désignant par d un diviseur commun à a1, · · · , ar et
en écrivant ak = dαk pour tout k compris entre 1 et r, on a :

(d = pgcd (a1, · · · , ar)) ⇔ (pgcd (α1, · · · , αr) = 1)
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Démonstration Si d est un pgcd de (ai)1≤i≤r , en notant δ′ = pgcd (αi)1≤i≤r ,
on a alors ak = dαk = dδ′βk pour tout k compris entre 1 et r, donc dδ′ est un
diviseur commun des ak et en conséquence il divise d, ce qui impose δ′ ∈ A×.
Réciproquement, on suppose que pgcd (αi)1≤i≤r = 1. Comme d est un diviseur
commun des ak, il divise δ = pgcd (ai)1≤i≤r , donc δ = qd. En écrivant que
ak = δβk = qdβk = dαk pour tout k compris entre 1 et r, on a qβk = αk, donc
q est un diviseur commun aux αk et nécessairement il est inversible puisque les
αk sont premiers entre eux. En définitive d et δ sont associés et d est un pgcd
de a1, · · · , ar.

Le théorème précédent dit en particulier que pour α1, · · · , αr premiers entre
eux dans un anneau à pgcd A, on a pour tout d ∈ A∗, pgcd (dα1, · · · , dαr) = d, ce
qui se déduit aussi de l’homogénéité du pgcd .

Théorème 4.8. Gauss

Deux élément non nuls a et b d’un anneau à pgcd A sont premiers entre
eux si, et seulement si, pour tout c ∈ A∗, a divise bc entraîne que a divise c.

Démonstration Soient a et b premiers entre eux dans A. Pour c ∈ A∗, on a
pgcd (ac, bc) = c, donc si a divise bc, c’est alors un diviseur commun à ac et bc et
en conséquence un diviseur de leur pgcd qui vaut c.

Réciproquement, on suppose que pour tout c ∈ A∗, si a divise bc il divise
alors c. Soit d un diviseur commun de a et b avec a = dα et b = dβ. Comme d
divise αb = αdβ = aβ, il divise α, soit a = dα divise α et d est inversible. En
conclusion a et b sont premiers entre eux.

Des résultats qui précèdent, on peut déduire qu’un anneau à pgcd est un anneau
à ppcm et réciproquement.

Définition 4.5. Soient r ∈ N \ {0, 1} et a1, · · · , ar des éléments de A∗.
On dit que ces éléments admettent un plus petit commun multiple s’il existe
µ ∈ A∗ tel que :{

∀k ∈ {1, · · · , r} , µ est multiple de ak
tout multiple commun à a1, · · · , ar est multiple de δ

Lemme 4.8 Deux plus petit communs multiples d’une famille {a1, · · · , ar} d’élé-
ments de A∗ sont associés.

Démonstration Si µ et µ′ sont deux plus petit communs multiples de a1, · · · , ar,
on a alors µ qui divise µ′ et µ′ qui divise µ, donc µ et µ′ sont associés.

En cas d’existence, on note ppcm (a1, · · · , ar) ou a1 ∨ · · · ∨ ar un plus petit
commun multiple de a1, · · · , ar, c’est un élément de A∗ défini à association près.

Pour a ∈ A∗ et b ∈ A×, on a ppcm (a, b) = a.
Pour toute permutation σ de {1, · · · , r} , on a en cas d’existence :

ppcm (a1, · · · , ar) = ppcm
(
aσ(1), · · · , aσ(r)

)
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(commutativité du ppcm).
Comme pour le pgcd, on vérifie l’associativité du ppcm :

ppcm (a1, · · · , ar, ar+1) = ppcm (ppcm (a1, · · · , ar) , ar+1)

Théorème 4.9.

L’anneau A est à pgcd si, et seulement si, deux éléments quelconques a, b
de A∗ admettent un ppcm . Dans ce cas, on a ab = pgcd (a, b) · ppcm (a, b)
à une unité près.

Démonstration Supposons que l’anneau A soit à pgcd . En notant, pour a, b

dans A∗, δ = pgcd (a, b) , a = δα et b = δβ, on vérifie que µ =
ab

δ
= δαβ est un

ppcm de a et b. Tout d’abord, µ = δαβ = aβ = αb est multiple commun de a et b.
Si m est multiple commun de a et b, on a alors m = ua = vb, soit uδα = vδβ et
uα = vβ, donc α divise vβ en étant premier avec β, ce qui impose qu’il divise v, ce
qui nous donne v = αw et m = vb = wαb = wµ est multiple de µ. En conclusion
µ =

ab

δ
est un ppcm de a et b et ab = δµ = pgcd (a, b) · ppcm (a, b) à une unité

près. Réciproquement, supposons que tout couple (a, b) d’éléments de A∗ admette
un ppcm µ. Comme ab est multiple commun de a et b, il existe δ ∈ A∗ tel que
ab = δµ. On vérifie alors que δ est un pgcd de a et b. Comme µ est multiple de
a, on a ab = δµ = δua, soit b = δu et δ divise b. De façon analogue, on voit
que δ divise a. Soit d un diviseur commun de a et b avec a = dα, b = dβ, donc
dαβ = aβ = αb est multiple commun de a et b, ce qui entraîne qu’il est multiple
de µ, soit dαβ = wµ et δµ = ab = dwµ, donc δ = dw, c’est-à-dire que d divise δ.

Dans le cas d’un anneau principal A, on a le résultat important suivant qui
permet de caractériser les éléments premiers entre eux.

Théorème 4.10. Bézout

Soient r ∈ N\{0, 1} et a1, · · · , ar des éléments tous non nuls dans anneau
principal A. Ces éléments sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et

seulement si, il existe (uk)1≤k≤r ∈ Ar tel que
r∑

k=1

ukak = 1.

Démonstration L’égalité de Bézout pour le pgcd dans un anneau principal nous
donne la condition est nécessaire. Réciproquement s’il existe u1, · · · , up dans A tels

que
r∑

k=1

ukak = 1, on en déduit alors que δ = a1∧· · ·∧ar, qui divise tous les ak, va

diviser 1 =

r∑
k=1

ukak, ce qui signifie qu’il est inversible, c’est-à-dire que a1, · · · , ar

sont premiers entre eux dans leur ensemble.
De ce théorème, on déduit simplement quelques conséquences tout aussi impor-

tantes, certains de ces résultats étant déjà vus dans le cas d’un anneau à pgcd .
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Corollaire 4.1. Soient a, b, c non nuls dans un anneau principal A. Si c
est premier avec a alors a ∧ b = a ∧ (bc) (le pgcd de deux éléments est
inchangé si on multiplie l’un d’eux par un élément premier avec l’autre).

Démonstration Soient δ = a ∧ b et δ′ = a ∧ (bc) . Comme δ divise a et b, il
divise a et bc ainsi que leur pgcd δ′. De au+ cv = 1, on déduit que abu+ bcv = b
et δ′ qui divise a et bc va diviser a et b ainsi que leur pgcd δ. En définitive δ et δ′
sont associés, ce qui signifie que a ∧ b = a ∧ (bc) .

Corollaire 4.2. Soient a1, · · · , ar (avec r ≥ 2) et c tous non nuls dans
un anneau principal A. Si c est premier avec chacun des ak, pour tout k

compris entre 1 et r, il est alors premier avec leur produit
r∏

k=1

ak.

Démonstration En utilisant le corollaire précédent, on a :

c ∧
r∏

k=1

ak = c ∧

(
a1

r∏
k=2

ak

)
= c ∧

r∏
k=2

ak

puisque a1 est premier avec c et par récurrence finie, on déduit que :

c ∧
r∏

k=1

ak = c ∧
r∏

k=2

ak = c ∧
r∏

k=3

ak = · · · = c ∧ ar = 1

puisque chaque ak, pour k compris entre 1 et r, est premier avec c.

Corollaire 4.3. (Gauss) Soient a, b, c non nuls dans un anneau princi-
pal A. Si a divise bc et a est premier avec b alors a divise c.

Démonstration Comme a et b sont premiers entre eux, il existe u, v dans A tels
que au+bv = 1A et pour tout c ∈ A, on a acu+bcv = c, de sorte que si a divise bc,
il va alors diviser c = acu+ bcv.

Théorème 4.11.

Soient r ∈ N \ {0, 1} , a1, · · · , ar des éléments tous non nuls dans un an-
neau principal A et δ = a1∧ · · ·∧ar. Il existe des éléments de A, a′1, · · · , a′r
premiers entre eux dans leur ensemble, tels que ak = δa′k pour tout k com-
pris entre 1 et r.



Le théorème chinois 115

Démonstration Comme, pour tout k compris entre 1 et r, δ divise ak, il existe

a′k ∈ A∗ tel que ak = δa′k et on a δ =

r∑
k=1

ukak = δ

r∑
k=1

uka
′
k avec δ 6= 0, ce qui

entraîne
r∑

k=1

uka
′
k = 1.

On peut aussi justifier l’existence du ppcm dans un anneau principal en utilisant
les idéaux.

Théorème 4.12.

Soient r ∈ N \ {0, 1} et a1, · · · , ar des éléments tous non nuls dans un
anneau principal A. Il existe µ dans A tel que (a1) ∩ · · · ∩ (ar) = (µ) et µ
est ppcm de a1, · · · , ar.

Démonstration L’existence de µ se déduit du fait que (a1) ∩ · · · ∩ (ar) est un
idéal de l’anneau principal A. Comme µ ∈ (µ) ⊂ (ak) pour tout k compris entre 1
et r, µ est multiple commun des ak. Si m est un multiple commun de tous les ak,
il est alors dans l’idéal (a1) ∩ · · · ∩ (ar) = (µ) , donc multiple de µ.

Corollaire 4.4. Soient r ∈ N \ {0, 1} et a1, · · · , ar des éléments tous non
nuls dans un anneau principal A. Si les ak, pour k compris entre 1 et r,

sont deux à deux premiers entre eux, on a alors ppcm (a1, · · · , ar) =
r∏

k=1

ak

à une unité près.

Démonstration Il s’agit de montrer que pour a1, · · · , ar deux à deux premiers

entre eux, on a
r⋂

k=1

(ak) =

(
r∏

k=1

ak

)
, ce qui peut se faire par récurrence sur r ≥ 2.

Comme a1a2 est multiple de a1 et a2, on a toujours (a1a2) ⊂ (a1) ∩ (a2) . Tout
a dans (a1) ∩ (a2) s’écrit a = q1a1 = q2a2, donc a1 divise q2a2 en étant premier
avec a2, ce qui impose que a1 divise q2, soit q2 = q3a1 et a = q2a2 = q3a1a2
est dans (a1a2) , ce qui nous donne l’égalité (a1a2) = a (a1) ∩ (a2) . Supposant le
résultat acquis pour r ≥ 2, soient a1, · · · , ar+1 deux à deux premiers entre eux
dans A∗. Comme ar+1 est premier avec tous les ak, pour k compris entre 1 et r, il

est premier avec le produit
r∏

k=1

ak et

(
r+1∏
k=1

ak

)
=

(
r∏

k=1

ak

)
∩ (ar+1) =

r+1⋂
k=1

(ak) .

4.3 Le théorème chinois
Pour ce paragraphe, l’anneau A est supposé principal, on se donne une suite

(aj)1≤j≤r de r ≥ 2 éléments non nuls et non inversibles de A et on note a =

r∏
j=1

aj .
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Pour tout indice j compris entre 1 et r, πj désigne la surjection canonique de A

sur l’anneau quotient A
(aj)

.

Le produit cartésien
r∏
j=1

A
(aj)

est naturellement muni d’une structure d’anneau

commutatif unitaire avec les lois + et · définies par :{
(πj (xj))1≤j≤r + (πj (yj))1≤j≤r = (πj (xj + yj))1≤j≤r
(πj (xj))1≤j≤r · (πj (yj))1≤j≤r = (πj (xj · yj))1≤j≤r

On note π la surjection canonique de A sur l’anneau quotient A
(a)

.

On désigne par (bj)1≤j≤r la suite d’éléments de A définie par bj =
a

aj
=

r∏
i=1
i ̸=j

ai

pour 1 ≤ j ≤ r.

Lemme 4.9 Si les aj , pour j compris entre 1 et r, sont deux à deux premiers
entre eux, les bj , pour j compris entre 1 et r, sont alors premiers entre eux dans
leur ensemble.

Démonstration Si les bj ne sont pas premiers entre eux dans leur ensemble, il
existe alors un élément premier p de A qui divise tous les bj (l’anneau A étant

principal est factoriel). Comme p divise b1 =

r∏
i=2

ai, il divise un ai pour 2 ≤ i ≤ r,

mais divisant bi, il divise un ak pour 1 ≤ k 6= i ≤ r, ce qui contredit le fait que ai
et ak sont premiers entre eux.

Théorème 4.13. Chinois

Supposant les aj , pour 1 ≤ j ≤ r, deux à deux premiers entre eux, l’ap-

plication φ : x ∈ A 7→ (πj (x))1≤j≤r ∈
r∏
j=1

A
(aj)

est un morphisme d’an-

neaux surjectif de noyau ker (φ) =

 r∏
j=1

aj

 et φ induit un isomorphisme

d’anneaux φ : π (x) ∈ A(
r∏
j=1

aj

) 7→ (πj (x))1≤j≤r ∈
r∏
j=1

A
(aj)

d’inverse

φ−1 : (πj (xj))1≤j≤r ∈
r∏
j=1

A
(aj)

7→
r∑
i=1

xiuibi ∈
A(
r∏
j=1

aj

) où (uj)1≤j≤r est

une suite d’éléments de A telle que
r∑
j=1

ujbj = 1.
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Démonstration Il est clair que φ : x ∈ A 7→ (πj (x))1≤j≤r ∈
r∏
j=1

A
(aj)

est un

morphisme d’anneaux. Son noyau est formé des multiples de tous les aj , donc de

leur ppcm a =

r∏
j=1

aj puisque les aj sont deux à deux premiers entre eux. Comme

les bi =
a

ai
sont premiers entre eux dans leur ensemble (lemme précédent), le

théorème de Bézout nous dit qu’il existe une suite (ui)1≤i≤r d’éléments de A telle

que
r∑
i=1

uibi = 1. Pour 1 ≤ j ≤ r, on a πj (bi) = πj (0) pour i 6= j puisque bi est

multiple de aj , ce qui nous donne πj (1) = πj

(
r∑
i=1

uibi

)
= πj (uj)πj (bj) . Donc

πj (bj) est inversible dans A
(aj)

d’inverse πj (uj)). Pour (πj (xj))1≤j≤r donné dans
r∏
j=1

A
(aj)

, en posant x =

r∑
i=1

xiuibi, on a πj (x) = πj (xj)πj (uj)πj (bj) = πj (xj)

pour tout j compris entre 1 et r, soit φ (x) = (πj (xj))1≤j≤r . Le morphisme φ est
donc surjectif et il se factorise en un isomorphisme :

φ :
A(
r∏
j=1

aj

) =
A

ker (φ)
→

r∏
j=1

A
(aj)

π (x) 7→ (πj (x))1≤j≤r

Avec la surjectivité, on a prouvé que l’inverse de φ est défini par :

φ−1 :

r∏
j=1

A
(aj)

→ A(
r∏
j=1

aj

)

(πj (xj))1≤j≤r 7→
r∑
i=1

xiuibi

4.4 Nombres algébriques et transcendants
Si K et L sont deux corps commutatifs tels que K ⊂ L, on dit alors que L

est une extension de K. Une extension L du corps commutatif K est un espace
vectoriel sur K. Sa dimension est appelée degré de l’extension et est notée [L : K] .

Le lemme qui suit nous sera utile.

Lemme 4.10 Si K ⊂ M ⊂ L sont trois corps commutatif, l’extension K ⊂ L est
de degré fini si, et seulement si, les extensions K ⊂ M et M ⊂ L sont de degrés
finis et dans ce cas, on a [L : K] = [L : M] [M : K] .
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Démonstration Si les extensions K ⊂ M et M ⊂ L sont de degrés finis,
on dispose alors d’une base (ei)1≤i≤p du K-espace vectoriel M et d’une base

(fj)1≤j≤q du M-espace vectoriel L. Tout x ∈ L s’écrit x =

q∑
j=1

xjfj , chaque

xj ∈ M s’écrivant xj =

p∑
i=1

xijei où les xij ∈ K, donc x =
∑

1≤i≤p
1≤j≤q

xijeifj , ce

qui nous dit que (eifj)1≤i≤p
1≤j≤q

est un système générateur du K-espace vectoriel L

qui est donc de dimension finie. Si
∑

1≤i≤p
1≤j≤q

xijeifj = 0, les xij étant dans K, on

a alors
q∑
j=1

(
p∑
i=1

xijei

)
fj = 0 où les

p∑
i=1

xijei sont dans M, ce qui implique que

p∑
i=1

xijei = 0 pour tout j compris entre 1 et q et entraîne la nullité de tous les

xij . En définitive la famille (eifj)1≤i≤p
1≤j≤q

est libre et c’est une base du K-espace

vectoriel L. On a donc [L : K] = pq = [L : M] [M : K] .
Réciproquement, si [L : K] est fini, de l’inclusion M ⊂ L entre K-espaces vec-

toriels, on déduit que [M : K] est fini. Une base (gk)1≤k≤n du K-espace vectoriel
L étant aussi une famille génératrice du M-espace vectoriel L, il en résulte que
[L : M] est fini.

On se donne une extension L d’un corps commutatif K.
Pour tout α ∈ L, l’application d’évaluation φα : P ∈ K [X] 7→ P (α) ∈ L est

un morphisme d’anneaux d’image K [α] = {P (α) , P ∈ K [X]} qui est un sous-
anneau de L (c’est le plus petit sous-anneau de L qui contient K et α) et de
noyau Iα = {P ∈ K [X] , P (α) = 0} qui est un idéal de K [X] . Cet idéal est l’idéal
annulateur de α.

On note K (α) le plus petit sous-corps de L qui contient K et α, à savoir l’inter-
section de tous les sous-corps de L qui contiennent K et α. Ce sous-corps contient
l’anneau K [α] .

Plus généralement, pour toute suite (αk)1≤k≤n de n ≥ 1 éléments de L, on note
K [α1, · · · , αn] = {P (α1, · · · , αn) , P ∈ K [X1, · · · , Xn]} le sous-anneau de L qui
est l’image du morphisme d’anneaux P ∈ K [X1, · · · , Xn] 7→ P (α1, · · · , αn) ∈ L
et K (α1, · · · , αn) le plus petit sous-corps de L qui contient K et α1, · · · , αn. C’est
l’intersection de tous les sous-corps de L qui contiennent K et α1, · · · , αn et il
contient K [α1, · · · , αn] .

Pour n ≥ 2 et toute partition {1, · · · , n} = {j1, · · · , jp} ∪ {k1, · · · , kn−p} , on a
K ⊂ K

(
αj1 , · · · , αjp

)
⊂ K (α1, · · · , αn) et :

K (α1, · · · , αn) = K
(
αj1 , · · · , αjp

) (
αk1 , · · · , αkn−p

)
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Définition 4.6. On dit qu’un élément α de L est algébrique sur K si son
idéal annulateur Iα n’est pas réduit à {0} . Un élément de L qui n’est pas
algébrique sur K est dit transcendant sur K.

Pour la suite de ce paragraphe, L est le corps C des nombres complexes et K
est un sous-corps de C. Un tel corps K contient nécessairement Q.

Dire que α ∈ C est algébrique sur K revient donc à dire qu’il existe P dans
K [X] \ {0} tel que P (α) = 0. Un tel polynôme annulateur P est non constant et
peut être pris unitaire en divisant tous ses coefficients par son coefficient dominant.
Pour K = Q il peut être pris dans Z [X] \ {0} en le multipliant par le ppcm des
dénominateurs de tous ses coefficients.

On note K l’ensemble de tous les nombres complexes algébriques sur K.
En écrivant que Q [X] =

⋃
n∈N

Qn [X] , on déduit que Q [X] est dénombrable,

soit Q [X] = {Pk, k ∈ N} , les Pk étant des polynômes à coefficients rationnels.
Donc l’ensemble Q =

⋃
k∈N

P−1
k {0} des nombres complexes algébriques sur Q est

dénombrable et l’ensemble C \ Q des nombres complexes transcendants est infini
non dénombrable.

Exemples 4.4
• Pour tous n ∈ N∗ et r ∈ Q∗

+,
n
√
r est algébrique sur Q.

• Le nombre complexe i est algébrique sur Q et sur R.
• Les réels e et π sont transcendants sur Q.
• Pour tout n ∈ N∗, ζ (2n) = rnπ

2n où rn ∈ Q∗
+, est transcendant sur Q.

On peut admettre le résultat suivant de démonstration difficile.

Théorème 4.14. Hermite-Lindemann

Pour tout nombre algébrique non nul α, le réel eα est transcendant.

Exemples 4.5 Les nombres e, π et ζ (2p) = rπ2p où r ∈ Q∗
+ sont transcendants,

cela pouvant aussi se justifier sans le théorème précédent.

Théorème 4.15.

Si α ∈ C est algébrique sur K, il existe alors un unique polynôme unitaire
Pα ∈ K [X] tel que Iα = (Pa) et ce polynôme Pα est l’unique polynôme
unitaire irréductible de K [X] qui annule α. De plus, Pα est non constant
et ses racines complexes sont toutes simples.

Démonstration Pour tout α ∈ C, l’ensemble Iα = ker (φα) est un idéal de
l’anneau principal K [X] . Dans le cas où α est algébrique sur K, cet idéal n’est pas
réduit à {0} et il existe un unique polynôme unitaire non nul Pα ∈ K [X] tel que
Iα = (Pa) (théorème ??).
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On rappelle que Pα est le polynôme unitaire de Iα de degré minimum, ce qui
implique qu’un polynôme non nul de degré strictement inférieur à celui de Pα ne
peut annuler α.

Si Pα = QR avec Q,R dans K [X] , on a alors Q (α)R (α) = 0 et Q (α) = 0 ou
R (α) = 0, ce qui équivaut à dire que Q ou R est dans l’idéal Iα. Ces polynômes
étant de degré inférieur ou égal à celui de Pα, l’un des deux est nécessairement
constant. On a donc ainsi prouvé que Pα est irréductible dans K [X] . Réciproque-
ment si P est un polynôme unitaire irréductible de K [X] qui annule α, il est alors
dans Iα, donc proportionnel à Pα et nécessairement égal à Pα puisque irréductible
et unitaire. D’où l’unicité.

Le polynôme Pα qui est unitaire et annule α est non constant, donc de degré
au moins égal à 1. Comme Pα est irréductible dans K [X] , il est premier avec son
polynôme dérivé P ′

α ∈ K [X] , donc d’après le théorème de Bézout, il existe U, V
dans K [X] tel que UPα+V P ′

α = 1, ce qui implique que Pα et P ′
α ne peuvent avoir

de racine complexe en commun. Les racines complexes de Pα sont donc toutes
simples.

Avec les hypothèses et notations du théorème précédent, on dit que Pα est le
polynôme minimal de α et son degré est le degré de α sur K. Il est noté d (α,K) .

Pour tout α ∈ C algébrique sur K de degré d = d (α,K) ≥ 2, en notant
α1 = α, α2, · · · , αd les d racines complexes (distinctes, car toutes simples) de Pα et
σk =

∑
1≤i1<···<ik≤d

αi1 · · ·αik pour 1 ≤ k ≤ d les fonctions symétriques élémentaires

correspondantes, des égalités dans C [X] :

Pα (X) = Xd +

d−1∑
k=0

akX
k =

d∏
k=1

(X − αk) = Xd +

d∑
k=1

(−1)
k
σkX

d−k

(théorème ??), on déduit que les σk = (−1)
k
ad−k sont tous dans K.

Les zéros α2, · · · , αd de Pα sont les conjugués de α. Ce sont des nombres algé-
briques sur K de même polynôme minimal Pα.

Lemme 4.11 Pour tout α ∈ C, on a :

(α ∈ K) ⇔ (K [α] = K) ⇔ (d (α,K) = 1)

Démonstration Il est clair que pour tout α ∈ C on a K ⊂ K [α] . Si α ∈ K, on
a alors P (α) ∈ K pour tout P ∈ K [X] puisque K est un corps, ce qui implique
que K [α] = K. Si K [α] = K, on a alors α ∈ K et il est annulé par X − α qui
est unitaire irréductible dans K [X] , donc α est algébrique sur K de polynôme
minimal X − α et d (α,K) = 1. Dire que d (α,K) = 1 signifie que α est algébrique
sur K de polynôme minimal Pα (X) = X + c ∈ K [X] , donc α = −c ∈ K.

Le théorème qui suit peut être utilisé pour donner des exemples de nombres
transcendants sur Q.
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Théorème 4.16. Liouville

Si α est un nombre algébrique sur Q de degré d ≥ 1, il existe alors un
réel Cα > 0 telle que pour tout nombre rationnel p

q
6= α où (p, q) ∈ Z×N∗,

on a
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ Cα
qd
.

Démonstration Pour d = 1, α est rationnel, soit α =
a

b
avec(a, b) ∈ Z × N∗.

Pour r =
p

q
∈ Q distinct de α on a 0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = |aq − bp|
qb

, donc |aq − bp| 6= 0

dans N, ce qui équivaut à |aq − bp| ≥ 1. On a donc
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = |aq − bp|
qb

≥ 1

b

1

q
.

Pour d ≥ 2, le nombre α est irrationnel d’après le lemme 4.11. En notant Pα son
polynôme minimal, il existe un entier naturel non nul n tel que Qα = nPα ∈ Z [X]

et pour tout rationnel r =
p

q
, on a qdQα (r) ∈ Z. De plus cet entier est non nul.

En effet si qdQα (r) = 0, alors r est racine de Qα et on a Qα (X) = (X − r)R (X)
avec X − r et R dans Q [X] non constants (on a d ≥ 2), en contradiction avec
Pα irréductible dans Q [X] . On a donc

∣∣qd (Qα (α)−Qα (r))
∣∣ = ∣∣qdQα (r)∣∣ ≥ 1.

D’autre part, le théorème des accroissements finis nous dit qu’il existe un réel s
strictement compris entre α et r tel que Qα (α) − Qα (r) = (α− r)Q′

α (s) . On
distingue alors deux cas : soit |α− r| ≤ 1 et dans ce cas on a s ∈ [α− 1, α+ 1] de
sorte que :

1 ≤
∣∣qdQα (r)∣∣ = qd |α− r| |Q′

α (s)| ≤

(
sup

s∈[α−1,α+1]

|Q′
α (s)|

)
qd |α− r|

donc C1 = sup
s∈[α−1,α+1]

|Q′
α (s)| > 0 et |α− r| ≥ 1

C1

1

qd
; soit |α− r| > 1 et dans ce

cas on a |α− r| > 1

qd
. En posant Cα = min

(
1,

1

C1

)
, on a alors

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ Cα
qd
.

Corollaire 4.5. Pour toute suite (an)n∈N∗ d’entiers compris entre 0 et 9

telle que an soit non nul à partir d’un certain rang, le réel ξ =
+∞∑
n=1

an
10n!

est

transcendant.

Démonstration Soit n0 ∈ N∗ tel que an 6= 0 pour tout n ≥ n0. En notant

p = 10k!
k∑

n=1

an
10n!

et q = 10k! pour k ≥ n0, on a :

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ = +∞∑
n=k+1

an
10n!

≤ 9

10(k+1)!

+∞∑
n=0

1

10n
=

9

10(k+1)!

10

9
≤ 1

qk
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Si ξ est algébrique de degré d ≥ 1, il existe alors un réel Cξ > 0 tel que l’on ait
Cξ
qd

≤
∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qk
, soit Cξ ≤ 1

qk−d
pour tout k ≥ n0, ce qui conduit à une

absurdité et faisant tendre k vers l’infini. En conclusion ξ est transcendant.
On peut utiliser le corollaire précédent pour montrer qu’il y a autant de nombres

transcendants que de réels. Pour ce faire on utilise l’application qui associe à
ξ =

∑
n∈N∗

an
10n!

le réel
∑
n∈N∗

an
10n

∈ ]0, 1[ et on vérifie que c’est une bijection (si

x ∈ ]0, 1[ est décimal on utilise son écriture décimale impropre comportant une
infinité de 9).

En exploitant les propriétés de la matrice compagnon de Pα pour α ∈ K, on
peut vérifier que K [α] est contenu dans K, ce que l’on retrouvera avec le fait
que K est un corps. Voir le paragraphe ?? pour plus de détails sur les matrices
compagnons.

Précisément, on a le résultat suivant.

Théorème 4.17.

Si α ∈ C est algébrique sur K, il en est alors de même de P (α) pour tout
polynôme P ∈ K [X] et en notant α1 = α, α2, · · · , αd les racines complexes

de Pα, le polynôme minimal de P (α) est un diviseur de
d∏
k=1

(X − P (αk))

qui est dans K [X] .

Démonstration Si α est algébrique sur K de degré 1, on a alors K [α] = K ⊂K.
Pour α ∈ C algébrique sur K de degré d = d (α,K) ≥ 2, en associant à son

polynôme minimal Pα (X) = Xd −
d−1∑
k=0

akX
k ∈ K [X] sa matrice compagnon :

Cα =


0 · · · 0 a0

1
. . .

... a1
...

. . . 0
...

0 · · · 1 ad−1

 ∈ Md (K)

on sait que Pα est le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de Cα
(théorème ??). La matrice Cα dont le polynôme caractéristique est scindé à racines
simples dans C (théorème 4.15) est diagonalisable, donc il existe R ∈ GLd (C) et
D ∈ Md (C) diagonale de termes diagonaux α1, · · · , αd telles que Cα = RDR−1.
Il en résulte que Ckα = RDkR−1 pour tout k ∈ N et P (Cα) = RP (D)R−1 par
linéarité pour tout polynôme P ∈ K [X] , la matrice P (D) étant diagonale de
termes diagonaux P (α1) , · · · , P (αd) . Le polynôme caractéristique de la matrice

P (Cα) est donc χP (Cα) (X) =

d∏
k=1

(X − P (αk)) , ce polynôme étant dans K [X]

puisque P (Cα) ∈ Md (K) . Donc tout élément P (α) de K [α] est algébrique sur K
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de polynôme minimal qui divise
d∏
k=1

(X − P (αk)) dans K [X] . Le degré de P (α)

est donc au plus égal à d (α,K) .

On peut remarquer que la matrice compagnon Cα est la matrice de l’endomor-
phisme z ∈ K [α] 7→ αz ∈ K [α] dans la base

(
αk
)
0≤k≤d−1

du K-espace vecto-
riel K [α] .

On déduit du théorème précédent que pour tout P ∈ K [X] , on a
d∑
k=1

P (αk) ∈ K

(cette somme est l’opposé du coefficient de Xd−1 dans
d∏
k=1

(X − P (αk)) ∈ K [X]).

En particulier, on a
d∑
k=1

αjk ∈ K pour tout j ∈ N.

Théorème 4.18.

Pour tout α ∈ C, on a :(
α ∈ K

)
⇔ (K [α] = K (α)) ⇔ ([K [α] : K] < +∞)

Démonstration Pour tout α ∈ C, K (α) est un sous-corps de C qui contient α
et K, donc il contient K [α] .

Supposons que α soit algébrique sur K de polynôme minimal Pα. Pour montrer
que K [α] = K (α) , il nous suffit de montrer que l’anneau unitaire K [α] est un
corps (par définition de K (α)), ce qui revient à montrer que tout élément non nul
de K [α] est inversible dans K [α] . Tout x ∈ K [α] s’écrit x = P (α) avec P ∈ K [X] .
Par division euclidienne on peut écrire que P = PαQ + R avec R = 0 ou R 6= 0
et R de degré strictement inférieur à celui de Pα et on a x = R (α) . Si x n’est
pas nul, il en est de même de R qui est premier avec le polynôme irréductible
Pα, le théorème de Bézout nous dit alors qu’il existe deux polynômes U, V dans
K [X] tels que UPα+ V R = 1 et on a V (α)R (a) = 1, ce qui signifie que R (a) est
inversible dans K [α] d’inverse V (a) .

On peut aussi utiliser le morphisme d’anneaux φα : P ∈ K [X] 7→ P (α) ∈ C qui
a pour noyau Iα = (Pa) et pour image K [α] . Par passage au quotient, on déduit

un isomorphisme d’anneaux de K [X]

(Pa)
sur K [α] et pour α algébrique le polynôme

Pα est irréductible, donc K [X]

(Pa)
est un corps ainsi que K [α] .

Supposons que K [α] = K (α) , c’est-à-dire que K [α] soit un corps. Si α = 0,
il est alors algébrique, sinon il est inversible dans K [α] et il existe un polynôme
P ∈ K [X] tel que αP (α) = 1 et le polynôme XP (X) − 1 ∈ K [X] annule α, ce
qui signifie que α est algébrique sur K. Par division euclidienne tout polynôme
P ∈ K [X] s’écrit P = PαQ + R et P (α) = R (α) est combinaison linéaire de
1, α, · · · , αd(α,K)−1, une telle écriture étant unique. Le K-espace vectoriel K [α] est
donc de dimension finie égale à d (α,K) .
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Si [K [α] : K] est fini égale à d, la famille
(
αk
)
0≤k≤d est alors liée, ce qui se

traduit en disant qu’il existe un polynôme non nul P de degré au plus égal à d
dans K [X] tel que P (α) = 0, donc α est algébrique.

La démonstration précédente nous dit en particulier que si α est algébrique sur
K de degré dα = d (α,K) , K [α] est alors un corps et [K [α] : K] = dα, une base du
K-espace vectoriel K [α] étant

(
αk
)
0≤k≤dα−1

.

Pour α transcendant sur K, l’application φα : P 7→ P (α) réalise un isomor-
phisme de K [X] sur K [α] et le corps K (α) est isomorphe à K (X) .

Théorème 4.19.

L’ensemble K des nombres complexes algébriques sur K est un sous-corps
de C qui contient K.

Démonstration Tout élément de K étant algébrique sur K, on a K ⊂ K ⊂ C.
Pour vérifier que K est un sous-corps de C, il suffit de montrer que si α, β sont

dans K avec β 6= 0, alors −α, 1

β
, α+ β et αβ sont aussi dans K.

Si P (X) =

n∑
k=0

akX
k est un polynôme non nul dans K [X] qui annule α, alors le

polynôme Q (X) =

n∑
k=0

(−1)
k
akX

k est non nul dans K [X] et Q (−α) = P (α) = 0,

c’est-à-dire que −α est dans K.
Pour ce qui est de α + β et αβ, il s’agit de montrer que les K-espaces vecto-

riels K [α+ β] et K [αβ] sont de dimensions finies (théorème 4.18). Ces espaces
étant contenus dans K [α] [β] , il nous suffit de montrer que ce dernier est de di-
mension finie. Comme α est algébrique sur K, K [α] est un sous-corps de C et un
K-espace vectoriel de dimension finie. De plus si β est algébrique sur K, il l’est
également sur K [α] et K [α] [β] est de dimension finie sur K [α] . Avec la propriété
de multiplicativité des degrés (lemme 4.10), on en déduit que :

[K [α] [β] : K] = [K [α] [β] : K [α]] [K [α] : K] < +∞

Enfin, si β ∈ C∗ est algébrique sur K de polynôme minimal Pβ (X) =

d∑
k=0

akX
k.

Le polynôme Q (X) = XdPβ

(
1

X

)
=

d∑
k=0

ad−kX
k est non nul dans K [X] et on

a Q

(
1

β

)
=

Pβ (β)

βd
= 0, c’est-à-dire que 1

β
est algébrique sur K. Sachant que

K [β] = K (β) est un corps, on a 1

β
∈ K [β] .

Avec le théorème précédent, on retrouve le fait que si α ∈ C est algébrique sur
K, il en est alors de même de P (α) pour tout P ∈ K [X] (théorème 4.17).

Le fait que K est un sous-anneau de C peut aussi se justifier en faisant apparaître
les nombres algébriques comme valeurs propres d’une matrice à coefficients dans K.
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Pour tout α ∈ K de polynôme minimal Pα (X) = Xd −
d−1∑
k=0

akX
k ∈ K [X] , en

notant Vα =
(
αk
)
0≤k≤d−1

dans Cd \ {0} , on a αVα = AαVα en désignant par

Aα =



0 1 0 · · · 0

0 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 1
a0 · · · · · · · · · ad−1

 la transposée de la matrice compagnon Cα

de Pα, donc pour β ∈ K de degré d′, en notant V =
(
βjVα

)
0≤j≤d′−1

dans Cdd′ ,
on a :

αV =
(
βjAαVα

)
0≤j≤d′−1

=


Aα 0 · · · 0

0 Aα
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Aα




Vα
βVα

...
0

βd
′−1Vα

 = AV

où A ∈ Mdd′ (K) , ce qui nous dit que le vecteur V (qui est non nul) est vecteur
propre de la matrice A associé à la valeur propre α. De manière analogue, on a :

βV =



βVα
β2Vα

...
βd

′−1Vα(
b0 + b1β + · · ·+ bd′−1β

d′−1
)
Vα



=


0 Id · · · 0

0 0
. . .

...
...

. . . . . . Id
b0Id · · · 0 bd′−1Id




Vα
βVα

...
0

βd
′−1Vα

 = BV

c’est-à-dire que le vecteur V est vecteur propre de la matrice B ∈ Mdd′ (K) associé
à la valeur propre β.

On a donc (A−B)V = (α− β)V avec V non nul dans Cdd′ , ce qui signifie que
α − β est une valeur propre de la matrice A − B, donc une racine du polynôme
caractéristique χA−B qui est dans K [X] puisque A−B ∈ Mdd′ (K) . Il en résulte
que α − β est algébrique. De même avec (AB)V = (αβ)V on déduit que αβ est
algébrique. En conclusion K est un sous-anneau de K.

Ce résultat peut aussi se justifier en utilisant la notion de résultant (voir le
théorème 2.3).

Le théorème 4.18 se généralise comme suit.
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Théorème 4.20.

Pour toute suite (αk)1≤k≤n de nombres complexes, on a :(
(αk)1≤k≤n ∈ Kn

)
⇔ (K [α1, · · · , αn] = K (α1, · · · , αn))

⇔ ([K [α1, · · · , αn] : K] < +∞)

Démonstration On procède par récurrence sur l’entier n ≥ 1. Pour n = 1, c’est
le théorème 4.18. En supposant le résultat acquis au rang n− 1 ≥ 1, on se donne
une suite (αk)1≤k≤n de n ≥ 2 nombres complexes.

Si les αk, pour 1 ≤ k ≤ n, sont algébriques sur K, on a alors K [α1] = K (α1) et
les αk, pour 2 ≤ k ≤ n, sont algébriques sur K (α1) puisque ce corps contient K,
donc le théorème précédent et l’hypothèse de récurrence appliquée au corps K (α1)
nous permettent d’écrire que :

K [α1, · · · , αn] = K [α1] [α2, · · · , αn] = K (α1) [α2, · · · , αn]
= K (α1) (α2, · · · , αn) = K (α1, · · · , αn)

Supposons que K [α1, · · · , αn] = K (α1, · · · , αn) . Si αn = 0, il est alors algé-
brique sur K (α1, · · · , αn−1) , sinon il est inversible dans le corps K [α1, · · · , αn] et
il existe P ∈ K [X1, · · · , Xn] \ {0} tel que αnP (α1, · · · , αn) = 1, ce qui nous dit
que αn est annulé par XP (α1, · · · , αn−1, X)−1 ∈ K (α1, · · · , αn−1) [X]\{0} , soit
qu’il est algébrique sur K (α1, · · · , αn−1) et le théorème précédent nous dit que :

[K [α1, · · · , αn] : K] = [K (α1, · · · , αn) : K] = [K (α1, · · · , αn−1) (αn) : K] < +∞

Si [K [α1, · · · , αn] : K] < +∞, on déduit des inclusions K [αk] ⊂ K [α1, · · · , αn]
entre K-espaces vectoriels pour 1 ≤ k ≤ n, que les αk sont tous algébriques sur K.

Le théorème précédent peut être utilisé pour vérifier que K est un sous-anneau
de C. Si α, β sont dans K, on a alors [K [α, β] : K] < +∞, donc K [α− β] et K [αβ]
qui sont des K-sous-espace vectoriel de K [α, β] sont aussi de dimension finie sur
K, ce qui implique qu’ils sont algébriques sur K.

Pour α ∈ C algébrique sur K de degré dα = d (α,K) , le corps :

K [α] =

{
dα−1∑
k=0

akα
k, (ak)0≤k≤dα−1 ∈ Kdα

}

est une extension de degré fini de K. Pour K = Q, on dit que c’est un corps de
nombres de degré dα.

Réciproquement, on peut montrer que si L est un extension de degré fini de K,
il existe alors un nombre algébrique α sur K tel que L = K [α] .

Lemme 4.12 Pour tous α, β dans K, il existe θ ∈ K tel que K (α, β) = K (θ) .

Démonstration Pour α = β, on a K (α, α) = K (α) .
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Si α est de degré 1 [resp. si β est de degré 1] il est alors dans K et on a
K (α, β) = K (β) [resp. K (α, β) = K (α)].

En supposant α 6= β de degrés au moins égal à 2, on note α1 = α, α2, · · · , αd les
racines complexes du polynôme minimal Pα de α et β1 = β, β2, · · · , βd′ les racines
complexes du polynôme minimal Pβ de β. Le système d’équations d’inconnue t :

αj + tβk = α+ tβ (1 ≤ j ≤ d, 2 ≤ k ≤ d′)

ayant un nombre fini de solutions, il existe λ ∈ K∗ tel que αj + λβk 6= θ = α+ λβ
pour tout j compris entre 1 et d et tout k compris entre 2 et d′. On a θ ∈ K (α, β) ,
donc K (θ) ⊂ K (α, β) . Pour vérifier que K (α, β) ⊂ K (θ) , il nous suffit de montrer
que β ∈ K (θ) , ce qui impliquera que α = θ − λβ ∈ K (θ) .

Le polynômeQ (X) = Pα (θ − λX) = Pα (α− λ (X − β)) est dans K (θ) [X] \ {0}
tel que Q (β) = Pα (α) = 0 et Q (βk) = Pα (θ − λβk) 6= 0 pour 2 ≤ k ≤ d′ puisque
θ − λβk 6= αj pour 1 ≤ j ≤ d, donc le pgcd de Pβ et Q dans K (θ) [X] est de
degré égal à 1 puisque Pβ et Q ont une seule racine complexe en commun, soit
R (X) = pgcd (Pβ (X) , Q (X)) = µX + ν où µ ∈ K (θ) \ {0} et ν ∈ K (θ) . Vu que
R = UPβ+V Q s’annule en β, on a µβ+ν = 0 et en conséquence, β = −ν

µ
∈ K (θ) .

Comme α et β sont algébriques sur K, on a [K [θ] : K] = [K [α, β] : K] < +∞
(théorème 4.20), donc θ est algébrique sur K.

Lemme 4.13 Pour toute suite (αk)1≤k≤n de n ≥ 2 nombres algébriques sur K, il
existe θ algébrique sur K tel que K (α1, · · · , αn) = K (θ) .

Démonstration Pour n = 2, c’est le lemme qui précède. Supposant le résultat
acquis au rang n− 1 ≥ 2, étant donné (αk)1≤k≤n ∈ Kn, il existe α algébrique sur
K tel que K (α1, · · · , αn−1) = K (α) , donc :

K (α1, · · · , αn) = K (α1, · · · , αn−1) (αn) = K (α) (αn) = K (θ)

où θ est algébrique sur K.
Le nombre complexe θ dans le lemme précédent étant algébrique sur K, on a

aussi K (α1, · · · , αn) = K [θ] .

Théorème 4.21. de l’élément primitif

Si L est une extension de degré fini de K, il existe alors un nombre
algébrique θ sur K tel que L = K [θ] .

Démonstration Soit L une extension de degré d ≥ 1 de K et (αk)1≤k≤d une
base du K-espace vectoriel L. Tout élément x de L s’écrit de manière unique

x =

d∑
k=1

λkαk = P (α1, · · · , αd) où P (X1, · · · , Xd) =

d∑
k=1

λkXk ∈ K [X1, · · · , Xd] ,

donc L ⊂ K [α1, · · · , αd] ⊂ K (α1, · · · , αd) . Le corps L contenant K et les αk
pour 1 ≤ k ≤ d, il contient K (α1, · · · , αn) qui est le plus petit de ces corps, d’où
l’égalité L = K (α1, · · · , αd) . En remarquant que tout x ∈ L est algébrique sur K
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(car
(
xk
)
0≤k≤d formé de d+1 éléments est K-liée), on déduit du lemme précédent

qu’il existe un nombre algébrique θ sur K tel que L = K [θ] .

Dans le cas où L est une extension de degré 2 de K, on dit que c’est une
extension quadratique de K et il existe θ ∈ L \K tel que θ2 ∈ K et L = K [θ] . En
effet, on a K 6⊂ L car [L : K] = 2 et pour tout z ∈ L \K, (1, z) est une base du K
espace vectoriel de L. Le système

(
1, z, z2

)
est alors lié et il existe a, b, c non tous

nuls dans K tels que az2 + bz+ c = 0. Comme (1, z) est libre, on a nécessairement

a 6= 0 et l’équation précédente s’écrit a

((
z +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2

)
= 0. En posant

θ = z +
b

2a
, on a θ ∈ L \K, θ2 =

b2 − 4ac

4a2
∈ K et (1, θ) est une base du K espace

vectoriel de L, ce qui entraîne que L = K [θ] .
En particulier si α est un réel algébrique de degré 2 sur Q, il existe alors β ∈ Q∗

+

tel que K [α] = K
[√
β
]
.

Théorème 4.22.

Le corps K des complexes algébriques sur K est algébriquement clos.

Démonstration On sait déjà que K est un sous-corps de C qui contient K
(théorème 4.19).

Si P (X) =

n∑
k=0

αkX
k est un polynôme de degré n ≥ 1 dans K [X] ⊂ C [X] , il ad-

met alors une racine α ∈ C qui est algébrique sur K (α1, · · · , αn) = K [θ] = K (θ)
où θ ∈ K, donc [K (θ, α) : K (θ)] = [K (θ) (α) : K (θ)] < +∞, ce qui implique
d’après le lemme 4.10 que [K (θ, α) : K] < +∞ (on a les extensions de corps
K ⊂ K (θ) ⊂ K (θ) [α] avec [K (θ) : K] < +∞ et [K (θ) (α) : K (θ)] < +∞), ce qui
nous dit que α ∈ K. Le corps K est donc algébriquement clos.

Le théorème qui suit nous donne une description des morphismes de K-algèbres
de K [α] dans C pour α algébrique sur K.

Théorème 4.23.

Soient α ∈ C un nombre algébrique sur K de degré dα = d (α,K) et
Pα ∈ K [X] son polynôme minimal.

1. Pour tout morphisme de K-algèbres σ : K [α] → C, σ (α) est une racine
de Pα.

2. Il y a exactement dα morphismes de K-algèbres de K [α] dans C.
3. En notant (σk)1≤k≤dα la suite de tous les morphismes de K-algèbres de

K [α] dans C, tout θ ∈ K [α] est algébrique sur K annulé par le polynôme

Qθ (X) =

dα∏
k=1

(X − σk (θ)) qui est une puissance de Pθ dans K [X] .
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Démonstration Notons (αk)1≤k≤dα les racines complexes distinctes de Pα avec
α1 = α. Dans le cas où α est de degré 1, on a K [α] = K et σ1 : r 7→ r est l’unique
morphisme de K-algèbres de K [α] dans C. Les résultats annoncés sont alors des
trivialités. On suppose donc que dα ≥ 2.
1. Soit σ : K [α] → C un morphisme de K-algèbres. On a σ (xy) = σ (x)σ (y)

et σ (ax+ y) = aσ (x) + σ (y) pour tous x, y dans K [α] et tout a dans K, donc
(σ (α))

k
= σ

(
αk
)

pour tout k ∈ N (on a σ (1) = 1) et P (σ (α)) = σ (P (α)) pour
tout P ∈ K [X] , ce qui donne en particulier Pα (σ (α)) = σ (Pα (α)) = σ (0) = 0.

2. Il existe donc, pour tout morphisme de K-algèbres σ de K [α] dans C, un
entier k compris entre 1 et dα tel que σ (α) = αk. Les αk étant deux à deux
distincts, cela défini exactement dα tels morphismes de K-algèbres (tout z ∈ K [α]

s’écrit de manière unique z =

dα−1∑
j=0

ajα
j , donc en posant σ (α) = αk, on définit

un morphisme de K-algèbres de K [α] dans C par σ (z) =
dα−1∑
j=0

ajα
j
k). Comme tout

morphisme de corps, σk est injectif (le noyau de σk est un idéal strict du corps
K [α] car σk (1) = 1, donc réduit à {0} et σk est injectif) et c’est un isomorphisme
de K [α] sur Im (σk) = K [αk] .

3. On sait déjà que le corps K [α] est contenu dans K. Tout θ ∈ K [α] s’écrit

θ =

dα−1∑
j=0

ajα
j = P (α) avec P (X) =

dα−1∑
j=0

ajX
j ∈ K [X] , donc pour tout entier

k compris entre 1 et dα, on a σk (θ) =

dα−1∑
j=0

aj (σk (α))
j
=

dα−1∑
j=0

ajα
j
k = P (αk) et

Qθ (X) =

dα∏
k=1

(X − P (αk)) ∈ K [X] d’après le théorème 4.17.

On note Pθ (X) =

dθ∏
k=1

(X − θk) où (θk)1≤k≤dθ est la suite des racines complexes

deux à deux distinctes de Pθ. La restriction de chaque σk à K [θ] est un morphisme
de K-algèbres de K [θ] dans C, donc il existe j compris entre 1 et dθ tel que
σk (θ) = θj et on a Qθ (θj) = Qθ (σk (θ)) = σk (Qθ (θ)) = 0 avec Qθ ∈ K [X] .
Il en résulte que Pθ = Pθj divise Qθ dans K [X] (Pθ est irréductible dans K [X]
annulant θj , donc Pθ = Pθj ). On a donc Qθ = QP rθ avec r ≥ 1 et Q ∈ K [X]
unitaire non divisible par Pθ. Si Q est non constant, il admet alors une racine
complexe qui est aussi racine de Qθ, cette racine est donc l’un des σk (θ) = P (αk)
et on a σk (Q (θ)) = Q (σk (θ)) = 0, ce qui implique que Q (θ) = 0 puisque σk est
injectif et le polynôme minimal Pθ de θ devrait diviser Q, ce qui n’est pas. On a
donc Q = 1 et Qθ = P rθ .
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4.5 Entiers algébriques

Définition 4.7. On dit qu’un nombre complexe α est un entier algébrique
s’il est algébrique sur Q de polynôme minimal dans Z [X] .

Du fait que Pα ∈ Z [X] pour α entier algébrique de degré dα, on déduit que les
expressions symétriques élémentaires des racines complexes de Pα sont des entiers

relatifs. En adaptant la démonstration du théorème 4.17, on voit que
dα∑
k=1

αjk ∈ Z

pour tout j ∈ N où les αk sont les racines complexes de Pα.
En effectuant la division euclidienne dans Z [X] par le polynôme unitaire Pα, on

voit que Z [α] =

{
dα∑
k=0

akα
k, (ak)0≤k≤dα−1 ∈ Zdα

}
(c’est un groupe additif libre

de type fini).
On note Z l’ensemble des entiers algébriques.

Lemme 4.14 Un nombre complexe α est un entier algébrique si, et seulement si,
il existe un polynôme unitaire P ∈ Z [X] tel que P (α) = 0.

Démonstration Si α est un entier algébrique, son polynôme minimal est alors
unitaire dans Z [X] et annule α. Réciproquement, s’il existe P unitaire dans Z [X]
tel que P (α) = 0, on a alors P = PαQ où Pα et Q sont dans Q [X] , ce qui implique
que Pα et Q sont en fait dans Z [X] (lemme ??) et nous dit que α est un entier
algébrique.

Pour tout nombre algébrique α ∈ Q il existe un entier n ≥ 1 tel que nα
soit un entier algébrique. En effet, si α ∈ C est algébrique sur Q de polynôme

minimal Pα (X) = Xdα −
dα−1∑
k=0

rkX
k, en désignant par n ∈ N∗ le ppcm des dé-

nominateurs des coefficients rk pour r compris entre 0 et dα − 1, on a alors

(nα)
dα −

dα−1∑
k=0

ndα−krk (nα)
k
= ndαPα (α) = 0, ce qui nous dit que nα est un

entier algébrique annulé par Pnα (X) = Xdα −
dα−1∑
k=0

ndα−krkX
k ∈ Z [X] .

Un entier algébrique est rationnel si, et seulement si, il est entier.

Exemples 4.6

• Pour tout nombre premier p ≥ 2, α =
√
p est un entier algébrique de poly-

nôme minimal X2 − p.

• Pour tous nombres premiers q > p ≥ 2, le réel α =
√
p +

√
q est un entier

algébrique de degré 4 (exercice 4.6).
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• Pour tout nombre premier p ≥ 2, le nombre complexe e
2iπ
p est un entier

algébrique de polynôme minimal le polynôme cyclotomique Φp (X) =

p−1∑
k=0

Xk

(voir l’exercice ?? pour l’irréductibilité de Φp dans Q [X]).

En vue de démontrer que l’ensemble Z des entiers algébrique est un anneau
nous donnons la caractérisation qui suit des entiers algébriques.

Pour toute suite (αk)1≤k≤d de d ≥ 1 nombres complexes, l’ensemble :

Z [α1, · · · , αd] = {P (α1, · · · , αd) , P ∈ Z [X1, · · · , Xd]}

est un sous-anneau de C comme image du morphisme d’anneaux P 7→ P (α1, · · · , αd)
de Z [X1, · · · , Xd] dans C. C’est le plus petit sous-anneau de C qui contient Z et
les αk pour 1 ≤ k ≤ d.

Lemme 4.15 Si (αk)1≤k≤d ∈ Zd est une suite de d ≥ 1 entiers algébriques, le
groupe additif Z [α1, · · · , αd] est alors de type fini ( i. e. engendré par un nombre
fini d’éléments).

Démonstration Pour tout entier k compris entre 1 et d, on note Pk ∈ Z [X]
le polynôme minimal de αk et dk son degré. De l’égalité Pk (αk) = 0, on déduit
que αdkk est combinaison linéaire à coefficients entiers de 1, αk, · · · , αdk−1

k et par
récurrence, on en déduit qu’il en est de même de αmk pour tout entier m ≥ dk. Il en
résulte que tout élément de Z [α1, · · · , αd] est combinaison linéaire à coefficients

entiers relatifs des
d∏
k=1

αmk

k où les exposants mk pour 1 ≤ k ≤ d sont tels que

0 ≤ mk ≤ dk − 1, ce qui nous dit que le groupe additif Z [α1, · · · , αd] est de type

fini engendré par

{
d∏
k=1

αmk

k , 0 ≤ mk ≤ dk − 1

}
.

Lemme 4.16 Un nombre complexe α est un entier algébrique si, et seulement
fini, il existe un sous-groupe additif G 6= {0} de C de type fini tel que αG ⊂ G.

Démonstration Si α ∈ C est un entier algébrique, le groupe additif G = Z [α]
est alors de type fini et pour tout P ∈ Z [X] , on a αP (α) = (XP ) (α) ∈ G,
donc αG ⊂ G. Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-groupe additif
G 6= {0} de C de type fini tel que αG ⊂ G. En se donnant une partie génératrice

(zk)1≤k≤m de G, tout élément z de G s’écrit z =

m∑
k=1

akzk où (ak)1≤k≤m ∈ Zm.

Pour tout entier k compris entre 1 et m, on a αzk ∈ G puisque αG ⊂ G, donc il

existe (ak,j)1≤j≤m ∈ Zm tel que αzk =

m∑
j=1

ak,jzj , ce qui nous dit que (zk)1≤k≤m

est solution non nulle (car G 6= {0}) du système linéaire de m équations à m
inconnues :

m∑
j=1

(δk,jα− ak,j) zj = 0 (1 ≤ k ≤ m)
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et il en résulte que le déterminant de la matrice de ce système est nul, soit :

P (α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α− a11 −a12 · · · −a1m
−a21 α− a22 · · · −a2m

...
...

. . .
...

−am1 −am2 · · · α− amm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

où P ∈ Z [X] \ {0} est unitaire de degré d. Donc α est un entier algébrique.

Théorème 4.24.

L’ensemble Z des entiers algébriques est un sous-anneau de C.

Démonstration On a déjà les inclusions Z ⊂ Z ⊂ C. Pour vérifier que Z est
un sous-anneau de C, il suffit de montrer que si α, β sont dans Z, alors α − β et
αβ sont aussi dans Z. Pour α, β dans Z, le groupe additif Z [α, β] est de type fini
et non réduit à {0} (il contient Z) et des inclusions (α− β)Z [α, β] ⊂ Z [α, β] et
(αβ)Z [α, β] ⊂ Z [α, β] , il résulte que α − β et αβ sont des entiers algébriques
d’après le lemme précédent.

On déduit du théorème précédent que si α est un entier algébrique, l’anneau
Z [α] est alors contenu dans Z.

Le théorème précédent peut aussi se montrer en faisant apparaître deux entiers
algébriques non nuls α et β comme valeurs propres associées au même vecteur
propre de deux matrices à coefficients entiers relatifs, la démonstration étant ana-
logue à celle de la deuxième remarque qui suit le théorème 4.19. Il peut également
se prouver en utilisant le résultant de deux polynômes (théorème 2.3).

Avec le théorème précédent, on retrouve le fait que Q est un corps. Si α, β sont
dans Q, il existe alors deux entiers n ≥ 1 et m ≥ 1 tels que nα ∈ Z et mβ ∈ Z,
donc nmα et nmβ sont dans Z (c’est un groupe additif), ce qui implique que
nm (α+ β) = nmα + nmβ et n2m2αβ ∈ Z (c’est un anneau), donc α + β et αβ
sont dans Q (facile à voir puisque nm ∈ Z∗). Donc Q est donc un sous-anneau de
C. Le fait que tous les éléments de Q \ {0} sont inversibles se prouve comme pour
le théorème 4.19.

4.6 Exercices

Exercice 4.1. Montrer directement que Z [X] n’est pas principal ?

Solution. Considérons l’idéal I = (2, X) = 2Z+XZ dans Z [X] et supposons qu’il
existe P ∈ Z [X] tel que I = (2, X) = (P ) . Comme 2 ∈ I, il existe Q ∈ Z [X] tel
que 2 = PQ, donc P est constant divisant 2 et P = ±1 ou P = ±2. Comme P ∈ I,
on a P = 2A+XB avec A,B dans Z [X] , donc P = P (0) = 2A (0) est un entier
pair, soit P = ±2. Comme X ∈ I, on a X = QP avec Q ∈ Z [X] et l’évaluation en
1 nous donne 1 = P (1)Q (1) = 2a avec a ∈ Z, ce qui est impossible.
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Exercice 4.2. Déterminer les éléments irréductibles de l’anneau K [[X]] .

Solution. Si S ∈ K [[X]] est irréductible, elle est alors non nulle et non inversible
et sa valuation vaut 1. En effet, si val (S) = n ≥ 2, on a alors S = XnS1 avec
S1 inversible, donc S = X

(
Sn−1S1

)
est réductible. On a donc S = XS1 avec

S1 inversible. Réciproquement une telle série entière est irréductible (sinon, on a
S = UV avec val (U) ≥ 1, val (V ) ≥ 1 et val (S) ≥ 2). Les éléments irréductibles de
K [[X]] sont donc les séries formelles associées à X et la décomposition en facteurs
irréductibles d’une série entière S non nulle et non inversible est S = XnS1 où
n = val (S) et S1 est inversible dans K [[X]] .

Exercice 4.3. Montrer que K [X,Y ]

(Y −X2)
et K [X,Y ]

(XY − 1)
sont principaux.

Solution.

1. Il est clair que l’application φ : P (X,Y ) ∈ K [X,Y ] 7→ P
(
X,X2

)
∈ K [X]

est un morphisme d’anneaux. Pour tout n ∈ N, on a φ (Xn) = Xn, donc sa
restriction à K [X] est l’identité et ce morphisme est surjectif. Dans l’anneau
K [X,Y ] = K [X] [Y ] , on peut effectuer la division euclidienne de tout polynôme
P ∈ K [X,Y ] par Y −X2 puisque le coefficient dominant de ce polynôme en Y
est 1 (théorème ??), soit P (X,Y ) = Q (X,Y )

(
Y −X2

)
+ R (X,Y ) où R est

de degré en Y strictement inférieur à 1, c’est-à-dire que R = R (X) est dans
K [X] et P est dans ker (φ) si, et seulement si, R = 0, ce qui revient à dire
que P (X,Y ) = Q (X,Y )

(
Y −X2

)
est dans l’idéal

(
Y −X2

)
. En conclusion

K [X,Y ]

(Y −X2)
=

K [X,Y ]

ker (φ)
est isomorphe à K [X] qui est principal, donc K [X,Y ]

(Y −X2)
est principal.

2. L’application φ : P (X,Y ) ∈ K [X,Y ] 7→ P

(
X,

1

X

)
∈ K (X) est un morphisme

d’anneaux. En écrivant tout polynôme P ∈ K [X,Y ] = K [X] [Y ] sous la forme

P (X,Y ) =

n∑
k=0

Ak (X)Y k, où les Ak sont dans K [X] , il existe A ∈ K [X] tel

que φ (P ) (X) =

n∑
k=0

Ak (X)

Xk
=

A (X)

Xn
dans K (X) , donc Im (φ) est contenu

dans S−1K [X] où S = {Xn, n ∈ N} . En écrivant toute fraction rationnelle

T ∈ S−1K [X] sous la forme T (X) =

n∑
k=0

akX
k

Xn
, où ak ∈ K pour 0 ≤ k ≤ n,

on a T = φ (P ) où P (X,Y ) =

n∑
k=0

akX
kY n, donc Im (φ) = S−1K [X] . On

vérifie enfin que le noyau de φ est l’idéal (XY − 1) . Dans K (X) [Y ] , on peut
effectuer la division euclidienne de tout polynôme P ∈ K [X,Y ] par XY − 1,
soit P (X,Y ) = Q (X,Y ) (XY − 1) + R (X,Y ) , où Q (X,Y ) ∈ C (X) [Y ] et R
est de degré en Y strictement inférieur à 1, soit R = R (X) ∈ K (X) . Donc
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P est dans le noyau de φ si, et seulement si, R = 0, ce qui revient à dire
que P (X,Y ) = Q (X,Y ) (XY − 1) . Il s’agit alors de vérifier que Q est dans

K [X] [Y ] . Pour Q = 0 c’est clair et pour Q 6= 0, on a P (X,Y ) =

n∑
k=0

Ak (X)Y k

et Q (X,Y ) =

n−1∑
k=0

Bk (X)Y k, où les Ak sont dans K [X] et les Bk sont dans

K (X) , de sorte que l’égalité P (X,Y ) = Q (X,Y ) (XY − 1) nous donne :

P (X,Y ) =

n−1∑
k=0

XBk (X)Y k+1 −
n−1∑
k=0

Bk (X)Y k

=

n∑
k=1

XBk−1 (X)Y k −
n−1∑
k=0

Bk (X)Y k

= XBn−1 (X)Y k −B0 (X) +

n−1∑
k=1

(XBk−1 (X)−Bk (X))Y k

et par récurrence finie, on en déduit que :{
B0 (X) = −A0 (X) ∈ K [X]
Bk (X) = Ak (X)−XBk−1 (X) ∈ K [X] (1 ≤ k ≤ n− 1)

soit Q ∈ K [X] [Y ] . En conclusion K [X,Y ]

(XY − 1)
=

K [X,Y ]

ker (φ)
est isomorphe à

S−1K [X] qui est principal, donc K [X,Y ]

(XY − 1)
est principal.

Exercice 4.4. Montrer que, pour tout n ∈ N, les idéaux de Z
nZ

sont ses

sous-groupes additifs. Déterminer tous les idéaux de Z
nZ

pour n ≥ 2. Quels

sont les idéaux premiers, maximaux de Z et de Z
nZ

pour n ≥ 2 ?

Solution.

1. Si I est un idéal de Z
nZ

, c’est en particulier un sous-groupe additif. Récipro-

quement si I est un sous-groupe additif de Z
nZ

, pour
(
a, b
)
∈ I × Z

nZ
, on a

a · b = ±|b| a = ± |b| a = ± (a+ · · ·+ a) ∈ I et I est un idéal de Z
nZ

.

2. Pour n = 0, on a Z
0 · Z

= Z qui est principal, ses idéaux étant les (q) où
q ∈ N. Pour n = 1, on a Z1 =

{
0
}
. Pour n ≥ 2, ce qui précède nous dit

que les idéaux de Z
nZ

sont les (q) où q ∈ {1, · · · , n} est un diviseur de n. On
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peut vérifier que

Z
nZ
(q)

=
Z
nZ
q Z
nZ

⋍ Z
qZ
. En effet, comme q divise n, l’application

φ : k ∈ Z
nZ

7→ k̂ ∈ Zq est bien définie (si k = j, n divise alors k − j, donc

q qui divise n divise aussi k − j et k̂ = ĵ) et c’est un morphisme d’anneaux

surjectif de noyau ker (φ) =

{
k ∈ Z

nZ
| q divise k

}
=
{
jq = jq | j ∈ Z

}
= (q) ,

donc

Z
nZ
(q)

est isomorphe à Z
qZ
.

3. Dans Z qui est principal, on a les équivalences :

((p) maximal) ⇔ ((p) premier) ⇔ (p premier)

(lemme 4.4). Pour n ≥ 2, dans Z
nZ

qui est fini, il y a équivalence entre idéal

premier et maximal (exercice 3.10) et on a vu que les idéaux de Z
nZ

sont de

la forme I = (q) où q = 0 ou q 6= 0 est un diviseur de n. Pour n premier, Z
nZ

est un corps et ses seuls idéaux sont Z
nZ

et
{
0
}
, seul

{
0
}

est maximal. Pour
n ≥ 2 non premier, on a deux possibilités, soit I = (p) où 2 ≤ p ≤ n − 1 est

un diviseur premier de n et dans ce cas I est maximal (on a I 6= Z
nZ

puisque
p qui divise 0 n’est pas inversible et si (p) ⊂ J = (q) avec q qui divise n, on a
alors p = aq, soit p = aq + kn = aq + kjq et q divise p, donc q = 1 ou q = p,

soit J =
Z
nZ

ou J = I), soit I = (q) où q est un diviseur non premier de n et

I n’est pas maximal (pour q = 1, on a I =
Z
nZ

et pour q ≥ 2, on a q = ab avec

2 ≤ a, b ≤ q − 1 et I =
(
ab
)
& (a) &

Z
nZ

). En définitive, les idéaux maximaux

de Z
nZ

sont les (p) où p est un diviseur premier de n.

Exercice 4.5. Montrer que si [L : K] est fini, alors tout élément de L est
algébrique sur K.

Solution. Si [L : K] est fini, alors pour tout α dans L le sous K espace vectoriel
K [α] de L est également de dimension finie (théorème 4.18), ce qui signifie que
α est algébrique sur K. Par exemple de [C : R] = 2 on déduit que tout nombre
complexe est algébrique sur R, ce qui peut aussi se voir directement en écrivant
que pour tout z = x+ iy dans C on a (z − x)

2
+ y2 = 0.

Exercice 4.6. Soit p ≥ 2 un nombre premier.
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1. Montrer que √
p est un entier algébrique de polynôme minimal X2 − p.

Préciser l’inverse de z ∈ Q
[√
p
]
\ {0} .

2. Montrer que pour tout nombre premier q > p,
√
q /∈ Q

[√
p
]
.

3. Montrer que pour tout nombre premier q > p, le réel α =
√
p+

√
q est un

entier algébrique de degré 4 en vérifiant que la famille
{
1,
√
p,
√
q,
√
pq
}

est une base de Q [α] .

4. Montrer que pour nombre premier q > 2, β =

√
2 +

√
q

2
est un nombre

algébrique, mais pas un entier algébrique.

Solution.

1. Le réel √
p est annulé par P (X) = X2 − p ∈ Z [X] , c’est donc un entier

algébrique. Le polynôme P est irréductible dans Q [X] puisque ses deux ra-
cines ±√

p sont irrationnelles pour p premier, donc √
p est de degré 2 et on

a Q
[√
p
]
=
{
r + s

√
p, (r, s) ∈ Q2

}
. Pour tout z = r + s

√
p ∈ Q

[√
p
]
\ {0}

où (r, s) ∈ Q2 \ {(0, 0)} , on a
(
r + s

√
p
) (
r − s

√
p
)
= r2 + ps2 ∈ Q∗

+, donc

z−1 =
r − s

√
p

r2 + ps2
dans Q

[√
p
]
.

2. Si √
q ∈ Q

[√
p
]
, on a alors √

q = r + s
√
p où (r, s) ∈ (Q∗)

2 (s = 0 donne
√
q = r ∈ Q et r = 0 donne

√
q

p
= s ∈ Q, soit une impossibilité dans les deux

cas pour q > p premiers car √
q et

√
q

p
sont irrationnels), ce qui implique que

q =
(
r + s

√
p
)2

= r2+ps2+2rs
√
p ∈ Q avec rs 6= 0, donc √

p ∈ Q, ce qui n’est
pas possible.

3. Pour α =
√
p+

√
q, on a

(
α2 − p− q

)2
= 4pq, donc α est annulé par le polynôme

P (X) = X4 − 2 (p+ q)X2 + (p− q)
2 et c’est un entier algébrique de degré au

plus égal à 4, donc [Q [α] : Q] ≤ 4. De α2 = p + q + 2
√
pq ∈ Q [α] , on déduit

que √
pq ∈ Q [α] , donc √

pqα = p
√
q+q

√
p ∈ Q [α] et pα = p

√
p+p

√
q ∈ Q [α] ,

ce qui implique que √
pqα − pα = (q − p)

√
p ∈ Q [α] , donc √

p ∈ Q [α] et√
q = α−√

p ∈ Q [α] . Montrons enfin que la famille
{
1,
√
p,
√
q,
√
pq
}

est libre
dans Q [α] . Si a, b, c, d dans Q sont tels que a + b

√
p + c

√
q + d

√
pq = 0, on a

alors √
q
(
c+ d

√
p
)
= −a− b

√
p. Si c+ d

√
p = 0, on a alors a+ b

√
p = 0, donc

c = d = 0 et a = b = 0 puisque √
p est irrationnel. Sinon, c+ d

√
p est inversible

dans le corps Q
[√
p
]

et √
q = −

(
a+ b

√
p
) (
c+ d

√
p
)−1 ∈ Q

[√
p
]
, ce qui n’est

pas possible. La famille
{
1,
√
p,
√
q,
√
pq
}

est donc libre et c’est une base de
Q [α] . Il en résulte que [Q [α] : Q] = 4 et P est le polynôme minimal de α.
On peut aussi procéder comme suit. En notant α′ =

√
q−√

p, on a α+α′ = 2
√
q

et αα′ = q − p, c’est-à-dire que α et α′ sont les deux solutions de l’équa-
tion P (X) = X2 − 2

√
qX + q − p = 0. Ils sont donc algébriques sur le corps

Q
[√
q
]
. Comme α n’est pas dans Q

[√
q
]

(sinon on a √
p = α

√
q ∈ Q

[√
q
]
,

soit √
p = r + s

√
q avec r, s rationnels et p = r2 + qs2 + 2rs

√
q nous dit

que √
q est rationnel), on en déduit qu’il est de degré 2 sur Q

[√
q
]

et on a
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[Q [α] : Q] =
[
Q [α] : Q

[√
q
]] [

Q
[√
q
]
: Q
]
= 4, ce qui implique que P est le

polynôme minimal de α.

4. Le réel β =

√
2 +

√
q

2
=

α

2
est un nombre algébrique de polynôme minimal

Q (X) =
1

16
P (2X) (on a P (2β) = P (α) = 0 et Q [α] = Q [β] est de degré 4). Si

β est un entier algébrique, on a alors Q (X) = X4− p+ q

2
X2+

(p− q)
2

16
∈ Z [X] ,

donc p+ q

2
∈ N∗ et (p− q)

2

16
∈ N∗, ce qui est impossible pour p = 2 et q ≥ 3

impair.

Exercice 4.7. Soient 2 ≤ p < q deux nombres premiers. Montrer que
α =

√
p+ 3

√
q est algébrique sur Q, puis calculer son polynôme minimal.

Solution. Posons β = 3
√
q−√

p. On a α+β = 2 3
√
q et αβ = 3

√
q2−p, c’est-à-dire

que α et β sont les solutions de l’équation P (X) = X2 − 2 3
√
qX +

(
3
√
q
)2 − p = 0.

Ils sont donc algébriques sur le corps Q
[

3
√
q
]

(il est facile de vérifier que 3
√
q

est algébrique sur Q de degré 3). Comme α n’est pas dans Q
[

3
√
q
]
, il est de

degré 2 sur Q
[

3
√
q
]

et on a [Q [α] : Q] =
[
Q [α] : Q

[
3
√
q
]] [

Q
[

3
√
q
]
: Q
]
= 6. Avec(

α−√
p
)3

= q, on déduit que α3 − 3α2√p + 3pα − p
√
p = q, ce qui entraîne(

α3 + 3pα− q
)2

= p
(
3α2 + p

)2
, c’est-à-dire que α est annulé par le polynôme :

P (X) =
(
X3 + 3pX − q

)2 − p
(
3X2 + p

)2
= X6 − 3pX4 − 2qX3 + 3p2X2 − 6pqX + q2 − p3

et ce polynôme est le polynôme minimal de α.

Exercice 4.8. Soient p un nombre premier et ξ une racine primitive
p2-ième de l’unité. Montrer que ξ est algébrique sur Q et déterminer son
polynôme minimal.

Solution. Pour tout n ∈ N∗, une racine n-ième de l’unité est algébrique sur Q
puisque racine de Xn−1 = 0. Si ξ est une racine primitive p2-ième de l’unité, alors
ξp est une racine p-ième de l’unité différente de 1 (ξ est d’ordre p2 dans (C∗,×)),
c’est-à-dire que ξ est annulé par le polynôme cyclotomique Φp2 (X) = Φp (X

p)

(corollaire ??). On a Φp2 (X + 1) =

p−1∑
k=0

((X + 1)
p
)
k avec (X + 1)

p
= Xp+1 dans

Z
pZ

[X] , de sorte que :

Φp2 (X + 1) =

p−1∑
k=0

(
Xp + 1

)k
= Φp (Xp + 1)
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avec Φp (Xp + 1) = Xp(p−1) dans Z
pZ

[X] (voir l’exercice ??). Ce dernier résultat

se traduit en disant que tous les coefficients du polynôme Φp2 (X + 1) sauf le co-
efficient dominant sont divisibles par p. Le coefficient constant Φp2 (1) = p n’étant
pas divisible par p2, le critère d’Eisenstein nous dit que Φp2 (X + 1) est irréduc-
tible dans Q [X] et il en est de même de Φp2 (X) . Le polynôme Φp2 est donc le
polynôme minimal de toute racine primitive p2-ième de l’unité. De manière gé-
nérale, on peut vérifier que pour tout n ∈ N∗, le polynôme cyclotomique Φn est
irréductible dans Q [X] (théorème ??).
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Anneaux euclidiens (nou-
velle version du 04/12/2024)

5.1 Définitions et premières propriétés
On appelle stathme sur un anneau A commutatif et intègre toute application

φ : A∗ → N.

Définition 5.1. Un anneau commutatif et intègre A est dit euclidien, s’il
existe un stathme φ tel que pour tout couple (a, b) d’éléments de A avec
b 6= 0, il existe un couple (q, r) dans A2 tel que a = bq + r avec r = 0 ou
r 6= 0 et φ (r) < φ (b) .

Avec les notations de la définition précédente, q est un quotient et r un reste
dans la division euclidienne de a par b.

On notera (A, φ) un tel anneau euclidien ou tout simplement A, quand le
stathme φ est fixé.

Théorème 5.1.

Un anneau euclidien (A, φ) est principal. Précisément, pour tout idéal I
de A non réduit à {0} , il existe a0 ∈ I \ {0} tel que φ (a0) = min

a∈I\{0}
φ (a)

et I = a0A.

Démonstration Soient (A, φ) un anneau euclidien et I un idéal de A. Si I = {0} ,
il est alors principal engendré par 0. Si I 6= {0} , on note alors n0 = min

a∈I\{0}
φ (a) .

Cette borne inférieure existe est atteinte puisque φ (I \ {0}) est une partie non vide
de N, c’est-à-dire qu’il existe a0 ∈ I \ {0} tel que n0 = φ (a0) = minφ (I \ {0}) .
La division euclidienne d’un élément a de I par a0 donne a = qa0 + r avec r = 0
puisque a0 est de stathme minimal dans l’idéal I \ {0} (si r 6= 0, alors r = a− qa0
est dans I \ {0} puisque I est un idéal et φ (r) < φ (a0) = n0, ce qui contredit la
définition de n0), donc a = qa0 et I ⊂ a0A. Comme par ailleurs a0A ⊂ I puisque
I est un idéal, on a I = a0A. En définitive, A est principal.
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La réciproque du théorème précédent est fausse, il existe des anneaux principaux
non euclidiens (voir le paragraphe 5.4).

Corollaire 5.1. Un anneau euclidien est nécessairement unitaire.

Démonstration A étant un idéal, il existe a0 ∈ A tel que A = a0A. Pour
tout a ∈ A, il existe alors un élément q ∈ A tel que a = qa0. En particulier il
existe e ∈ A tel que a0 = ea0 et en conséquence, pour tout a = qa0 ∈ A, on
a ae = qa0e = qa0 = a, ce qui signifie que e est l’élément neutre de A pour le
produit.

Dans ce qui suit les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires et intègres.
Si A est un corps, on a alors a = bq avec q = ab−1 pour tous (a, b) ∈ A × A∗,

donc r = 0 est un reste et toute application φ : A∗ → N est un stathme.
On suppose a priori pour la suite de ce chapitre que l’anneau A n’est pas un

corps.

Définition 5.2. Si (A, φ) est un anneau euclidien, on dit alors que le
stathme φ est croissant (pour l’ordre de la division) si on a φ (ab) ≥ φ (a)
pour tout (a, b) ∈ A∗ × A∗.

Dire qu’un stathme φ sur A∗ est croissant revient aussi à dire que si a, c dans
A∗ sont tels que a divise c, on a alors φ (a) ≤ φ (c) .

Le lemme qui suit nous dit que si (A, φ) est un anneau euclidien, on peut alors
toujours se ramener à un stathme croissant.
Lemme 5.1 Étant donné un anneau euclidien (A, φ) , l’application φ : A∗ → N
définie par φ (a) = min

x∈A∗
φ (ax) pour tout a ∈ A∗ est un stathme croissant et (A, φ)

est un anneau euclidien.
Démonstration Pour tout a ∈ A∗, l’ensemble {φ (ax) , x ∈ A∗} est une partie

non vide de N, donc admet un plus petit élément, ce qui justifie la définition de
l’entier φ (a) . Pour a, b dans A∗, on a φ (ab) = min

x∈A∗
φ (abx) = φ (abx0) ≥ φ (a) .

Soient a, b dans A avec b 6= 0 et x0 ∈ A∗ tel que φ (b) = min
x∈A∗

φ (bx) = φ (bx0) . La
division euclidienne dans (A, φ) de a par bx0, a = bqx0 + r avec r = 0 ou r 6= 0 et
φ (r) ≤ φ (r) < φ (bx0) = φ (b) , donne une division euclidienne dans (A, φ) .

Théorème 5.2.

Soit (A, φ) un anneau euclidien tel que le stathme φ soit croissant.
1. Pour tout (a, b) ∈ A∗ × A∗, on a φ (ab) ≥ φ (a) , l’égalité étant réalisée

si, et seulement si, b est inversible. En particulier, on a φ (−a) = φ (a)
et φ (ab) > φ (a) pour a, b non nuls avec b non inversible.

2. Pour tout a ∈ A∗, on a φ (a) = min
x∈A∗

φ (ax) .

3. On a φ (1) = min
x∈A∗

φ (x) et A× = {a ∈ A∗, φ (a) = φ (1)} .
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Démonstration
1. Soit a ∈ A∗. Comme φ est croissant, on a φ (a) ≤ φ (ab) pour tout b ∈ A∗.

Si b ∈ A×, on a alors φ (ab) ≥ φ (a) et φ (a) = φ
(
(ab) b−1

)
≥ φ (ab) , donc

φ (ab) = φ (a) . Si b ∈ A∗ est tel que φ (a) = φ (ab) , la division euclidienne de
a par ab, a = q (ab) + r impose r = 0, car sinon on a r = a (1− qb) ∈ A∗ avec
φ (a) ≤ φ (a (1− qb)) = φ (r) < φ (ab) , en contradiction avec φ (a) = φ (ab) . On
a donc r = a (1− qb) = 0 avec a ∈ A∗, ce qui impose qb = 1 et signifie que b est
inversible.
2. Pour tout x ∈ A∗, on a φ (a) ≤ φ (ax) et φ (a) = φ (a · 1) avec 1 ∈ A∗, donc
φ (a) = min

x∈A∗
φ (ax) . En particulier, on a φ (1) = min

x∈A∗
φ (x) .

3. Pour a ∈ A∗, on a φ (a) = φ (1 · a) = φ (1) si, et seulement si, a ∈ A×, donc
A× = {a ∈ A∗, φ (a) = φ (1)} .

Nous avons vu avec le corollaire 4.4 qu’un anneau principal est factoriel (dé-
finition 3.9) et en conséquence il en est de même pour un anneau euclidien. La
démonstration directe du fait qu’un anneau euclidien est factoriel est plus simple.

Théorème 5.3.

Un anneau euclidien (A, φ) est factoriel.

Démonstration Quitte à remplacer le stathme φ par le stathme φ défini avec
le lemme 5.1, on peut supposer que φ est croissant. Pour l’existence d’une dé-
composition en facteurs irréductibles, on procède par récurrence sur φ (a) ∈ N,
pour a ∈ A∗. Si φ (a) = φ (1) (la valeur minimale du stathme φ d’après le
théorème 5.2), a est alors inversible. Si A est un corps c’est alors terminé, si-
non on se donne a ∈ A∗ non inversible et on suppose que le résultat est acquis
pour tous les éléments b de A∗ tels que φ (b) < φ (a) . Si a est irréductible, c’est
alors terminé, sinon il s’écrit a = bc où b et c ne sont pas inversibles et on a
φ (b) < φ (bc) = φ (a) , φ (c) < φ (bc) = φ (a) , donc l’hypothèse de récurrence
nous dit que b et c sont des produits finis d’éléments irréductibles. Il en est alors

de même de a. Si a =

r∏
k=1

pk =

s∏
j=1

qj avec 1 ≤ r ≤ s, les pk et qj étant irréductibles

dans A, p1 est alors un élément irréductible de A qui divise le produit
s∏
j=1

qj et

en conséquence il divise l’un des qi et comme p1 et qi sont irréductibles, ils sont
nécessairement associés. Dans l’anneau intègre A, on peut alors simplifier par p1

et il nous reste
r∏

k=2

pk = u

s∏
j=1
j ̸=i

qj , où u est un élément inversible de A. Au bout de r

étapes, on aboutit à 1 = v
∏
j∈J

qj , où v est un élément inversible de A et J une partie

de {1, · · · , s} et comme les qj sont irréductibles, cette partie est nécessairement
vide, ce qui veut dire que r = s et les pk, qj sont deux à deux associés.
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5.2 pgcd dans un anneau euclidien
Pour ce paragraphe, (A, φ) est un anneau euclidien qui n’est pas un corps.
Un anneau euclidien étant principal, il est à pgcd (théorème 4.5). Dans un

tel anneau, on dispose de l’algorithme d’Euclide pour obtenir le pgcd de deux
éléments non nuls, il permet également de déterminer des éléments u et v de A
tels que au+ bv = a ∧ b. Tout est basé sur le résultat suivant.

Lemme 5.2 Soient a, b dans A∗ et r un reste dans la division euclidienne de a
par b. On a alors a ∧ b = b si r = 0 ou a ∧ b = b ∧ r si r 6= 0 (à un multiplicateur
inversible près).

Démonstration On a a = bq + r avec r = 0 ou r 6= 0 et φ (r) < φ (b) . Si r = 0,
alors b divise a, donc (a, b) = (b) et a∧ b = b. Si r 6= 0, δ = a∧ b qui est un diviseur
commun à a et b va diviser r = a− bq, c’est donc un diviseur commun à b et r et
δ divise δ′ = b ∧ r. Comme δ′ = b ∧ r est un diviseur commun à b et r, il divise
aussi a = bq + r, c’est donc un diviseur commun à a et b et δ′ divise δ. On a donc
δ = uδ′ avec δ′ 6= 0 et u ∈ A×.

Le principe de l’algorithme d’Euclide est le suivant pour a, b dans A∗ tels que
φ (a) ≥ φ (b) (a et b jouent des rôles symétriques).

On note r0 = b et on désigne par r1 un reste dans la division euclidienne de a
par b. Si r1 = 0, c’est alors terminé : a ∧ b = r0 = b. Sinon, on a φ (r1) < φ (r0) et
d’après le lemme précédent a∧b = r0∧r1. On désigne alors par r2 un reste dans la
division euclidienne de r0 par r1. Si r2 = 0, c’est alors terminé : a∧b = r0∧r1 = r1.
Sinon, on continu avec r0 ∧ r1 = r1 ∧ r2. On définit donc ainsi une suite (rn)n≥0

d’éléments de A par :

• r0 = b ;
• r1 est un reste dans la division euclidienne de a par b ; on a donc r1 = 0 ou

0 ≤ φ (r1) < φ (r0) ;
• pour n ≥ 2, si rn−1 = 0 alors rn = 0, sinon rn est un reste dans la division

euclidienne de rn−2 par rn−1 et on a rn = 0 ou 0 ≤ φ (rn) < φ (rn−1) .

Il existe alors p ∈ N∗ tel que rp = 0, 0 ≤ φ (rp−1) < · · · < φ (r1) < φ (r0) et
a ∧ b = r0 ∧ r1 = · · · = rp−1 ∧ rp = rp−1, c’est à dire que a ∧ b est le dernier reste
non nul dans cette suite finie de divisions euclidiennes. On a en fait construit avec
l’algorithme d’Euclide, dans le cas où b ne divise pas a, deux suites (rn)0≤n≤p et
(qn)1≤n≤p d’éléments de A de la manière suivante :

a = q1r0 + r1 (r1 6= 0 et φ (r1) < φ (r0))
r0 = q2r1 + r2 (r2 6= 0 et φ (r2) < φ (r1))
...
rp−3 = qp−1rp−2 + rp−1 (rp−1 6= 0 et φ (rp−1) < φ (rp−2))
rp−2 = qprp−1 + rp (rp = 0)

On vérifie alors qu’il existe uk et vk dans A tels que rk = auk+ bvk. Pour k = 0
et k = 1 on a r0 = b = a · 0 + b · 1 et r1 = a · 1 + b (−q1) . En supposant le résultat



pgcd dans un anneau euclidien 143

acquis jusqu’à l’ordre k − 1 pour 0 ≤ k − 1 ≤ p− 2 on a :

rk = −qkrk−1 + rk−2 = −qk (auk−1 + bvk−1) + auk−2 + bvk−2

= a (uk−2 − qkuk−1) + b (vk−2 − qkvk−1) = auk + bvk

En particulier pour k = p − 1 on a a ∧ b = rp−1 = aup−1 + bvp−1 = au + bv.
Un tel couple (u, v) n’est pas unique puisque si (u, v) est une solution, pour tout
λ ∈ A, le couple (u′, v′) = (u+ λb, v − λa) est aussi solution.

Dans le cas de l’anneau des entiers relatifs, on peut donner une majoration du
nombre de divisions euclidiennes que nécessite l’algorithme d’Euclide pour calculer
le pgcd de deux entiers naturels a > b ≥ 1. Pour ce faire nous utiliserons le résultat
suivant sur la suite de Fibonacci définie par F0 = 0, F1 = 1 et Fn = Fn−1 + Fn−2

pour tout entier n ≥ 2.

Lemme 5.3 Pour tout n ∈ N, on a Fn =
φn − (1− φ)

n

√
5

où φ =
1 +

√
5

2
est le le

nombre d’or.

Démonstration Le polynôme caractéristique de la relation de récurrence défi-
nissant la suite (Fn)n∈N est P (X) = X2 −X − 1 et ce polynôme a pour racines

φ =
1 +

√
5

2
et 1 − φ = − 1

φ
=

1−
√
5

2
(somme et produit des racines). Il en

résulte l’existence de deux constantes réelles α, β telles que Fn = αφn+β (1− φ)
n

pour tout n ∈ N. Les conditions initiales nous donnent F0 = α + β = 0 et
F1 = αφ+ β (1− φ) = 1, donc β = −α et (2φ− 1)α = 1, soit α =

1

2φ− 1
=

1√
5

et Fn =
φn − (1− φ)

n

√
5

pour tout n ∈ N.

Théorème 5.4. Lamé

Le nombre de divisions euclidiennes que nécessite l’algorithme d’Euclide
pour calculer le pgcd de deux entiers naturels a > b ≥ 1 est inférieur ou
égal à 5 fois le nombre de chiffres de b dans son écriture décimale.

Démonstration L’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd de a et b consiste
à construire la suite d’entiers (rn)−1≤n≤p comme suit :

• r−1 = a, r0 = b, 0 ≤ r1 < r0 est le reste dans la division euclidienne de
r−1 = a par r0 = b ;

• si r1 = 0, on a alors p = 1 et a∧b = b, sinon pour 1 ≤ n ≤ p−1, 0 ≤ rn < rn−1

est le reste dans la division euclidienne de rn−2 par rn−1 ;
• rp = 0.

On a rp = 0 < rp−1 < · · · < r1 < r0 et a∧ b = r0 ∧ r1 = · · · = rp−1 ∧ rp = rp−1,
c’est à dire que a∧ b est le dernier reste non nul rp−1 dans cette suite de divisions
euclidiennes. L’algorithme d’Euclide a donc nécessité p− 1 divisions euclidiennes.
La dernière division, qui donne un reste nul, n’est pas comptée.



144 Anneaux euclidiens (nouvelle version du 04/12/2024)

Il existe alors deux suites d’entiers relatifs (un)0≤n≤p−1 et (vn)0≤n≤p−1 telles
que rn = aun + bvn pour tout n compris entre 0 et p− 1.

On vérifie par récurrence finie que l’on a rp−k ≥ Fk pour tout entier k compris
entre 0 et p.

En effet, pour k = 0, on a rp = 0 = F0. Pour k = 1, on a rp−1 ≥ 1 = F1 (rp−1

est le dernier reste non nul). Supposant le résultat acquis jusqu’au rang k− 1 avec
2 ≤ k ≤ p. Par construction, on a :

rp−k = qp−(k−2)rp−(k−1) + rp−(k−2)

(
0 < rp−(k−2) < rp−(k−1)

)
donc qp−(k−2) ≥ 1 puisque 0 < rp−(k−1) < rp−k et :

rp−k ≥ rp−(k−1) + rp−(k−2) ≥ Fk−1 + Fk−2 = Fk

En particulier, on a pour k = p, r0 = b ≥ Fp.
En désignant par m le nombre de chiffres dans l’écriture de l’entier b en base 10,

on a b =

m−1∑
k=0

bk10
k où bm−1 ≥ 1 et 10m−1 ≤ b < 10m, donc 10m ≥ b + 1 et

m ≥ ln (b+ 1)

ln (10)
= log10 (b+ 1) . D’autre part, on a b ≥ Fp =

φp − (1− φ)
p

√
5

avec

|1− φ| =
√
5− 1

2
< 1, donc |1− φ|p√

5
< 1 et b+1 ≥ φp√

5
+

(
1− (1− φ)

p

√
5

)
≥ φp√

5
,

ce qui nous donne :

m ≥ log10 (b+ 1) ≥ log10

(
φp√
5

)
= p log10 (φ)− log10

(√
5
)

et p ≤
m+ log10

(√
5
)

log10 (φ)
.

On a donc p−1 ≤ αm+β avec α =
1

log10 (φ)
⋍ 4.78, β =

log10
(√

5
)

log10 (φ)
−1 ⋍ 0.67.

Comme p − 1 est un entier, on a en fait p − 1 ≤ [αm+ β] . Il nous suffit donc de
montrer que f (m) = [αm+ β] ≤ 5m pour tout m ∈ N∗. Pour m = 1, 2, 3, on a :

f (1) = [α+ β] = 5, f (2) = [2α+ β] = 10, f (3) = [3α+ β] = 15

et pour m ≥ 4, αm + β ⋍ 4.785 · m + 0.672 = 5m + (0.672− 0.215 ·m) avec
0.215 ·m−0.672 ≥ 0.215 ·4−0.672 ⋍ 0.188 > 0, donc αm+β ≤ 5m et p−1 ≤ 5m,
soit le résultat annoncé.

5.3 Quelques exemples d’anneaux euclidiens

5.3.1 L’anneau Z des entiers relatifs
Lemme 5.4 Soit α un réel. Pour tout couple d’entiers (a, b) , avec b 6= 0, il existe
un unique couple d’entiers (q, r) tel que a = bq + r et α ≤ r < α+ |b| .
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Démonstration Soit (a, b) ∈ Z×N∗ et E = {k ∈ Z, a− bk ≥ α} . Cet ensemble
est non vide (comme lim

k→−∞
(a− bk) = +∞, il existe k ≤ 0 tel que a − bk ≥ α)

et majoré (la condition a− bk ≥ α équivaut à k ≤ a− α

b
), donc il admet un plus

grand élément q et on a q ∈ E, q + 1 /∈ E, soit qb ≤ a− α < (q + 1) b. En posant
r = a− bq, on a a = bq + r avec α ≤ r = a− bq < α + b = α + |b| . Pour b ≤ −1,
on a l’existence de (q′, r′) ∈ Z2 tel que a = (−b) q′ + r′, α ≤ r′ < α + |b| et il
suffit de poser q = −q′, r = r′. Supposons qu’il existe deux couples d’entiers (q, r)
et (q′, r′) tels que a = bq + r = bq′ + r′ et α ≤ r, r′ < α + |b| . Si q 6= q′, on a
alors |r − r′| = |b (q − q′)| ≥ |b| avec r et r′ dans l’intervalle [α, α+ |b|[ , ce qui est
impossible (faire un dessin). On a donc q = q′ et r = r′, soit l’unicité du quotient
et du reste.

Pour α = 0, on retrouve le théorème classique de division euclidienne avec un

reste positif. Pour α = −|b|
2
, le reste est dans

[
−|b|

2
,
|b|
2

[
et c’est le reste de plus

petite valeur absolue.

Théorème 5.5.

L’anneau Z est euclidien pour le stathme φ : n ∈ Z∗ 7→ |n| .

Démonstration Il suffit de prendre α = 0 dans le lemme précédent.
La condition |r| < |b| n’assure pas l’unicité du quotient et du reste. Par exemple,

on a deux divisions de 12 par 5 dans (Z, |·|) , 12 = 3× 5− 3 = 2× 5+ 2 (voir aussi
l’exercice 5.2 pour cette question d’unicité du quotient et du reste).

Une application importante du théorème de division euclidienne dans Z est le
théorème de numération dans une base.

Théorème 5.6.

Soit b un entier supérieure ou égal à 2. Pour tout n ∈ N∗, il existe
un unique entier p et un unique (p+ 1)-uplet (nk)0≤k≤p ∈ Np+1 tels que

np 6= 0, 0 ≤ nk ≤ b− 1 pour tout k ∈ {0, 1, · · · , p} et n =

p∑
k=0

nkb
k.

Démonstration En remarquant que N∗ =

+∞⋃
j=0

[
bj , bj+1

[
, il suffit de montrer

le résultat pour tout entier n dans
[
bj , bj+1

[
où j décrit N. Pour j = 0 tout

n ∈ [1, b[ s’écrit sous la forme n =

p∑
k=0

nkb
k avec p = 0 et n0 = n. Supposons le

résultat acquis pour j ≥ 0 et soit n ∈
[
bj+1, bj+2

[
. En utilisant le théorème de

division euclidienne on peut écrire n = bq + n0 avec 0 ≤ n0 ≤ b − 1. On a alors
bq = n− n0 > bj+1 − b = b

(
bj − 1

)
, donc q > bj − 1, soit q ≥ bj . On a également

q =
n− n0
b

< bj+1 − n0
b

≤ bj+1. En définitive q ∈
[
bj , bj+1

[
et avec l’hypothèse
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de récurrence il s’écrit q =
p∑
k=0

qkb
k avec qp 6= 0. D’où n = bq + n0 =

p+1∑
k=0

nkb
k avec

nk = qk−1 pour tout k ∈ {1, · · · , p+ 1} . En particulier np+1 = qp 6= 0. Supposons

que l’on ait deux écritures n =

p∑
k=0

nkb
k =

p′∑
k=0

n′kb
k avec p′ ≥ p, 0 ≤ nk ≤ b − 1,

0 ≤ n′k ≤ b− 1, np 6= 0 et n′p′ 6= 0. On a alors :

bp ≤ n ≤
p∑
k=0

(b− 1) bk = bp+1 − 1 < bp+1

De même bp
′ ≤ n < bp

′+1. Donc bp
′
< bp+1 soit bp′−p < b et nécessairement

p = p′. En remarquant que n0 est le reste dans la division euclidienne de n par b,
on déduit que n0 = n′0 puis par récurrence que nk = n′k pour tout k ∈ {1, · · · , p} .
D’où l’unicité de la décomposition.

Dans la décomposition n =

p∑
k=0

nkb
k on a bp ≤ n < bp+1, c’est-à-dire que p est

le plus grand entier vérifiant bp ≤ n.

Avec les notations du théorème précédent, on dit que l’écriture n =

p∑
k=0

nkb
k est

la représentation en base b de l’entier n. On note n = np · · ·n1n0b et on dit que
les nk sont les chiffres dans l’écriture en base b de n.

5.3.2 L’anneau D des nombres décimaux

On peut définir l’anneau D des nombres décimaux comme le sous-anneau Z
[
1

10

]
de Q image de Z [X] par le morphisme d’anneaux P ∈ Z [X] 7→ P

(
1

10

)
∈ Q. Un

nombre décimal est donc de la forme x = P

(
1

10

)
où P ∈ Z [X] .

On peut vérifier que l’application P ∈ Z [X] 7→ P

(
1

10

)
∈ D passe au quotient

en un isomorphisme de l’anneau Z [X]

(10X − 1)
sur D (exercice 5.3).

Une définition équivalente est donnée par le théorème qui suit.

Théorème 5.7.

Un nombre rationnel est décimal si, et seulement si, il est de la forme
a

10m
où a est un entier relatif et m est un entier naturel.

Démonstration Si x =

m∑
k=0

ak
10k

est décimal, en réduisant au même dénomina-

teur, il s’écrit a

10m
où a ∈ Z. Réciproquement si x =

a

10m
, on a alors la division
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euclidienne a = a010
m + r où a0 ∈ Z et r est entier compris entre 0 et 10m − 1

qui s’écrit en base 10 sous la forme r =
n∑
k=0

rk10
k avec n < m, les rk étant entiers

compris entre 0 et 9, donc x = a0 +

n∑
k=0

rk
10m−k est décimal.

Du théorème précédent, on déduit qu’un nombre décimal non nul peut s’écrire
sous la forme d = n2p5q, où n, p, q sont des entiers relatifs avec n 6= 0 premier
avec 10 et une telle décomposition est unique. En effet, si n′2p′5q′ = n2p5q où
n, n′ sont non nuls premiers avec 10, on a n′2α+p

′
5β+q

′
= n2α+p5β+q en notant

α = |p|+ |p′| et β = |q|+ |q′| , de sorte que les exposants de 2 et 5 qui apparaissent
dans cette égalité sont positifs. L’unicité de la décomposition en facteurs premiers
dans Z impose alors que α+p′ = α+p et β+ q′ = β+ q, soit p = p′ et q = q′, puis
n = n′. Une telle écriture d’un nombre décimal est appelée écriture canonique.

L’anneau D = Z
[
1

10

]
des décimaux n’est pas un corps. Un rationnel r = a

10m

est inversible dans D si, et seulement si, il existe un entier relatif b et un entier na-
turel n tels que a

10m
b

10n
= 1, ce qui revient à dire que ab = 10n+m ou encore que 2

et 5 sont les seuls diviseurs premiers possibles de a et b. En définitive le groupe mul-
tiplicatif des nombres décimaux inversibles est D× =

{
r = ±2α5β , (α, β) ∈ Z2

}
.

On peut vérifier de diverses manières que l’anneau D des nombres décimaux
est principal (voir les théorèmes 4.1 et 4.2). Ce caractère principal peut aussi se
déduire du fait qu’il est euclidien.

Théorème 5.8.

L’anneau D des nombres décimaux est euclidien pour le stathme φ défini,
en utilisant l’écriture canonique d’un nombre décimal, par :

∀a = n2p5q ∈ D∗, φ (a) = |n|

Démonstration On a bien φ (a) ∈ N pour tout a ∈ D∗. Soient a = n2p5q

et b = n′2p
′
5q

′ dans D∗. La division euclidienne dans Z, n = q1n
′ + r1 avec

0 ≤ r1 < |n′| , nous donne :

a = (q1n
′ + r1) 2

p5q =
(
q12

p−p′5q−q
′
)
b+ r12

p5q = q2b+ r12
p5q

avec q2 = q12
p−p′5q−q

′ ∈ D. Si r1 = 0, on a alors a = q2b + r2 avec r2 = 0 et
q2 ∈ D. Si r1 6= 0, de la décomposition en facteurs premiers de r1, on déduit que
r1 = s2α5β , l’entier s étant non nul premier avec 10, ce qui nous donne a = q2b+r2
avec q2 ∈ D et r2 = s2p+α5q+β ∈ D∗ tel que φ (r2) = |s| ≤ r1 < |n′| = φ (b) . On a
donc bien une division euclidienne dans D pour le stathme φ.

On vérifie facilement que le stathme φ défini sur D est croissant. En effet, pour
a = n2p5q ∈ D∗ et b = n′2p

′
5q

′ ∈ D∗, on a :

φ (ab) = φ
(
nn′2p+p

′
5q+q

′
)
= |nn′| ≥ |n| = φ (a)
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Avec le théorème 5.2, on retrouve le fait que :

D× = {r = n2p5q, |n| = 1} =
{
r = ±2p5q, (p, q) ∈ Z2

}
(on utilise l’écriture canonique d’un nombre décimal).

5.3.3 L’anneau des entiers de Gauss,
théorème des deux carrés

Avec l’exercice 3.2 nous avons vu que pour tout n ∈ N∗, l’ensemble :

Z
[
i
√
n
]
=
{
P
(
i
√
n
)
, P ∈ Z [X]

}
=
{
a+ ib

√
n, (a, b) ∈ Z2

}
est un sous-anneau de C stable par l’opération de conjugaison complexe.

Théorème 5.9.

Pour n ∈ N∗, l’anneau Z [i
√
n] est euclidien si, et seulement si, on a

n ∈ {1, 2} .

Démonstration Pour n ≥ 3, nous avons vu que 2 est irréductible non premier
dans Z [i

√
n] (exercice 3.2), donc cet anneau n’est pas principal et en conséquence

non euclidien.
Pour n ∈ {1, 2} et u, v non nuls dans Z [i

√
n] , en écrivant que u

v
= x+ iy

√
n où

(x, y) ∈ R2, il existe (a, b) ∈ Z2 tel que (x, y) ∈
[
a− 1

2
, a+

1

2

[
×
[
b− 1

2
, b+

1

2

[
,

donc q = a+ ib
√
n ∈ Z [i

√
n] et :∣∣∣u

v
− q
∣∣∣2 =

∣∣(x− a) + i (y − b)
√
n
∣∣2 = (x− a)

2
+ n (y − b)

2 ≤ n+ 1

4
< 1

soit |u− qv| < |v| . En posant r = u − qv, on a u = qv + r où q ∈ Z [i
√
n] et

r ∈ Z [i
√
n] est tel que φ (r) = |r|2 < |v|2 = φ (v) , ce qui nous donne une division

euclidienne dans Z [i
√
n] pour n = 1, 2.

Pour n = 1, l’anneau Z [i] est l’anneau des entiers de Gauss. Il peut être utilisé
pour caractériser les entiers naturels qui sont sommes de deux carrés d’entiers.

On note Σ2 =
{
n ∈ N, ∃ (a, b) ∈ Z2; n = a2 + b2

}
l’ensemble des entiers natu-

rels qui s’écrivent comme somme de deux carrés. On peut remarquer que Σ2 est
non vide, puisqu’il contient 0, 1, 2 = 12 + 12 et plus généralement tous les carrés
d’entiers n = a2 + 0.

Un entier naturel n ∈ Σ2 \ {0, 1} est nécessairement réductible dans Z [i] . En
effet un tel entier s’écrit n = a2 + b2 = u · u avec u = a + ib et u = a − ib non
inversibles dans Z [i] puisque |u|2 = |u|2 = n ≥ 2 (avec l’exercice 3.2 nous avons
vu que Z [i

√
n]

×
= {u ∈ Z [i

√
n] , |u| = 1}).

Lemme 5.5 Si n ∈ Σ2, il est alors congru à 0, 1 ou 2 modulo 4. Dans le cas
particulier où n est impair, il est congru à 1 modulo 4.
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Démonstration Pour tout a ∈ Z, l’entier a2 est congru à 0 ou 1 modulo 4 (pour
a = 2k, on a a2 = 4k2 ≡ 0 mod (4) et pour a = 2k+1, on a a2 = 4

(
k2 + k

)
+1 ≡ 1

mod (4)), donc tout n = a2 + b2 ∈ Σ2 est congru à 0, 1 ou 2 modulo 4. Un entier
impair étant congru à 1 ou 3 modulo 4, sera congru à 1 modulo 4 s’il est dans Σ2.

Lemme 5.6 L’ensemble Σ2 est stable pour le produit, c’est-à-dire que le produit
de deux entiers naturels qui sont somme de deux carrés est somme de deux carrés.

Démonstration Soient n = a2+ b2 et m = c2+d2 dans Σ2, où a, b, c, d sont des
entiers relatifs. En écrivant que n = |u|2 et m = |v|2 avec u = a+ ib et v = c+ id
dans Z [i] , on a :

nm = |u|2 |v|2 = |uv|2 = |(ac− bd) + (ad+ bc) i|2 = (ac− bd)
2
+ (ad+ bc)

2

c’est-à-dire que nm est somme de deux carrés d’entiers.
En utilisant la décomposition en facteurs premiers dans l’anneau Z, il nous suffit

donc de caractériser les nombres premiers qui sont sommes de deux carrés pour
décrire Σ2.

Lemme 5.7 Un nombre premier impair p ≥ 3 est congru à 1 modulo 4 si, et
seulement si, −1 est un carré dans F∗

p =
Z
pZ

\
{
0
}
, ce qui revient à dire qu’il

existe un entier a ≥ 2 tel que p divise 1 + a2.

Démonstration Un nombre premier impair p ≥ 3 est congru à 1 ou à 3 modulo 4.
Si p est congru à 1 modulo 4, il s’écrit alors p = 4q + 1 où q ∈ N∗ et l’entier

m =
p− 1

2
= 2q est pair non nul. Avec 2m = p − 1 ≡ −1 mod p, on déduit que

m+ 1 ≡ −m mod p et pour tout entier k compris entre 1 et m− 1, on a :

m+ k + 1 ≡ −m+ k = − (m− k) mod p

de sorte que :

(p− 1)! = 1 · 2 · · · · ·m · (m+ 1) · · · · (m+m)

≡ m! (−1)
m
m · (m− 1) · · · · · 1 = (m!)

2
mod p

(m est pair). D’autre part, le théorème de Wilson nous dit que pour p premier, on
a (p− 1)! ≡ −1 mod p (théorème ??). On a donc −1 = a2 dans F∗

p où a = m! ≥ 2,
ce qui signifie que p divise a2 + 1.

Si p est congru à 3 modulo 4, il s’écrit alors p = 4q + 3 où q ∈ N et l’entier
m =

p− 1

2
= 2q + 1 est impair. Si −1 est un carré dans F∗

p, il existe alors un
entier a compris entre 1 et p − 1 tel que −1 = a2, ce qui implique que l’on a
ap−1 = a2m =

(
−1
)m

=
(
−1
)2q+1

= −1, ce qui contredit le théorème de Fermat
qui nous dit que xp−1 = 1 pour tout x ∈ F∗

p (on a −1 6= 1 puisque p 6= 2).
En définitive, on a montré que p est congru à 1 modulo 4 si, et seulement si, −1

est un carré dans F∗
p.
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Théorème 5.10. Fermat

Soit p ≥ 2 un entier naturel premier. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. p est somme de deux carrés d’entiers ;
2. p est égal à 2 ou est congru à 1 modulo 4 ;
3. p est réductible dans Z [i] .

Démonstration
(1) ⇒ (2) On sait déjà que 2 ∈ Σ2. Si p est un nombre premier impair somme de

deux carrés, le lemme 5.5 nous dit alors qu’il est congru à 1 modulo 4.

(2) ⇒ (3) Si p est un nombre premier impair congru à 1 modulo 4, le lemme 5.5
nous dit alors qu’il existe un entier a ≥ 2 tel que p divise 1 + a2 et p est néces-
sairement réductible dans Z [i] , sinon p est premier dans Z [i] puisque cet anneau
est principal et p qui divise (1 + ia) (1− ia) dans Z [i] va diviser 1 + ia ou 1− ia,
donc p divise 1 et a dans Z, ce qui est impossible.
(3) ⇒ (1) Si p est réductible dans Z [i] , il existe alors u, v non inversibles dans
Z [i] tels que p = u · v, ce qui nous donne p2 = |u|2 |v|2 dans N avec |u|2 ≥ 2 et
|v|2 ≥ 2 et nécessairement |u|2 = |v|2 = p, soit p = a2 + b2 est somme de deux
carrés.

Un entier naturel premier premier p étant égal à 2 ou congru à 1 ou 3 modulo 4,
on déduit du théorème de Fermat que p est irréductible dans Z [i] si, et seulement
si, il est congru à 3 modulo 4.

Lemme 5.8 Si n ∈ Σ2 \ {0} admet un diviseur premier p congru à 3 modulo 4, il
est alors divisible par p2 et n

p2
∈ Σ2.

Démonstration Soit n = a2+b2 ∈ Σ2 \{0} . Si p est un diviseur premier impair
de n, on a alors dans Fp, a2 = −b2. Si a 6= 0 [resp. si b 6= 0], il est alors inversible

dans le corps Fp et x =
b

a
[resp. x =

a

b
] est solution de x2 = −1, ce qui équivaut

à dire d’après le lemme 5.5 que p est congru à 1 modulo 4. Donc pour p congru à
3 modulo 4, on a a = b = 0, ce qui signifie que p divise a et b, soit a = pα, b = pβ
et n = a2 + b2 = p2

(
α2 + β2

)
.

Théorème 5.11. Fermat

Un entier n ∈ N∗ est somme de deux carrés d’entiers si, et seulement si,
ses éventuels diviseurs premiers congrus à 3 modulo 4 qui apparaissent dans
sa décomposition en facteurs premiers y figurent avec un exposant pair.

Démonstration Pour la condition est nécessaire, on procède par récurrence sur
n ≥ 1. n = 1 n’a pas de diviseur premier. Supposons le résultat acquis pour les
entiers de Σ2 \ {0} strictement inférieurs à n, où n ∈ Σ2 \ {0} . Si n admet un



Quelques exemples d’anneaux euclidiens 151

diviseur premier p congru à 3 modulo 4, le lemme précédent nous dit alors que
p2 divise n et n

p2
< n est dans Σ2 \ {0} , donc ses éventuels diviseurs premiers

congrus à 3 modulo 4 apparaissent avec une puissance paire et il en est de même
pour n. Réciproquement supposons que la décomposition en facteurs premiers de
n ∈ N \ {0} soit de la forme n = 2m1pm2

2 · · · pmr
r q2r11 · · · q2rss , où m1 ≥ 0, les pj sont

des nombres premiers congrus à 1 modulo 4 (s’il en existe) et les qj des nombres
premiers congrus à 3 modulo 4 (s’il en existe). Comme 1, 2, les pj et les q2j sont
dans Σ2 qui est stable par multiplication, on en déduit que n ∈ Σ2.

Le théorème précédent peut aussi s’exprimer en disant que, pour n ∈ N∗ donné,
l’équation diophantienne x2+y2 = n possède des solutions entières si, et seulement
si, les éventuels diviseurs premiers congrus à 3 modulo 4 qui apparaissent dans la
décomposition en facteurs premiers de n y figurent avec un exposant pair.

5.3.4 Les anneaux Z [ω] pour ω entier quadratique
On se donne un nombre complexe non réel ω = x + iy où x ∈ R et y ∈ R∗

auquel on associe le sous-groupe additif de C engendré par 1 et ω :

Z+ Zω =
{
a+ bω, (a, b) ∈ Z2

}
Lemme 5.9 Le groupe additif Z+Zω est un anneau si, et seulement si, ω est un
entier quadratique, c’est-à-dire racine d’un polynôme de degré égal à 2, P (X) = X2 − αX − β
à coefficients entiers et irréductible dans Q [X] .

Démonstration Si Z+ Zω est un anneau, on a alors ω2 ∈ Z+ Zω et en consé-
quence, il existe (α, β) ∈ Z2 tel que ω2 = αω + β, ce qui signifie que P (ω) = 0,
où P (X) = X2 − αX − β ∈ Z [X] . Les racines ω et ω de ce polynômes étant non
réelles, il en résulte que P est irréductible dans Q [X] . Le nombre complexe ω est
donc un entier algébrique de degré 2, soit un entier quadratique.

Réciproquement, si ω est un entier quadratique, il existe alors (α, β) ∈ Z2

tel que ω2 = αω + β et pour tous u = a + bω, v = c + dω dans Z [ω] , on a
u · v = ac+ (ad+ bc)ω + bdω2 ∈ Z [ω] , donc Z+ Zω est un sous-anneau de C (on
a bien 1 ∈ Z+ Zω).

On suppose dans ce qui suit que ω est un entier quadratique non réel de poly-
nôme minimal Pω (X) = X2−αX−β ∈ Z [X] . La division euclidienne dans Z [X]
par le polynôme minimal Pω nous montre que :

Z+ Zω = Z [ω] = {P (ω) , P ∈ Z [X]}

Théorème 5.12.

Soit ω un entier quadratique non réel.

1. L’anneau Z [ω] est stable par l’opération de conjugaison complexe z 7→ z
et Z [ω] = Z [ω] .

2. Pour tout entier relatif n, on a Z [ω] = Z [n+ ω] .
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3. Il existe un entier quadratique ω′ = x′ + iy′ tel que x′ ∈ [0, 1[ , y′ > 0 et
Z [ω] = Z [ω′] .

Démonstration Le conjugué ω étant la deuxième racine de Pω, c’est aussi un
entier quadratique.

Pour tout entier relatif n, le nombre complexe n + ω est racine du polynôme
Pn+ω (X) = X2 − (α+ 2n)X −

(
β + n2

)
∈ Z [X] qui est irréductible dans Q [X]

puisque de racines n + ω et n + ω non réelles, donc n + ω est aussi un entier
quadratique.
1. Les deux racines du polynôme Pω étant ω et ω, on a ω + ω = α ∈ Z et
|ω|2 = ωω = −β ∈ R+ ∩ Z = N. Il en résulte que ω = α − ω ∈ Z [ω] et pour tout
z = a + bω ∈ Z [ω] , on a z = a + bω ∈ Z [ω] , c’est-à-dire que Z [ω] est stable par
conjugaison complexe. Comme ω ∈ Z [ω] et ω = ω ∈ Z [ω] , on a Z [ω] ⊂ Z [ω] et
Z [ω] ⊂ Z [ω] , soit Z [ω] = Z [ω] .

2. Pour tout n ∈ Z, on a n + ω ∈ Z [ω] et ω = (n+ ω) − n ∈ Z [n+ ω] , donc
Z [n+ ω] ⊂ Z [ω] et Z [ω] ⊂ Z [n+ ω] , soit Z [ω] = Z [n+ ω] .

3. En notant n = [x] la partie entière de x = Re (ω) , on a 0 ≤ x′ = x − n < 1

et Z [ω] = Z [x′ + iy] = Z [x′ − iy] , donc en notant y = sgn (y) y, où sgn (y) =
y

|y|
est le signe de y (on a y 6= 0 puisque ω ∈ C \ R), on a Z [ω] = Z [x′ + iy′] avec
x′ ∈ [0, 1[ et y′ > 0.

Théorème 5.13.

Si ω = x+ iy est un entier quadratique non réel avec x ∈ [0, 1[ et y > 0,

on a alors ω = i
√
n ou ω =

1 + i
√
4n− 1

2
avec n ∈ N∗. Pour ω dans{

i, i
√
2,

1 + i
√
3

2
,
1 + i

√
7

2
,
1 + i

√
11

2

}
l’anneau Z [ω] est euclidien pour le

stathme φ : z ∈ Z [ω] 7→ |z|2 .

Démonstration Les nombres complexes ω et ω sont les deux racines du poly-
nôme Pω (X) = X2 − αX − β ∈ Z [X] et on a :

x =
ω + ω

2
=
α

2
∈ [0, 1[ , n = |ω|2 = −β ∈ N

donc α = 0 ou α = 1 et β = −n avec n ∈ N∗, c’est à dire que Pω (X) = X2 + n

ou Pω (X) = X2 −X + n =

(
X − 1

2

)2

+
4n− 1

4
avec n ∈ N∗, donc ω = i

√
n, ou

ω =
1 + i

√
4n− 1

2
avec n ∈ N∗ (on a Im (ω) > 0).

On vérifie que l’application φ : z 7→ |z|2 définit bien un stathme sur l’an-
neau Z [ω] . Pour tout z = a+ bω ∈ Z [ω] , on a :

φ (z) = |z|2 = zz ∈ R+ ∩ Z [ω] = N
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(on a |z|2 ≥ 0, zz ∈ Z [ω] puisque Z [ω] est stable par conjugaison et (1, ω) est libre
dans le R-espace vectoriel C, puisque ω ∈ C \ R, donc u = a + bω ∈ R+ ∩ Z [ω]
impose b = 0 et u = a ∈ N, soit R+ ∩Z [ω] = N), donc φ est un stathme sur Z [ω] .

Pour u, v dans Z [ω] avec v 6= 0, on a u

v
=

uv

|v|2
avec |v|2 ∈ N∗ et uv ∈ Z [ω]

puisque l’anneau Z [ω] est stable par conjugaison complexe, donc u
v
= r+ sω avec

(r, s) ∈ Q2. Pour q = a+ bω ∈ Z [ω] , on a :∣∣∣u
v
− q
∣∣∣2 = |r − a+ (s− b)ω|2 = |r − a+ (s− b)x+ i (s− b) y|2

= |r − a+ (s− b)x|2 + |(s− b) y|2

Pour b ∈ Z tel que s ∈
[
b− 1

2
, b+

1

2

[
et a ∈ Z tel que r+(s− b)x ∈

[
a− 1

2
, a+

1

2

[
,

on a
∣∣∣u
v
− q
∣∣∣2 ≤ 1 + y2

4
ou encore |u− qv|2 < 1 + y2

4
|v|2 . En posant r = u − qv

dans Z [ω] , on a u = qv + r avec :

φ (r) = |r|2 = |u− qv|2 < 1 + y2

4
|v|2 < |v|2 = φ (v)

pour y ∈
]
0,
√
3
[
. Donc (Z [ω] , φ) est euclidien pour x ∈ [0, 1[ et y ∈

]
0,
√
3
[
.

Avec le théorème 5.9, nous avons vu que l’anneau Z [i
√
n] est euclidien si, et

seulement si, on a n ∈ {1, 2} .

Pour ω =
1 + i

√
4n− 1

2
avec n ∈ N∗ tel que 4n − 1 < 12, soit 1 ≤ n <

13

4
ou

encore 1 ≤ n ≤ 3, on déduit de ce qui précède que (Z [ω] , φ) est euclidien.

En conclusion, pour ω ∈

{
i, i

√
2,

1 + i
√
3

2
,
1 + i

√
7

2
,
1 + i

√
11

2

}
, l’anneau Z [ω]

est euclidien.

On peut montrer que pour n ≥ 4 l’anneau Z
[
1 + i

√
4n− 1

2

]
n’est pas euclidien

(théorème 5.15). Pour certaines valeurs de n, il peut être principal non euclidien,

c’est le cas pour n = 5, soit pour ω =
1 + i

√
19

2
(voir le paragraphe 5.4).

5.3.5 L’anneau des polynômes à coefficients
dans un corps commutatif

Voir le théorème ??.

5.3.6 L’anneau des séries formelles à coefficients
dans un corps commutatif

Voir le paragraphe 4.1 pour la définition et quelques propriétés de l’anneau
K [[X]] des séries formelles à une indéterminée et à coefficients dans un corps
commutatif K.
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Théorème 5.14.

L’anneau K [[X]] des séries formelles à coefficients dans un corps com-
mutatif K est euclidien pour le stathme :

φ : S ∈ K [[X]] \ {0K} 7→ φ (S) = val (S)

Démonstration L’application φ est un stathme croissant. En effet, pour S, T
dans K [[X]] \ {0K} , on a val (S) ∈ N et val (ST ) = val (S) + val (T ) ≥ val (S) .
Il reste à montrer qu’on a une division euclidienne. Soient S, T dans K [X] \ {0K}
de valuations respectives n,m. On a alors S = XnS1 et T = XmT1 avec S1, T1
de valuation nulle, donc inversibles dans K [[X]] (lemme 4.3). Pour m ≤ n, on
écrit que S = XnS1 = (XmT1)

(
Xn−mT−1

1 S1

)
= TQ + 0K et pour m > n, on a

S = T · 0K + S avec φ (S) = val (S) = n < m = val (T ) = φ (T ) .

Avec le théorème précédent, on retrouve le fait que K [[X]] est principal (théo-
rème 4.3).

5.4 Exemple d’anneau principal non euclidien
Nous avons vu qu’un anneau euclidien est principal (théorème 5.1). Dans le

but de justifier que la réciproque est fausse, nous allons décrire un anneau qui est
principal, mais non euclidien.

On désigne pour tout n ∈ N∗ par ωn l’entier quadratique 1 + i
√
4n− 1

2
dont

le polynôme minimal est Pn (X) = X2 − X + n (voir la démonstration du théo-
rème 5.13).

Pour tout u = a+ bωn ∈ Z [ωn] , on a :

|u|2 = (a+ bωn) (a+ bωn) = a2 + ab (ωn + ωn) + b2 |ωn|2

= a2 + ab+ nb2 ∈ R+ ∩ Z = N

Pour n ∈ {1, 2, 3} , nous avons vu que l’anneau Z [ωn] est euclidien.

Lemme 5.10 Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de l’anneau Z [ωn]
est :

(Z [ωn])
×
= {u ∈ Z [ωn] , |u| = 1} =

{
{−1, 1} pour n ≥ 2
{±1,±ω1,±ω1} pour n = 1

Démonstration Si u = a + bωn ∈ Z [ωn] \ {0} est inversible, il existe alors
v ∈ Z [ωn] tel que uv = 1, donc |u|2 |v|2 = 1 dans N∗ et nécessairement |u|2 = 1.

Réciproquement, si u ∈ Z [ωn] est tel que |u|2 = uu = 1, il est alors inversible dans
Z [ωn] d’inverse u ∈ Z [ωn] (stabilité de Z [ωn] par conjugaison complexe). On a
donc (Z [ωn])

×
= {u ∈ Z [ωn] , |u| = 1} où :

|u|2 = a2 + ab+ nb2 =

(
a+

b

2

)2

+

(
n− 1

4

)
b2 = 1
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Pour n ≥ 2 et u = a+ bωn ∈ (Z [ωn])
×
, on a 1 = |u|2 ≥

(
n− 1

4

)
b2 ≥ 7

4
b2 avec

b2 ∈ N, ce qui impose b = 0 et a2 = 1, soit u = ±1. On a donc (Z [ωn])
×
= {−1, 1} .

Pour n = 1 et u = a + bωn ∈ (Z [ω1])
×
, l’inégalité 1 ≥ 3

4
b2 impose b = 0 et

a = ±1 ou b = ±1 et a (a± 1) = 0, soit u = ±1 ou u ∈ {±ω1,± (1− ω1)} . On a
donc (Z [ωn])

×
= {±1,±ω1,± (1− ω1)} = {±1,±ω1,±ω1} .

Lemme 5.11 Pour tout entier n ≥ 4, les entiers ±2 et ±3 sont irréductibles dans
Z [ωn] .

Démonstration Il nous suffit de vérifier que 2 et 3 sont irréductibles dans Z [ωn]
puisque −1 est inversible dans Z [ωn] .

Comme (Z [ωn])
×
= {−1, 1} , 2 et 3 sont non inversibles dans Z [ωn] .

Si 2 = uv dans Z [ωn] , on alors 4 = |u|2 |v|2 dans N∗, ce qui implique que
|u|2 ∈ {1, 2, 4} . Le cas |u|2 = 1 signifie que u est inversible ; le cas |u|2 = 4 impose
|v|2 = 1 et signifie que v est inversible ; le cas |u|2 = a2 + ab + nb2 = 2 impose
b 6= 0 puisque a2 = 2 est impossible dans Z, mais alors :

2 = |u|2 =

(
a+

b

2

)2

+

(
n− 1

4

)
b2 ≥ 15

4

ce qui n’est pas possible.
Si 3 = uv dans Z [ωn] , on alors 9 = |u|2 |v|2 dans N∗ et |u|2 ∈ {1, 3, 9} . Les

cas |u|2 = 1 ou |u|2 = 9 impliquent l’inversibilité de u ou celle de v ; le cas
|u|2 = a2 + ab+ nb2 = 3 impose b 6= 0 puisque a2 = 3 est impossible dans Z, mais

alors 3 =

(
a+

b

2

)2

+

(
n− 1

4

)
b2 ≥ 15

4
, ce qui n’est pas possible.

Théorème 5.15.

Pour tout entier n ≥ 4, l’anneau Z [ωn] n’est pas euclidien.

Démonstration Supposons qu’il existe un stathme φ : Z [ωn]
∗ → N qui fasse de

Z [ωn] un anneau euclidien. On désigne par u un élément de Z [ωn] tel que :

φ (u) = min {φ (v) , v ∈ Z [ωn] \ {−1, 0, 1}}

Ce minimum est atteint puisque {φ (v) , v ∈ Z [ωn] \ {−1, 0, 1}} est une partie
non vide minorée de N. Les inversibles de Z [ωn] étant les éléments de module égal
à 1, soit −1 et 1, on a |u|2 ≥ 2 et :

φ (u) = min
{
φ (v) , v ∈ Z [ωn] et |v|2 ≥ 2

}
Dans Z [ωn] , on a une division euclidienne 2 = qu + r avec r = 0 ou r 6= 0 et
φ (r) < φ (u) qui impose r ∈ {−1, 1} par minimalité de u.

• Si r = 1, on a alors 1 = qu avec u non inversible, soit une impossibilité.



156 Anneaux euclidiens (nouvelle version du 04/12/2024)

• Si r = 0, on a alors 2 = qu avec u non inversible, donc q est inversible puisque
2 est irréductible dans Z [ωn] , soit q = ±1 et u = ±2. La division euclidienne
de ωn par u donne alors ωn = q (±2) + r′ = 2q′ + r′ avec r′ ∈ {−1, 0, 1} ,
donc ωn − r′ = 2 (a+ bωn) , ce qui implique que 2a = −r′ et 2b = 1 puisque
(1, ωn) est R-libre, soit une impossibilité pour b entier.

• Si r = −1, on a alors 3 = qu avec u non inversible, donc q est inversible
puisque 3 est irréductible dans Z [ωn] , soit q = ±1 et u = ±3. La division
euclidienne de ωn par u donne alors ωn = 3q′ + r′avec r′ ∈ {−1, 0, 1} , donc
ωn−r′ = 3 (a+ bωn) , ce qui implique que 3a = −r′ et 3b = 1 puisque (1, ωn)
est R-libre, soit une impossibilité pour b entier.

Pour ce qui suit, on se limite à n = 5, soit à l’anneau Z [ω5] = Z

[
1 + i

√
19

2

]
qui se trouve être principal et non euclidien.

Lemme 5.12 Pour tout z ∈ C, il existe u ∈ Z [ω5] ou v ∈ Z [ω5] tel que l’on ait
|z − u| < 1 ou |2z − v| < 1.

Démonstration Comme (1, ω5) est une R-base de C, tout nombre complexe
s’écrit de manière unique z = x + yω5 avec (x, y) ∈ R2 et il existe un unique
couple (a, b) d’entiers relatifs tel que :

(x, y) ∈
[
a− 1

2
, a+

1

2

[
×
[
b− 1

2
, b+

1

2

[
donc, en notant u = a+ bω5 dans Z [ω5] , on a :

|z − u|2 = (x− a)
2
+ (x− a) (y − b) + 5 (y − b)

2

≤ (x− a)
2
+ |x− a| |y − b|+ 5 (y − b)

2 ≤ 1

4
+

1

2
|y − b|+ 5 (y − b)

2

Si |y − b| ≤ 1

3
, il vient |z − u|2 ≤ 1

4
+

1

6
+

5

9
=

35

36
< 1. Si 1

3
< |y − b| ≤ 1

2
, on

a alors 1

3
< y − b ≤ 1

2
ou −1

2
< y − b ≤ −1

3
, soit 2b +

2

3
< 2y ≤ 2b + 1 ou

2b − 1 < 2y ≤ 2b − 2

3
. Dans le premier cas, on pose d = 2b + 1 et dans le second

d = 2b − 1, ce qui nous donne |2y − d| ≤ 1

3
et en désignant par c l’entier tel que

2x ∈
[
c− 1

2
, c+

1

2

[
, en prenant v = c+ dω ∈ Z [ω5] , on a |2z − v| < 1.

Théorème 5.16.

L’anneau Z [ω5] est principal.

Démonstration Soient I un idéal de Z [ω5] non réduit à {0} et u0 = a+bω dans
Z [ω5] tel que |u0|2 = min

{
|u|2 , u ∈ I \ {0}

}
. Ce minimum existe car l’ensemble



Unicité de la division euclidienne 157

{
|u|2 , u ∈ I \ {0}

}
est une partie non vide de N∗. Comme I est un idéal, on a

déjà (u0) = Z [ω5]u0 ⊂ I. Soient v ∈ I et z =
v

u0
. Supposons que v /∈ (u0) . Si

u ∈ Z [ω5] est tel que |z − u| < 1, on a alors 0 < |v − u0u| < |u0| et v /∈ I (sinon
v − u0u ∈ I puisque I est un idéal et v − u0u = 0 par définition de u0), ce qui
n’est pas. Si u ∈ Z [ω5] est tel que |2z − u| < 1, on a alors 0 < |2v − u0u| < |u0| et
2v /∈ I, ce qui implique encore que v /∈ I (v ∈ I entraîne 2v = v + v ∈ I puisque I
est un groupe additif), ce qui n’est pas. L’hypothèse v /∈ (u0) est donc impossible
et I ⊂ Z [ω5]u0. On a donc I = Z [ω5]u0 et I est principal.

5.5 Unicité de la division euclidienne
Pour ce paragraphe, (A, φ) est un anneau euclidien qui n’est pas un corps. Dans

les exemples d’anneaux euclidiens que nous avons considérés, seuls les anneaux de
polynômes à coefficients dans un corps commutatif, avec le degré pour stathme,
assurent l’unicité du reste et du quotient dans la division euclidienne. En fait, ce
sont les seuls cas possibles. Nous allons montrer plus précisément que si (A, φ)
est un anneau euclidien qui n’est pas un corps et pour lequel il y a unicité du
quotient et du reste dans la division euclidienne, cet anneau est alors isomorphe à
un anneau de polynômes à coefficients dans un corps commutatif.

Le lemme qui suit nous dit que cette unicité est réalisée si, et seulement si, le
stathme φ est croissant et vérifie une propriété supplémentaire vérifiée par le degré
des polynômes.

Lemme 5.13 Le quotient et le reste sont uniquement déterminés pour la division
euclidienne dans (A, φ) si, et seulement si, le stathme φ est croissant tel que :

∀ (a, b) ∈ A∗ × A∗, a 6= b⇒ φ (a− b) ≤ max (φ (a) , φ (b)) (5.1)

Démonstration Supposons que le quotient et le reste sont uniquement détermi-
nés pour la division euclidienne dans (A, φ) et soient a, b dans A∗. Si φ (ab) < φ (a) ,
on a alors deux divisions euclidiennes de ab par a, ab = ab+ 0 = a0 + ab (ab 6= 0
puisque a, b sont non nuls dans A intègre), ce qui est contraire à notre hypothèse.
On a donc φ (ab) ≥ φ (a) , ce qui signifie que le stathme φ est croissant.

Supposant que a 6= b et écrivant que 2a− b = 1 · (a− b) + a = 2 (a− b) + b, les
inégalités φ (a) < φ (a− b) et φ (b) < φ (a− b) nous donneraient deux divisions
euclidiennes de 2a − b par a − b, ce qui n’est pas, donc l’une des deux inéga-
lités φ (a− b) ≤ φ (a) ou φ (a− b) ≤ φ (b) est vérifiée, ce qui nous donne bien
φ (a− b) ≤ max (φ (a) , φ (b)) .

Réciproquement supposons le stathme φ croissant, la condition (5.1) vérifiée
et que l’on ait deux divisions euclidiennes, a = bq + r = bq′ + r′. Si q 6= q′, on
a alors r − r′ = b (q′ − q) 6= 0 (A est intègre). Si r′ = 0, on a alors r 6= 0 et
φ (r) = φ (b (q′ − q)) ≥ φ (b) , ce qui contredit φ (r) < φ (b) . On a donc r′ 6= 0 et
en permutant les rôles de r et r′, on voit qu’on a également r 6= 0. Mais on aboutit
alors à φ (b) ≤ φ (b (q′ − q)) = φ (r − r′) ≤ max (φ (r) , φ (r′)) < φ (b) , ce qui n’est
pas possible. On a donc q = q′ et r = r′.
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La propriété de croissance du stathme est vérifiée pour les exemples classiques
d’anneaux euclidiens : K [X] , Z, D et Z [i] . En fait, on a vu qu’on peut toujours se
ramener à un stathme croissant (lemme 5.1), ce qui est intéressant pour caractériser
les éléments inversibles de A (théorème 5.2).

On suppose pour la suite de cet paragraphe que le quotient et le reste sont
uniquement déterminés pour la division euclidienne dans (A, φ) , c’est-à-dire que :

∀ (a, b) ∈ A× A∗, ∃! (q, r) ∈ A2, a = bq + r avec r = 0 ou r 6= 0 et φ (r) < φ (b)

ce qui équivaut à dire que φ est croissant et que la propriété (5.1) est vérifiée.

Lemme 5.14 L’ensemble K = A× ∪ {0} est un corps. Donc A est un K-espace
vectoriel.

Démonstration On a 1 ∈ K et pour a, b dans K, ab est dans K puisque A× est
un groupe multiplicatif. Il reste à montrer que pour a, b dans K, a − b est aussi
dans K. Si a = b, on a alors a − b = 0 ∈ K ; si a = 0 [resp. b = 0], on a alors
a − b = −b ∈ K [resp. a − b = a ∈ K]. Enfin si a, b sont dans A∗ avec a 6= b,
on a alors φ (1) = min

x∈A∗
φ (x) ≤ φ (a− b) ≤ max (φ (a) , φ (b)) = φ (1) (troisième

point du théorème 5.2), donc φ (a− b) = φ (1) et a − b ∈ K. Au final, K est un
sous-anneau de A tel que tous les éléments de K∗ = A× sont inversible, c’est donc
un corps.

Lemme 5.15 Pour a 6= b dans A∗ tels que φ (a) < φ (b) , on a φ (b− a) = φ (b) .

Démonstration On a déjà φ (b− a) ≤ max (φ (a) , φ (b)) = φ (b) .
Si φ (b− a) < φ (b) , on a alors 2b − a = 1 · b + (b− a) = 2b + (−a) avec

φ (b− a) < φ (b) et φ (−a) = φ (a) < φ (b) , donc b− a = −a par unicité du reste
et b = 0, ce qui n’est pas. On a donc φ (b− a) = φ (b) .

Ayant supposé que A n’est pas un corps, on a K $ A et il existe x ∈ A \K tel
que φ (x) = min

y∈A\K
φ (y) .

Lemme 5.16 On a φ (x) > φ (1) , la suite (φ (xn))n∈N est strictement croissante
dans N et la famille Bx = (xn)n∈N est libre dans le K-espace vectoriel A.

Démonstration On a déjà φ (1) = min
y∈A∗

φ (y) ≤ φ (x) et φ (x) 6= φ (1) puisque

x /∈ A×. Comme x 6= 0 et x /∈ A×, on a φ
(
xn+1

)
= φ (xnx) > φ (xn) . On en déduit

que φ (xn) ≥ n pour tout n ∈ N et lim
n→+∞

φ (xn) = +∞. Dire que la famille Bx
est libre, revient à dire que, pour tout entier n ∈ N, la famille

(
xk
)
0≤k≤n est libre.

Soient a0, · · · , an dans K = A× ∪ {0} tels que
n∑
k=0

akx
k = 0. Si a0 6= 0, on a alors

a0 ∈ A× et x
n∑
k=1

(
−a−1

0 ak
)
xk = 1, donc x ∈ A×, ce qui n’est pas. On a donc a0 = 0.

Supposant que aj = 0 pour 0 ≤ j ≤ k ≤ n− 1, on a xk+1

n∑
j=k+1

ajx
j−k−1 = 0, donc
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n∑
j=k+1

ajx
j−k−1 = 0 puisque A est intègre et ak+1 = 0. Les ak sont donc tous nuls

et
(
xk
)
0≤k≤n est libre.

Lemme 5.17 Pour tout a ∈ A∗, il existe un unique n ∈ N tel que φ (a) = φ (xn) .

Démonstration La suite (φ (xn))n∈N étant strictement croissante dans N, il
existe pour tout a ∈ A∗ un unique n ∈ N tel que φ (xn) ≤ φ (a) < φ

(
xn+1

)
(comme φ (a) ≥ φ (1) = φ

(
x0
)
, l’ensemble

{
k ∈ N, φ

(
xk
)
≤ φ (a)

}
est non vide

dans N, il admet donc un plus petit élément qui vérifie φ (xn) ≤ φ (a) < φ
(
xn+1

)
).

Si n = 0, on a alors φ (a) < φ (x) , donc a ∈ A× (sinon a /∈ K puisque a 6= 0 et
φ (x) ≤ φ (a)) et φ (a) = φ (1) . Si n ≥ 1, on a la division euclidienne de a par xn :

a = qxn + r avec r = 0 ou r 6= 0 et φ (r) < φ (xn)

Si q = 0, on a alors φ (a) = φ (r) < φ (xn) , ce qui n’est pas, donc q 6= 0. Pour
r = 0, on a φ (a) = φ (qxn) . Pour r 6= 0, on a φ (−r) = φ (r) < φ (xn) ≤ φ (qxn)
et φ (a) = φ (qxn − (−r)) = φ (qxn) . Dans tous les cas, on a φ (a) = φ (qxn) .
On a la division euclidienne q = αx + β avec β = 0 ou β 6= 0 et φ (β) < φ (x) ,
donc β ∈ K dans les deux cas. Si α 6= 0, on a alors qxn = αxn+1 + βxn. Si
β = 0, on a alors φ (a) = φ (qxn) = φ

(
αxn+1

)
≥ φ

(
xn+1

)
, ce qui n’est pas. On

a donc β 6= 0, soit β ∈ A× et φ (βxn) = φ (xn) < φ
(
xn+1

)
≤ φ

(
αxn+1

)
, donc

φ (a) = φ (qxn) = φ
(
αxn+1

)
≥ φ

(
xn+1

)
, ce qui n’est pas. On a donc α = 0 et

q = β ∈ A× (q est non nul), ce qui nous donne φ (a) = φ (xn) . La suite (φ (xn))n∈N
étant strictement croissante, cet entier n est uniquement déterminé par a.

Théorème 5.17.

La famille Bx = (xn)n∈N est une base du K-espace vectoriel A, c’est-à-
dire que pour tout a ∈ A, il existe un unique entier naturel n et une unique

suite (ak)0≤k≤n d’éléments de K telle que a =

n∑
k=0

akx
k, les ak étant dans K

avec an ∈ A×. Ce que l’on peut noter A = K [X] . Il en résulte que l’anneau
A est isomorphe à l’anneau K [X] des polynômes à une indéterminée et à
coefficients dans le corps commutatif K.

Démonstration Comme Bx = (xn)n∈N est libre dans le K-espace vectoriel A,
il nous suffit de montrer que cette famille Bx est génératrice. Pour ce faire, on
montre par récurrence sur n ≥ 0 que tout a ∈ A∗ tel que φ (a) = φ (xn) s’écrit

a =

n∑
k=0

akx
k, les ak étant dans K avec an ∈ A×. Pour n = 0, φ (a) = φ (1) signifie

que a = a0 ∈ A×. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n − 1 ≥ 0 et soit
a ∈ A∗ tel que φ (a) = φ (xn) . On a vu avec le lemme précédent que a = qxn + r
avec q ∈ A× et r = 0 ou r 6= 0 et φ (r) < φ (xn) , donc φ (r) ≤ φ

(
xn−1

)
. Pour

r = 0, on a a = anx
n avec an = q ∈ A× et pour r 6= 0, on a par hypothèse de
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récurrence, r =
p∑
k=0

akx
k avec 0 ≤ p ≤ n − 1, ak ∈ K pour tout k compris entre 0

et p et ap ∈ A×. Notant an = q, an−1 = · · · = ap+1 = 0 (éventuellement), on a

bien a =

n∑
k=0

akx
k, les ak étant dans K avec an ∈ A×.

Il est clair que ϕ : P ∈ K [X] 7→ P (x) ∈ A est un morphisme d’anneaux et on
vient de voir qu’il est bijectif, c’est donc un isomorphisme de K [X] sur A.

5.6 Exercices

Exercice 5.1. Soit (A, φ) un anneau euclidien. Montrer que si le stathme
φ est constant, A est alors un corps.

Solution. Si le stathme φ est constant, l’inégalité stricte φ (r) < φ (b) n’est
jamais vérifiée, donc la division euclidienne de a ∈ A par b ∈ A∗ est de la forme
a = bq. En particulier, on aura 1 = bq pour tout b ∈ A∗, ce qui revient à dire que
A est un corps.

Exercice 5.2. Soient a ∈ Z∗ et b ∈ N∗ ne divisant pas a.

1. Montrer que si a = bq + r est une division euclidienne de a par b
dans (Z, |·|) , il en existe alors une seule autre a = bq′ + r′ avec r 6= r′

et q 6= q′.

2. Montrer qu’il y a exactement deux divisions euclidiennes de a par b
dans (Z, |·|) .

Solution. Si b divise a, le seul reste possible dans la division de a par b est 0
(dans ce cas b divise r = a − bq avec 0 ≤ |r| < |b| , donc r = 0). Réciproquement
un reste nul nous dit que b divise a. Pour a 6= 0 et b ≥ 1 ne divisant pas a, les
restes dans la division euclidienne de a par b sont donc nécessairement non nuls.

1. Supposons qu’il existe deux division euclidienne de a par b dans (Z, |·|) , soit
a = bq + r = bq′ + r′ avec 0 < |r| , |r′| < |b| = b. Comme b ne divise pas a,
les entiers r et r′ sont dans ]−b, b[ \ {0} . Si r 6= r′, on a alors q′ 6= q et
b ≤ b |q − q′| = |r′ − r| < 2b, donc 1 ≤ |q − q′| < 2 et q = q′ + 1 ou q = q′ − 1,
soit r′ = r + b ou r′ = r − b. Pour r > 0, on a r + b > b et r′ = r − b ∈ ]−b, b[ ,
pour r < 0, on a r− b < −b et r′ = r+ b ∈ ]−b, b[ . On a donc r′ = r− sgn (r) b
et q′ = q + sgn (r) , où sgn (r) est le signe de r. Réciproquement on vérifie que
si a = bq + r est une division euclidienne dans (Z, |·|) , on en a une deuxième
a = bq′ + r′ en posant r′ = r − sgn (r) b et q′ = q + sgn (r) . En effet, on a :

bq′ + r′ = b (q + sgn (r)) + (r − sgn (r) b) = bq + r = a

et r′ = r − sgn (r) b ∈ ]−b, b[ (pour r > 0, on a 0 < r < b, donc −b < r − b < 0
et pour r < 0, on a −b < r < 0, donc 0 < r + b < b), avec r′ 6= r.
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2. On a déjà la division euclidienne classique a = bq+ r avec 0 < r < b et on vient
de voir qu’en posant r′ = r− sgn (r) b = r− b, q′ = q+ sgn (r) = q+ 1, on en a
une deuxième et c’est la seule possible.

Exercice 5.3. Montrer que l’anneau D des nombres décimaux est iso-

morphe à l’anneau quotient Z [X]

(10X − 1)
.

Solution. Par définition des nombres décimaux, l’application φ : P 7→ P

(
1

10

)
réalise une surjection de Z [X] sur D et il est clair que cette application est un
morphisme d’anneaux. Elle passe donc au quotient en un isomorphisme de l’anneau

quotient Z [X]

ker (φ)
sur D. Un polynôme P ∈ Z [X] est dans ker (φ) si, et seulement

si, il est tel que P
(

1

10

)
= 0, ce qui implique l’existence de Q et R dans Q [X]

tel que P (X) =

(
X − 1

10

)
Q (X) = (10X − 1)R (X) . Si P ∈ ker (φ) \ {0} , il est

alors non constant et on a :

P (X) =

n∑
k=0

akX
k = (10X − 1)R (X) = (10X − 1)

n−1∑
k=0

bkX
k

où n ∈ N∗, les ak sont dans Z et les bk dans Q. Il en résulte que b0 = −a0 ∈ Z et
bk = ak − 10bk−1 pour 1 ≤ k ≤ n, ce qui implique par récurrence que les bk sont
dans Z, soit que R ∈ Z [X] et P ∈ (10X − 1) . L’inclusion (10X − 1) ⊂ ker (φ)
étant évidente, on a bien l’égalité ker (φ) = (10X − 1) et l’isomorphisme entre D

et l’anneau quotient Z [X]

(10X − 1)
.

Exercice 5.4. Montrer qu’un élément z de Z [i] est irréductible si, et
seulement si, z = ωp où ω ∈ Z [i]

×
= {±1,±i} et p est un nombre premier

congru à 3 modulo 4 ou |z|2 est un nombre premier congru à 1 modulo 4.

Solution. On peut remarquer que z ∈ Z [i] est irréductible si, et seulement si, z
l’est (conséquence de la stabilité de Z [i]

× par conjugaison complexe).

1. Si z ∈ Z [i] est irréductible, il est alors non inversible et en conséquence, |z|2 est
un entier supérieur ou égal à 2. Si cet entier (qui est somme de deux carrés) est
premier, il est alors congru à 1 modulo 4 d’après le théorème 5.10 de Fermat. Si
cet entier n’est pas premier, il existe alors deux entiers naturels u ≥ 2 et v ≥ 2
tels que |z|2 = zz = uv avec z premier dans Z [i] car irréductible (lemme 4.4),
donc z divise u ou v dans Z [i] . Si z divise u, on a alors z = ωv où v ≥ 2 est non
inversible dans Z [i] , ce qui implique que ω est inversible dans Z [i] puisque z
est irréductible, soit ω ∈ {±1,±i} et l’entier v est nécessairement premier, sans
quoi z = (ωa) b avec |ωa| = a ≥ 2 et b ≥ 2 contredit z irréductible. L’entier
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premier v = ω−1z étant également irréductible dans Z [i] est nécessairement
congru à 3 modulo 4 d’après le théorème 5.10 de Fermat.

2. Si p est un nombre premier congru à 3 modulo 4, il est alors irréductible dans
Z [i] et il en est de même de ω pourt tout ω ∈ Z [i]

×
. Si z ∈ Z [i] est tel que

l’entier p = |z|2 soit premier, une égalité z = uv dans Z [i] donne |u|2 |v|2 = p

dans N, donc |u|2 = 1 ou |v|2 = 1, ce qui signifie que u ou v est inversible dans
Z [i] . Donc z est premier dans Z [i] , ce qui revient à dire qu’il est irréductible
d’après le lemme 4.4.

Exercice 5.5.

1. Les deux décompositions 5 = (1 + 2i) (1− 2i) = (2 + i) (2− i)
contredisent-elles le fait que Z [i] est factoriel ?

2. Effectuer la division euclidienne de u = 11+7i par v = 18− i dans Z [i] .

3. Calculer le pgcd de u = a+ ib et v = b− ia dans Z [i] .

Solution.

1. Les éléments 1 ± 2i et 2 ± i sont irréductibles dans Z [i] d’après la question
précédentes tels que 1 + 2i = i (2− i) et 1 − 2i = −i (2 + i) , donc on a bien
une unique décomposition de 5 en facteurs irréductibles dans Z [i] à l’ordre et
multiplication par une unité près et cela ne contredit pas la facorialité de Z [i] .

2. On a u

v
=

(11 + 7i) (18 + i)

325
=

191

325
+

137

325
i = x+ iy avec :

(x, y) =

(
191

325
,
137

325

)
= (0.58 · · · , 0.42 · · · ) ∈

[
1

2
,
3

2

[
×
[
−1

2
,
1

2

[
En prenant q = 1 et r = u− qv = −7 + 8i, on a 11 + 7i = (18− i) + (−7 + 8i)

avec |−7 + 8i|2 = 113 < |18− i|2 = 325.

3. On a a+ ib = i (b− ia) , donc u ∧ v = v.
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