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Représentations d’un groupe
fini

Chapitre
-

"Pour ce chapitre, G est un groupe multiplicatif d’élément neutre noté e, K
est un corps commutatif de caractéristique nulle et F un K-espace vectoriel. Nous
préciserons quand G est fini, K = C ou E est de dimension finie.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. Une représentation linéaire de G dans E est un morphisme
de groupes p: G — GL (E). On dit aussi que E est un G-module.

On note (p, E) une telle représentation linéaire du groupe G et on dira simple-
ment représentation.

Si p est constante égale & Idg (i. e. p(g) = Idg pour tout g € G), on dit alors
que la représentation est triviale.

Pour E est de dimension n € N*, on dit que la représentation est de dimension
finie et la dimension de F est le degré de cette représentation. En se fixant une base
de E, une représentation de G dans E revient & se donner un morphisme de groupes
de G dans GL,(K). Désignant, pour tout g € G, par R(g) = ((pij (9)))1<; j<, la
matrice de p (¢g) dans une base B de E, on a pour g, h dans G, R (g) € GL,, (K) et
R(gh) = R(9)R(h), R(9) ' =R(g7").

Se donner une représentation linéaire de G dans E revient a se donner une
action a gauche de G sur E, (g,2) € G X E— g+ x € E, qui est K-linéaire, c’est-
a-dire telle que g* (Az + py) = Ag*x + pg*y pour tous A, u dans K et z,y dans F
(pour tout g € G, 'application x — g *x est linéaire). En effet, si p: G — GL (E)
est une une telle représentation, on définit alors une action sur le groupe G par :

V(g,2) EG X E, gxz=p(9)(2)

puisque, pour tous g, ¢’ dans G et tout x dans E, ona exz = p (e) (x) = Idg (z) =
et gx(g'xx) =p(9)(p(9") (x)) = p(g)ep(d) (x) =plgg’) (x) = (99") * x. Cette

1. Ce chapitre était présent dans la premiere édition et a été supprimé dans la deuxieme.



2 Représentations d’un groupe fini

action est bien K-linéaire puisque :

g Az + py) = p(g9) Az +py) = Ao (9) (@) + pp(9) (y) = Ag*x + pg +y

Réciproquement, soit (g,z) — ¢ * ¢ une action a gauche K-linéaire de G sur E.
Pour tout g € E, 'application p(g) : * € E — gxx € E est K-linéaire et bijective.
En effet, de la linéarité de I’action, on déduit que p(g) € L (F), de exx = x pour
tout z € E, on déduit que p (e) = Idg et avec gx (g~ ) = (9971 )*x = exz =,
9" (gxx) = =, on déduit que p(g) o p(97') = p(97") o p(g) = Idg, ce qui
signifie que p (g) est bijective d’inverse p (¢g~!) . Enfin, avec g* (¢’ * z) = (g9¢’) * ,
pour tous g, ¢, z, on déduit que p (gg’) = p (g)op (¢’) , c’est-a-dire que 'application
p est un morphisme de groupes de G dans GL (E).

Exemples 1.1
1. Un groupe diédral de type Da,, est isomorphe au sous-groupe de G Ly (R) engen-

) cos (37)  —sin (3F) ( 10 ) .

dré par R = et S = , ce qui nous donne

sin (27”) coS (27”) 0 -1
une représentation de degré 2 de Day,, (voir le paragraphe ?7).

2. Pour G fini et E de dimension card (G), en notant B = (ex),cq une base de
E, on définit une représentation de G dans E en posant p(g) (ex) = egr, pour
tout (g, k) € G*. C’est la représentation régulicre de G sur E.

3. 51 G = &, est le groupe symétrique d’ordre n et E est de dimension n, en
désignant par B = (), <) <,, une base de E, on définit une représentation de &,,
dans E en posant p (0) (ex) = ey pour tous o € &, etk € {1,--- ,n}. Cest
la représentation de G sur E par permutation. La trace de p (o) est le nombre
de points fixes de la permutation o.

4. 5t G ={a) = {e,a7 e ,am_l} est un groupe cyclique d’ordre m, on se donne
un isomorphisme ug de E et on définit Uapplication p : G — GL (E) par :

Vk € {0, ,m—1}, p(a*) =u

C’est une représentation de G sur E si, et seulement si, on a uy' = Idg.
En effet si p est une représentation, on a alors ul' = p(a™) = p(e) = Idg.
Réciproquement, si ug'® = Idg, on a alors pour tous j,k compris entre 0 et
m-—1:

p(ajak) = p(aj+k) = ug+k :u%ulg zp(aj)p(ak) sij+k<m-—1

p (@iab) = p (a77a) = p (a*)
= TR = IR =k =p(a)p(a®) sim<j+k<2m-2
et p est bien une représentation.

5. Soient ((Pz‘aEi))1<i<p une famille de représentations du groupe G dans des K-
espaces vectoriels Ey,- -+, E, avec p > 2. On définit une représentation de G

P
dans la somme directe £ = @El en posant :
i=1

Vge @, ¥(x, - ,x,p) € HE p(9) (Zw> = Zpi (9) (x:)
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En effet, comme p; (g9) € GL(E;) pour 1 <i<p, on ap(g) € L(E). L'égalité
P
Zpi (9) (z;) = 0 équivaut a p; (g) (z;) = 0 pour tout i compris entre 1 et p,
i=1

soit d x; = 0 puisque chaque p; (g) est un isomorphisme, donc p(g) € GL (E)
et on a bien une représentation. On dit que (p, E) est la somme directe des

P P
représentations (p;, E;), ce que l'on note (p,E) = @pi,@Ei> . Dans le
i=1 =1
cas ot tous les F; sont de dimension finie, en désignant par B; une base de

P

E;, pour tout g € G, la matrice de p(g) dans la base UBi de FE est la matrice
i=1

diagonale par blocs R (g) = diag (R1(g9), -+ ,Rp(g9)), ot R; (g) est la matrice

de p; (g) dans B,.

Définition 1.2. Si (p, E) est une représentation de G, on dit alors que
ker (p) = {9 € G| p(g) = Idg} est le noyau de la représentation. La repré-
sentation est dite fidele si son noyau est réduit a I’élément neutre de G.

Exemples 1.2

1. 8i G est d’ordre n et E de dimension n, une représentation réquliére de G
dans E (exemple B) est fidéle. En effet si g est dans le noyau de p, on alors
eqk = p(g) (ex) = e pour tout k € G, donc gk =k pour tout k € G et g = e.

2. Si G estle groupe S, des permutations de {1,--- ,n}, Uapplication p qui associe
a toute permutation o € S,, la matrice de passage R (o) de la base canonique
B = (ej)lgjgn de K™ a la base B, = (eﬂ(j))1§j§n est un morphisme de groupes
injectif de S,, dans GL,, (K), c’est donc une représentation fidéle de S,,.

3. Soient G = (a) un groupe cyclique d’ordre m, ug € GL (E) tel que ul' = Idg et
p: G — GL(E) la représentation définie par p (ak) = ul pour tout k compris
entre 0 et m — 1 (exemple B). Si ug est d’ordre m, cette représentation est
alors fidele. En effet, si a® € ker (p) avec k compris entre 0 et m — 1, on a
alors uf = Idg et nécessairement k = 0, donc ker (p) = {e} et p est fidele.
Sinon, Uordre v de ug est un diviseur strict de m, soit r € {1,--- ,m — 1} et
a” € ker (p) avec a” # e, donc p n’est pas fidéle.

1.2 Représentations irréductibles

Définition 1.3. Si (p, F) est une représentation de G, on dit alors qu'un
sous-espace vectoriel F' de E est G-invariant (ou stable par G) si F' est
stable par tous les p(g), ce qui signifie que p(g) (F') C F pour tout g € G.

Les sous-espaces {0} et F sont toujours G-invariant.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie qui est G-invariant,
on a alors p(g) (F') = F puisque p (g) est un isomorphisme.
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Si F' est un sous-espace vectoriel de E qui est G-invariant, la représentation
p: G — GL(F) induit alors une représentation p’ : G — GL (F). On dit alors
que p’ est une sous-représentation de p.

Définition 1.4. Si (p, F) est une représentation de G, on dit alors que
E¢ ={x € E|Vg€G, p(g) (z) = x} est I'ensemble des points fixes de G
dans E.

Pour tous z,y dans E¢, A€ Ket g€ G,on a :

p(g9) Az +y) =Ap(9) (¥) +p(9) (y) = Az +y

donc E€ est un sous-espace vectoriel de F qui est G-invariant.

Définition 1.5. On dit qu’une représentation de G dans F est irréductible
(ou simple) si E n’est pas réduit au vecteur nul et les seuls sous-espaces
G-invariants sont {0} et E.

Exemples 1.3

1. 871G est d’ordre n et E de dimension n, une représentation réguliere de G dans

E (exemple B) nest pas irréductible. En effet, pour x = Zek et tout g € G, on
keG

ap(g)(x)= Zp(g) (ex) = Zegk = Zeh = x puisque Uapplication k — gk

keG keG heG
est une permutation de G. Donc la droite vectorielle D = Kz dirigée par x est

G-invariante non triviale. La restriction de p a D est la représentation triviale
puisque p (g) () = x pour tout g € G.

2. Reprenant l’exzemple | avec K = C et E de dimension finie, comme ug' = Idg,
l’endomorphisme ug est annulé par le polynome X™ —1 qui est scindé a racines
simples dans C[X], il est donc diagonalisable. Désignant par B = (€;),,,, une
base de E formé de vecteurs propres de ug, B est aussi une base de vecteurs
propres de p (ak) = uk pour tout k compris entre 0 et m— 1, donc chaque droite
vectorielle E; = Ce;, pour i compris entre 1 et n, est G-invariante. Donc cette
représentation de G n’est pas irréductible.

Définition 1.6. Soient F,F deux K-espaces vectoriels et (p, E), (o, F)
deux représentations de G. On dit que u € L (E, F) est G-linéaire (ou que
c’est un G-morphisme, ou que c’est un opérateur d’entrelacement) si on a
uop(g) =0 (g)owu pour tout g € G. Si de plus u est bijective, on dit alors
que c’est un G-isomorphisme ou que les représentations sont équivalentes.

Dire que u € L (E, F) est G-linéaire se traduit aussi par o (g)ouop(g7!) =u
pour tout g € G.

Dire les représentations (p, E) et (o, F') sont équivalentes revient a dire qu’il
existe un isomorphisme u de E sur F tel que p(g) = u~! oo (g) o u pour tout
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g € G et dans le cas de la dimension finie, cela signifie qu’il existe une matrice
inversible P telle que R (g) = P~1S (g) P pour tout g € G (les matrices R (g), de
p (g) dans une base de E, et S (g), de o (g) dans une base de F, sont semblables).

On note L¢ (E, F) le sous-espace vectoriel de £ (E, F') constitué des applica-
tions G-linéaires.

Lemme 1.1 Soient (p, E) et (o, F) deux représentations du méme groupe G dans
des K-espaces vectoriels E et F.

1. L’application T qui associe 4 g € G lisomorphisme 7 (g) de L (E, F) défini par
7(9) (u) =0 (g)ouop(g™t) pour tout u € L(E,F) est une représentation de
G dans L(E,F). Si E et F sont de dimension finie, cette représentation est
de degré deg (p, E) deg (o, F) .

2. L’espace des points fizes de G dans cette représentation (1, L (E, F)) est l’espace
des applications G-linéaires, soit £L(E,F) = Lq (E,F).
Démonstration

1. Pour tout g € Gettoutu € L(E,F),onap(g~') € GL(E)eto(g) € GL(F),
donc 7 (g) (u) =0 (g)ouop(97') € L(E, F). Pour tous scalaires A, p et tous
morphismes u,v dans £ (E,F), on a :

7(9) u+ ) = o (g) o (\u+ ) o p (971) = A7 (9) (u) + 17 (g) (v)

donc 7 (g) est bien une application linéaire de £ (E, F) dans L (E, F). Pour u
dans L(E,F),ona7(e)(u) =0c(e)ouop(et) =u, donc 7(e) = Idep, F).
Pour g, h dans G et uw dans L (F,F),on a :
7(gh) (u) = o (gh) cuop(h™lg™") =0 (g)o (o (h)ouop(h™))op(g™")
=0 (g)o(r(h)(w)op(g") =7(9)(r (h) (u))
donc 7 (gh) =7 (g)o7 (h) et 7 (g) est inversible d’inverse 7 (¢~') . En définitive,
7 est bien un morphisme de groupes de G dans GL (L (E, F)) et (1, L (E, F))

est bien une représentation de G. Si E et F sont de dimension finie, cette
représentation est alors de degré égal a dim (L (E, F)) = deg (p, E) deg (0, F).

2. On a:

L(E,F)° ={ueL(E,F)|Vgeq, (g)(v) =u}
={ueL(E,F)|Vg€G, o(g)ouop(g7") =u} =L (E,F)

Lemme 1.2 Soient E, F deuz K-espaces vectoriels, (p, E), (o, F) deux représen-
tations de G et u € Lg (E,F). Les espaces vectoriels ker (u) et Im (u) sont G-
invariants dans E et F' respectivement.

Démonstration Pour tout g € G et tout « € ker (u), on a :

u(p(g)(x)) =uop(g)(z) =0(g)ou(r)=0(g)(u(x))=0c(g)(0)=0
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donc p (g) () € ker (u) . Le sous-espace ker (u) est donc g-invariant dans E. Pour
tout g € G et tout y = u(x) € Im (u), on a :

o(9)(y) =0 (g)ou(x)=uop(g)(z) =u(p(g) (x)) € Im (u)

Le sous-espace Im (u) est donc G-invariant dans F. n

Lemme 1.3 (Schur) Soient E, F deuz K-espaces vectoriels et (p, E) , (0, F) deuz
représentations irréductibles de G.

1. Si E et F ne sont pas isomorphes, on a alors Lg (E, F) = {0}.

2. Si K est algébriquement clos et E, F sont isomorphes et de dimension finie,
Uespace Lo (E,F) est alors de dimension 1 sur K (c’est donc un corps).

Démonstration

1. Supposons qu’il existe une application G-linéaire v € Lg (E,F) non nulle.
Comme (p, E) est irréductible et ker (u) est G-invariant dans E distinct de F,
on a ker (u) = {0}, donc u est injective. Comme (o, F') est irréductible et Im (u)
est G-invariant dans F' non réduit & {0}, on a Im (u) = F, donc u est surjective
et c’est un isomorphisme. On en déduit que L¢ (E, F') = {0} si E et F ne sont
pas isomorphes.

2. Le corps K étant algébriquement clos et F = F de dimension finie, toute ap-
plication G-linéaire u € L (E, F) identifiée & un endomorphisme de E admet
une valeur propre A € K et le sous-espace propre E) = ker (u — Aldg) est G-
invariant dans F (car u — Aldg € Lg (E, E)), non réduit au vecteur nul, c’est
donc E tout entier si (p, E) est irréductible, ce qui signifie que u est une homo-
thétie. On a donc Lg (E, F) = K. On peut aussi vérifier que Lg (E, F') est un
anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles, c’est donc un corps.

Théoréme 1.1.

Soient G fini, E, F deux K-espaces vectoriels, (p, E), (0, F) deuzx repré-
1
sentations de G, u € L (E,F) etu = Card () EEGU (g)ouop(g7t).

1. u est un G-morphisme de E dans F.

2. Si les représentations (p, E) et (0,F) sont irréductibles et non G-
isomorphes, on a alors u = 0.

3. Si K est algébriquement clos et (p, E) = (0, F) est irréductible de degré
Tr (u) Tr (u)

. . iE
fini, on a alors 1 = — T (B (E))

(hT(E)IdE (homothétie de rapport

Démonstration



Représentations irréductibles 7

1. Pour tout h € G, on a :

7 () 0iop () = G 2o ) oues (o))
geG

1 -

:mkezca(k)ouop(k )fu

du fait que 'application k ++ g = h~'k réalise une bijection de G sur lui méme.
Doncu € Lg (E,F).

2. C’est une conséquence immédiate du lemme de Schur qui nous dit que E et F
sont G-isomorphes si U € L (E, F) est non nulle.

3. Pour K algébriquement clos, £ = F de dimension finie et p irréductible, le
lemme précédent nous dit que L (F, E) est de dimension 1, il existe donc
A €K tel que = Aldg et Tr (1) = Adim (E), avec :

Tr(@) = Card Z Te(o(g)ouop (gil)) Card Z T (u ()

T
ce qui donne bien \ = (h;((ub)j)

Le lemme qui suit nous dit que, sur un corps algébriquement clos, tout sous-
espace G-invariant d’une représentation de degré fini d’un groupe fini admet un
supplémentaire G-invariant.

Lemme 1.4 On suppose que le groupe G est fini. On se donne une représentation
(p, E) de G dans E, F un sous-espace vectom’el G-invariant de E et m € L(E) un

projecteur d’image F. L’application T = Zp O7TOp ) € Ls(EE)

est un projecteur d’image F et E = F & H, ou H est un sous-espace vectoriel G-
invariant de E.

Démonstration On a vu avec le théoréme précédent que 7 € L (E, E) . Pour
tout z € Eet g € G,onaw(p(97") () € Fetplg)(m(p(g 1) m)) e F
puisque F' est G-invariant, on a donc 7 (z) € F, c’est-a-dire que 7 est & valeurs
dans F. D’autre part, pour tout z € F, on a p(g7') () € F (F est G-invariant)
done m (p(97) (2)) = p (97") (@) = p(9)” (@) et p(9) (7 (p (97") (2))) = 2. On
a donc 7 (x) = x pour tout z € F et Im (7) C F, ce qui entraine que T est un
projecteur d’image F. On a alors F = Im (7) @ ker (7) = F @ H, avec H = ker (7)
qui est G-invariant. ]

Théoréme 1.2. Maschke

On suppose que G est fini, que K est algébriqguement clos et que (p, E)
est une représentation de G dans E de degré fini. Dans ce cas, (p, E) est
somme directe de sous-représentations irréductibles, c’est-a-dire qu’il existe
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des sous-espaces G-invariants et irréductibles Ey,--- , F, de IV tels que E =

P
=1

Démonstration On procede par récurrence sur le degré de la représentation.
En dimension 1 toute représentation de G est irréductible. En supposant le ré-
sultat acquis pour les représentations de G de dimension n > 1, on se donne une
représentation p: G — GL (F) de degré n+ 1. Si p est irréductible, c’est terminé,
sinon il existe des sous-espaces vectoriels de F qui sont G-invariant et distincts
de {0} et de E. En désignant par F' un tel sous-espace de dimension minimale, ce
sous-espace G-invariant est irréductible et le lemme précédent nous dit qu’il admet
un supplémentaire H qui est G-invariant et distincts de {0} et de E. Il suffit alors
d’appliquer 'hypothése de récurrence a p : G — GL (H) pour conclure. ]

1.3 Caracteres des groupes finis

Pour ce paragraphe et les suivants, le groupe G est fini et les espaces vectoriels
considérés sont de dimension finie.

Si K = C et G est commutatif, une représentation irréductible de G dans E est
nécessairement de degré 1 (exercice I=3), donc GL (F) est isomorphe au groupe
multiplicatif K* et il existe une application x : G — K* telle que p(g) = x(9)Idg
pour tout g € G et x(g) est la trace de p(g).

Pour G fini, non nécessairement commutatif, on donne la définition suivante.

Définition 1.7. Si (p, E) est une représentation de G, son caractére est
lapplication x, : G — K définie par x, (g) = Tr(p(g)) pour tout g € G.

Définition 1.8. On dit qu'une fonction x : G — K est un caractere
[resp. un caracteére irréductible] de G s’il existe une représentation [resp.
une représentation irréductible] (p, E) de G telle que x = x,.

On notera simplement x pour x, quand la représentation est fixée.

Exemple 1.1 Le caractére de la représentation triviale p : g — Idg est la fonction
constante x : g — n.

Des propriétés de la trace, on déduit facilement les résultats suivant.

Théoréme 1.3.

Soient (p, E) une représentation de G et x, : G — K son caractére. On
a:
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1. x, (e) = deg (p, E) = dim (E) (toutes les représentations de G de méme
caractére x, ont le méme degré x (e)) ;

2. pour tous g, h dans G, x, (gh) = x, (hg) et X, (ghg_l) =X, (h) (x, est
constant sur chaque classe de conjugaison de G) ;

3. si(p, E) est somme directe de p > 2 représentations de G, son caractére
est alors la somme des caractéres correspondants.

Démonstration
1. Onayx,(e) =Tr(p(e)) = Tr (Idg) = dim (E).
2. Pour g,h dans G, on a :
Xp (gh) = Tr (p(gh)) = Tr(p(g) o p(h)) = Tx (p (h) 0 p(9)) = X, (hg)

et xp (ghg™") = x (hg™'g) = x (h).

3. Si(p, F <@pz,@E> , en désignant par B; une base de F;, pour tout

P
g € G, la matrice de p(g) dans la base UBi de FE est la matrice diagonale par

i=1

blocs R (g) = diag (R1 (g) ,- ( )), ot R; (g) est la matrice de p; (g) dans
P

B et on a X, (g) = Tr (R (g ZTr (9) = X (9)
i=1

Théoréme 1.4.

Deuz représentations de G équivalentes, ont méme caractere.

Démonstration Si les représentations (p, F) et (o, F) de G sont équivalentes,
il existe alors un isomorphisme u de E sur F tel que p(g) = u~! oo (g) o u pour
tout g € G et on a Tr(p(g)) = Tr (o (g)) pour tout g € G. Donc x, = X, n

Nous verrons plus loin que la réciproque du théoreme précédent est vraie.

Théoréme 1.5.

On suppose que K = C et on se donne une représentation (p, E) de G de
caractere x : G — C.

1. Si g € G est d’ordre v, x (g) est alors somme de n racines r-iémes de
lunité.

2. Pour tout g € G, on a x (g7') = x (9) et [x (9)| < x (e) = dim (E).

3. Le noyau de (p,E) est ker (p) ={g9€ G| x(9) =x(e)}.

Démonstration
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1. Si g € G est dordre r > 1, Iisomorphisme p(g) est diagonalisable et ses

valeurs propres Aj,---, A, sont des racines r-itmes de l'unité (exercice [2),
n

donc x (9) =Tr(p(g)) = Z)‘i est somme de n racines r-iémes de l'unité.
i=1

2. On a |\;| = 1 pour tout i compris entre 1 et n et les A\; = A; ' sont les valeurs

propres de p (g7') = p(g)~", donc |x (9)] < Z M| =n =dim (F) = x (e) et

x(g7) =Tr(p ZA_ ZAT:W

3. Pour tout g € ker (p),ona p(g) =Idg =pe)et x(9) =Tr(p(g)) =n=x(e).
Réciproquement, soit g € G tel x (g) = x (e). En désignant par A, -, A, les

valeurs propres de p(g), on a Z)\k = n, les \; = e étant des racines de

k=1
n

l'unité. On a alors Z cos (0;) = n et nécessairement |cos (6;)| = 1 pour tout k

k=1
n

(sinon n < Z |cos (0)| < m, ce qui est impossible), soit A\, = 1 pour tout k

k=1
n

et I'égalité Z)\k = n impose A\ = 1 pour tout k compris entre 1 et n (sinon, en

k=1
séparant les —1 des 1 dans la somme, on aboutitap=n+qgavec0 <p<n-—1

et 1 < ¢ < mn, ce qui est impossible). L’endomorphisme diagonalisable p (g) a
donc toutes ses valeurs propres égales & 1, c’est donc Idg et g € ker (p).

Définition 1.9. Si (p, E) est une représentation de G, sa moyenne est

Card (G) rd Zp

gEG

I’application linéaire définie par p =

Lemme 1.5 Soient (p, E) une représentation de G et p sa moyenne.

1. p est un projecteur.
2. B¢ =Tm () = ker (u — IdE)

G
3. Tr (p) = dim (EY) Card ZX
QGG

Démonstration

1. Pour tout g € G, on a:

1
p(g)ou—Card Z 7Card(G)Zp(gh)

g€ heG
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et du fait que I’ apphcatlon k — h = g~ 'k est une permutation de G, on déduit

que p(g)opu= Cord (G d Zp = p. Il en résulte que p o p = p, c’est-a-dire
ar

que p est un projecteur.

2. Avec (u— Idg) o p = 0, on déduit que Im (u) C ker (u — Idg) et du fait que
pour tout x € ker(p— Idg), on a z = p(z) € Im(p), on déduit I'égalité
Im (u) = ker (u — Idg) . Pour x € E on a :

wiw) = Card Z rlg Card Z ree

c’est-a-dire que E¢ C ker (u — Idg) . Réciproquement si 2 = u(x), on a alors
p(g)(x) = (p(g9) o) (z) = p(z) = x pour tout g € G et 2 € E¥. On a donc
bien E¢ =1Im (u) = ker (u — Idg) .

3. Comme p est un projecteur, on a Tr () = dim (Im (p)) = dim (E) avec :

Tr () = Card Z Tr (o Card Z x(g

Lemme 1.6 Si E, F sont des espaces vectoriels (de dimension finie), f € L(E),
gEL(F)ety:L(E,F)— L(E,F) est lapplication linéaire définie par :

Vue L(E,F), ¢o(u)=gouof
on a alors Tr (p) = Tr (f) Tr(g) .

Démonstration On se donne une base B = (e;);.,., de E, une base B’ =
(€})1<;<, une base de F et on note B” = (u;;)1<i<n la famille d’applications

1<j<m
linéaires de F dans F définie par :
0sik#1i
whe (b ug ) = { O
J

(soit en désignant par (e),,;,, la base duale de B, u;; (z) = €] (z) €}). On vérifie
facilement que cette famllle est une base de L (E, F) (ily a nm =dim (L (E, F))

éléments et Z aiju;; = 0 appliqué & e, donne Zakje;- = 0 qui entraine la nul-

1<i<n j=1
1<5<m

lité de tous les coefficients ay;), toute application linéaire u € £ (E F) s’écrivant

U Z a;uij, ot les coefficients «;; sont définis par u(ey) Zakje pour
1<i<n
1<j<m
tout k£ € {1,--- ,n} (c’est-a-dire que ((a;;)) = *A, ot A est la matrice de u dans
les bases Bet B'). Pour 1 <r<mnetl<s<m,onaep(us)= Z a(”uij et
1<i<n

1<j<m
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Tr(p) = Z am®) . Avec @ (uyrs) Za”) ’

1<r<n

1<s<m

2 (uTS) (ek) = (g o (urs) o f) (ek:) = urs <Z alkez)
=g (arke;) = Qrg Z bjse;

on déduit que a,(c’;.’s) = a,;bjs, ce qui donne Tr (¢) = Z arrbss = Tr (f) Tr (g) .

1<r<n
1<s<m

On note K¢ I’espace vectoriel des applications de G dans K. Cet espace vectoriel
est de dimension card (G) .

Pour toute fonction v € K, on note v* la fonction définie par v* (g) = v (g7*)
pour tout g € G et on définit sur K¢ la forme bilinéaire (- | -) par :

¥ (0,0) € K x K, {u]1) = e S ulo) (0
geG

Lemme 1.7 La forme bilinéaire (- | -) est symétrique et non dégénérée sur KC.

Démonstration L’application g — g~! étant une permutation de G et le corps

K commutatif, on déduit que la forme bilinéaire (- |-) est symétrique. Si u €
K% est telle que (u|v) = 0 pour tout v € K&, en prenant pour fonction v la
fonction caractéristique du singleton {h_l} , ou h est quelconque dans G, on a,

0=(u|v)= u(h) et w(h) = 0, donc wu est Papplication nulle. La forme

1
Card (G)

bilinéaire (- | -} est donc non dégénérée. L]

Si K = C et v est un caractere, on a alors v* (9) =v (97') = v(g) et :

1
<u|v>:m2u(g)v(g)

geaG

L’application (- | -) ainsi définie est un produit scalaire hermitien sur K&.

Théoréme 1.6.

Soient (p, E) , (0, F) deux représentations de G et x,, Xo leurs caractéres

respectifs.

1. Le caractére de la représentation associée (1,L (E,F)) (voir le lemme
T3) est Xr = XjXo-

2. Ona(x,| Xo) =dim (L (E,F)), ot Lg (E, F) est lespace des appli-
cations G-linéaires de E dans F' ((x, | Xo) est donc un entier).

3. Si E nlest pas réduit au vecteur nul, on a alors (x, | x,) € N*.
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4. Si les représentations (p, E) et (0, F) sont irréductibles, on a alors :

((Xp | X0y > 1) < ((p, E) et (0,F) sont équivalentes) < (X, = Xo)

Démonstration

1. Pour tous g dans G et u dans £ (E,F), ona 7(g) (u) =0 (g)ouop(g!) et,
en utilisant le lemme précédent :

Xr(9) =Tr(r(9)=Tr(p(g7")) Tr (o (9) =X, (97") X (9)

On a donc bien xr = X Xo-
2. On a:

Xp | Xo) = (Xo | X0) = m > % (97" x0 (9)
geG

- Carjl(G)geZGXT (9) = dim (L (E7F)G)

et avec L (E,F)° = L (E, F), on déduit que (Xp | Xo) =dim (L (E, F)) .

3. En particulier, on a (x, | x,) = dim (L¢ (E,E)) € N* si E n’est pas réduit au
vecteur nul puisque L (F, E) contient Idg qui est non nulle.

4. Si (X, | Xo) = 1, on a alors dim (L (E, F)) > 1 et le lemme de Schur, pour
(p, E) et (o, F) irréductibles, nous dit que les représentations sont équivalentes
et en conséquence, elles ont méme caractere (théoreme [A). Si x, = X, o1 &
alors (x, | Xo) = (Xp | Xp) = 1 puisque E n’est pas réduit au vecteur nul ((p, E)
étant irréductible, on a E # {0}).

Avec les notations du théoreme précédent, pour K = C, on a xr = XpXo-

Pour K algébriquement clos et (p, F) irréductible on a vu que Lg (E, E) est de
dimension 1 (lemme I=3), donc (x, | x,) = 1.

Le théoréme précédent nous dit que si x,, xo sont les caractéres de deux re-
présentations irréductibles, ils sont orthogonaux dans K& pour la forme bilinéaire
(- | -) si, et seulement si, x, # Xo-

Corollaire 1.1. Si x1,---,Xp sont des caractéres irréductibles distincts
de G, ils sont alors linéairement indépendants dans K€ et p < Card (G).

P P

Démonstration Si Z)\jxj =0, on a alors 0 = Z)\j G xa) = Xidxa | xa)
j=1 j=1

pour tout ¢ compris entre 1 et p, compte tenu de I'orthogonalité des x; avec

(xi | xi) > 0, ce qui donne \; = 0. Les x; sont donc linéairement indépendants

dans K% qui est de dimension Card (G) et nécessairement p < Card (G) . [

On a donc au plus Card (G) caractéres irréductibles sur G.
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1.4 Fonctions centrales

On suppose que le groupe G est fini et que K = C.

Définition 1.10. On appelle fonction centrale de G dans C toute applica-
tion ¢ : G — C constante sur les classes de conjugaison de G, c’est-a-dire
telle que ¢ (ghg™") = ¢ (h) pour tous g, h dans G.

Le point 2. du théoréme 3 nous dit qu’un caractere est une fonction centrale.

Une fonction ¢ : G — C est centrale si, et seulement si, ¢ (gk) = ¢ (kg) pour
tous g, k dans G.

On désigne par H le sous-espace de C% formé des fonctions centrales sur G et
on définit sur H un produit hermitien en posant :

V(,9) € H?, ‘G|Z¢

geG

Lemme 1.8 Sip € H et (p, E) est une representation de G de caractére x, Uappli-

cation p, € L (E) définie par p, = Z(p -1 ) est un G-morphisme

Card

de E et, si de plus la représentation (p, E') est zrreductzble Py est alors une homo-

(e lx)

thétie de rapport ———— dim (B)°

Dé trati Pour tout h € G, h) _1 (gh)
émonstration Pour tou on a py o p(h) Card Zga p(g

et comme l'application k + g = hkh~! est une permutation de G, cela s’écrit :

1
poop(h) = Card thkh p (hk)

=p(h)°m2<p(k‘l)p(k)=p(h)opso

keG

si ¢ est une fonction centrale. On a donc p, € L (E,E). Si de plus (p, E) est
irréductible, le lemme de Schur nous dit alors que L (E, E) est de dimension 1 et
P, est une homothétie, soit p, = Aldg et :

_ Trlpy) _ 1 71
T dm(E) dim( Card Z‘p Jxlg

_ 1 _ plx
~ dim (E) Card Z w9 ~ dim (E)
L]

On a vu que les caracteéres irréductibles de G forment un systéme orthonormé
de Pespace des fonctions centrales (théoréme [CH) et done, il y a au plus Card (G)
caracteres irréductibles sur G. En fait ils en forment une base.
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Théoréme 1.7.

Les caractéres irréductibles de G forment une base orthonormée de l’es-
pace H des fonctions centrales sur G et le nombre de ces caracteres irré-
ductibles (qui est la dimension de H) est égal au nombre des classes de
conjugaison de G.

Démonstration Soit F le sous-espace vectoriel de H engendré par tous les ca-
ractéres irréductibles de G, x1,- - , xp- Comme ces caracteres forment un systéme
orthonormé, ils sont linéairement indépendants et pour montrer qu’ils forment
une base de H, il nous suffit de prouver que 'orthogonal de F est réduit & {0} . Si
© € H est orthogonal & F, on a alors (¢ | x) = 0 pour tout caractére irréductible

et la fonction p, associée par le procédé du lemme précédent & un tel caractere est
T

nulle. Si (p, E) est une représentation de G, elle s’écrit alors (p, F) = @ (ps, Ej),
=1

ou les (pj, E; ) sont des représentions irréductibles de G. En notant p; , I’applica-

tion assomee a g et (pj, Ej) par le procede du lemme précédent, on a pour tout

xfzxj,avecxj € Ej, py (x Zp‘F xj) Zpﬂa (zj) =0.0Onadonc p, =0
Jj=1 j=1
pour toute représentation de G. En utlhsant la représentation réguliere de G, on a
Z(p -1 =0, les p(g), pour g € G étant linéairement indépendants dans
geG
GL (CC) (en effet si Z)\gp( =0, on a alors Z)\gp Z)\ eg =0et
Se g€eq geqG

Ag = 0 pour tout g € G), ce qui nous donne ¢ (g_l) = 0 pour g € G, c’est-a-
dire que ¢ = 0. Comme H est ’espace des fonctions constantes sur les classes de
conjugaison de G, sa dimension p est égale au nombre de ces classes. ]

Pour la suite de ce paragraphe, on note :

o p la dimension de I'espace H des fonctions centrales sur G ;
o (x1,-*,Xp) la base de H formée de tous les caractéres irréductibles de G;
e Gi, - ,gp toutes les classes de conjugaison de G.

On rappelle qu’'une fonction centrale ¢ est constante sur chaque classe de conju-
gaison g;, cette valeur constante étant ¢ (g;) .

Théoréme 1.8.

Pour1<i,57<p, ona:

Zij (9) = { Car'd_(G)' sii=j

e 0siiz#j
B Card (G) i i
ZXk (9i)xx (95) = Card () =J

k=1 0sii#j
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Démonstration Les premieres formules traduisent simplement le fait que la
famille (X1)1<z<p est orthogonale. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, on
désigne par §; la fonction caracterlsthue de g;. Ces fonctions ¢; étant des fonctions

centrales, elles s’écrivent §; = E Ak Xk, avec :
k=1

e = (0 | xx) = Ca%(G) Z §i(9)xk (971) = Card (G) Z Xk (971)
geG

et pour tout ¢ = hg;h~! dans g;, on a i (g 1) = Xk (gi_l) = Xk (9i), donc
g

P
Ak = Card (g7) xx (gi), soit §; = Cardgl) > xk (9i)xk. On en déduit

1
Card (G)

Card (g;
que 1 = §; () = Card (G ZXk

Card (G)

2
(gi) , soit Z\Xk gi)l" = Card (1) Et
1 9i

P p
pour j # i, ona 0 = d; (g;) = giﬁi((%))Zxk (9)xx (g5) > soit Y xx (gi)xx (95) = 0.
k=1 k=1
|

Corollaire 1.2. En désignant, pour tout i compris entre 1 et p, par (p;, E;)
une représentation irréductible de G de caractere x;, on a :

Démonstration Prenant g; = g; =€, on a g; = {e} et :

. - Card (G
> aim (B))” = 3 i (0)” = g (o = Cand ()
k=1 = v

Corollaire 1.3. Ily a p représentations irréductibles de G, a isomorphisme
prés. Précisément, en désignant, pour tout i compris entre 1 et p, par (p;, E;)
une représentation irréductible de G de caractere x;, ces représentations sont
non G-isomorphes et toute représentation irréductible de G est G-isomorphe
a lune des représentations (p;, E;) .

Démonstration Soit (p, E) une représentation irréductible de G. Son caractere
Xp est I'un des caracteéres de base xx, ou k est compris entre 1 et . On a donc
(Xp | Xp) =1 et les représentations (p, E') et (px, Ex) sont équivalentes (théoréme
8). Pour 1 < j # k <, onax; # Xk et les les représentations (p;, E) et (pi, Ex)
ne sont pas équivalentes. [ ]
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Théoréme 1.9.

Soient (p, E), (p', E') deux représentations de G décomposées en sommes
directes de représentations irréductibles :

(0, B) =D (7, Fy) et (¢, B') = €D (7}, F})

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. les représentations (p, E) et (p', E') sont équivalentes ;
2. Xp = Xp (les représentations ont méme caractére) ;

3. m=m' et il existe une permutation o € S, telle que, pour tout j compris
entre 1 et m, (T]',Fj’) est équivalente a (T[,(j),Fg(j)) )

Démonstration Pour tout ¢ compris entre 1 et p, (p;, F;) est une représentation

irréductible de G de caractere ;. En désignant, pour ¢ compris entre 1 et p, par m;

[resp. m}] le nombre de composantes irréductibles (7;, F;) de (p, E) [resp. (TJ, , FJ’)
P P

de (p', E')] équivalentes & (p;, ;) , on a x, = Zmixi et Xpr = ngxi et tenant
i=1 i=1

compte de 'orthonormalité des x;, on a :

mi = (X | X}, mi = (Xp [ i), (1 <0 <p)

On sait déja que si les représentations (p, E) et (p', E’) sont équivalentes, elles
ont alors méme caractere. Si x, = X,/, on a alors m; = m} pour tout ¢ compris
P

entre 1 et p, donc m = Zmi = m’ et les représentations (p, E) et (p’, E') sont

i=1
' P m; m;
équivalentes a une méme représentation @@ (pr, Ex) (@ (pr, Ex) = {0} si
i=1k=1 k=1
m; = 0) et en conséquence elles sont équivalentes. [ ]

Avec les notations de la démonstration précédente, on dit que, pour i compris
entre 1 et p, m; est la multiplicité de (p;, E;) dans (p, E).

Corollaire 1.4. Les caractéres de G sont les fonctions centrales de la
P

forme x = Zmixz-, ot les m; sont des entiers naturel.

i=1
Si x est un caractére non nul de G, (x| x) est alors un entier naturel non
nul qui vaut 1 si, et seulement si, x et irréductible.

Démonstration Soit y un caractere de G. On a vu que les m; sont les com-
P

posantes de x € H dans la base orthonormée (Xi)1<i<pv donc x = Zmixi et
i=1
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P
x|x) = me, c’est donc un entier naturel non nul si xy # 0. Si x et irréduc-
i=1
tible, c’est 'un des x; et {x | x) = 1. Réciproquement si {x | x) = 1, on a alors
P

Zm? =1, donc tous les m; sont nuls nuls, sauf un qui vaut 1 et x et irréductible.

i=1
]

1.5 Caracteres des groupes abéliens finis
On suppose toujours que le groupe G est fini et que K = C.

Théoréme 1.10.

Le groupe G est abélien si, et seulement si, tous ses caractéres irréduc-
tibles sont de degré 1.

Démonstration Pour K = C et GG abélien fini, toute représentation irréductible
de G est nécessairement de degré 1 (exercice I3). On a vu que le nombre de
représentations irréductibles de G est égal au nombre p de classes de conjugaisons

P

et notant ((pi, Ei)), <<, la famille de ces représentations, on a Z (dim (E))? =
k=1

Card (G) . Dans le cas ou G est commutatif, les classes de conjugaison sont réduites

a un élément, donc p = Card (G) et nécessairement dim (Ej) = 1 pour tout k

compris entre 1 et p. ]

On se propose de démontrer que tout groupe abélien fini est produit de groupes
cycliques. Au paragraphe 77 on donne une autre démonstration de ce résultat.

Lemme 1.9 Tout groupe abélien d’ordre p® ou p est un nombre premier est pro-
duit de groupes cycliques.

Démonstration Soit G un groupe abélien d’ordre p*. Si x # 1 € G, = est
d’ordre p* avec k < a. Si G admet un élément d’ordre p®, alors il est cyclique.

B—1
Sinon soit o un élément d’ordre maximal 8 < a. On a z; = z}) # 1 de sorte
qu’il existe un caractére x de G tel que x(z1) # 1 en effet, d’apres ce qui précede,
si x(z1) = 1 pour tout caractere irréductible de G on a pour toute fonction f sur

G:
FW) =Y <fix>x(1) =Y <fix>x(@1) = f(a1)

xeé Xeé

il suffit alors de prendre f = §,, pour obtenir une contradiction. Le nombre com-
plexe x(xg) est une racine p®-iéme de 1'unité et c’est une racine primitive puisque
x(21) # 1. L’homomorphisme y est surjectif et envoie xq (qui est d’ordre p?) sur
un générateur du groupe des racines p-ieme de I'unité : le groupe H engendré
par zo est cyclique d’ordre p”. Si y € G est d'ordre p” avec v < f3, x(y) est
une racine de I'unité d’ordre p” c’est donc aussi une racine p°-iéme de 1'unité :
il existe donc h € H tel que x(h) = x(y). Il en résulte que x(h~1y) = 1 i.e. que
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h~'y € N = ker x. Pour tout y € G il existe donc h € H et k € K = ker y tels
que y = hk. Comme H N K = {1} on en déduit que G est produit direct de H et
K (utiliser (h,k) € H x K — hk). Or K est un groupe abélien d’ordre strictement
inférieur a celui de G. Une récurrence simple montre alors que G est produit de
groupes cycliques (d’ordres p®i). [

On a Hpm =p* dott @ = Zai. De plus deux groupes prz et prz
ne sont isomorphes que si (o;) et (o)) donnent la méme partition de l'entier « :
le nombre de groupes abéliens d’ordre p® deux a deux non isomorphes est donc

égal a p(a). (décompositions de a en somme d’entiers 0 < ny < --- < n,). On a
p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11, etc ... Ce nombre croit trés vite et peut se calculer
exp(m %”)

par récurrence (on a P(n) ~ d’aprés Hardy et Ramanujan). Il permet

4n /3

de calculer le nombre de groupes abéliens d’ordre p™ donc des groupes abéliens

1
finis. Du point de vue des séries formelles on a 1 + Zp(n)X" = HW

Théoréme 1.11.

Tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques.

Démonstration Soit G un groupe abélien d’ordre m - n ot m et n sont deux
entiers premiers entre eux. Soit H I’ensemble des éléments de GG dont 'ordre divise
m et K celui des éléments dont l'ordre divise n. H et K sont des sous-groupes
de G puisque si x € H est d’ordre k et y € H d’ordre ¢ leur produit est d’ordre
ppem(k, ) (car G est abélien) ordre qui divise m. Le méme raisonnement s’ap-
plique a K. Les entiers m et n étant premiers entre eux, Tout élément de H N K
est d’ordre 1 donc H N K = {1}. De plus, ¢ : (H, K) — G défini par ¢(h, k) = hk
est un morphisme injectif de groupes. Montrons qu’il est surjectif : m et n étant
premiers entre eux, il existe des entiers u et v tels que um + vn = 1 de sorte que
si g € G on a g¥m v = (g")%(g™)?. Mais l'ordre de (¢g™)* divise m d’ou g“"* € H
et Pordre de (¢g™)? divise n et ¢"™ € K. On a donc G = H x K. Il suffit alors
de raisonner par récurrence pour voir que tout groupe abélien fini s’écrit comme
produit de groupes cycliques. ]

1.6 Exercices

Ezxercice 1.1. Soit (p, E) une représentation de G de degré fini. Montrer
que Uapplication p* : G — GL (E*) définie par p* (g) = (p (g’l)) pour
tout g € G est une représentation de G sur E* de méme degré.
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Solution. Pour tout ¢ € G, on a p(g_l) € GL(FE) et en dimension finie, sa
transposée est dans GL (E*). Pour tout g € G et tout £ € E*, on a :

P9 ()= "p(g7) (W) =Lop(g7") =top(9)™
et pour h € G :
p*(gh) (£) =top(gh)~  =tlo(p(g)op(h) ™"
=top(h) " oplg) ™ = (p"(g)p" (h) (1)
donc p* est bien un morphisme de groupes de G dans GL (E*).

Ezxercice 1.2. Soit (p, E) une représentation de G. Dans le cas ot le
groupe G est fini et E est un C-espace vectoriel de dimension finie, montrer
que chaque isomorphisme p (g) est diagonalisable et que ses valeurs propres
sont des racines de l’unité.

Solution. Comme G est fini, tout ses élément sont d’ordre fini, donc pour g € G
dordre r > 1, on a g" = e et p(9)" = p(9") = p(e) = Idg, c’est-a-dire que
Pendomorphisme p (g) est annulé par le polynéme X" — 1 qui est scindé & racines
simples sur C, en conséquence p (g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont
des racines r-iémes de 'unité.

Ezxercice 1.3. On suppose que K = C et que le groupe G est fini et
commutatif. Montrer qu’une représentation linéaire irréductible de G dans
E est nécessairement de degré 1.

Solution. Si G est fini et commutatif, 'ensemble {p(g) | ¢ € G} est alors une
famille commutative d’endomorphismes de E diagonalisables (voir 1’exercice [2)
et en conséquence, il existe une base commune de diagonalisation. Si x € E\{0} est
un vecteur propre commun & tous les p (g), ot g décrit G, la droite vectorielle Cx
est alors G-invariante non réduite au vecteur nul, donc £ = Cx si la représentation
est irréductible.

Ezxercice 1.4. On propose ici une autre démonstration du théoreme I3
dans le cas ot K est le corps R des nombre réels [resp. le corps C des nombre
complezes|. On se donne un groupe fini G et (p, E) une représentation de
G dans un espace euclidien [resp. hermitien] E de dimension n, le produit
scalaire euclidien [resp. hermitien] étant noté (- | -y . On notera ||-|| la norme
associée.

1. Montrer que lapplication :
(z,y) €E> = (x|y), = (p(9) ()| pl9) )
geG

définit un produit scalaire euclidien [resp. hermitien] sur E et que pour
tout g € G, Uisomorphisme p (g) est orthogonal [resp. unitaire] pour ce
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produit scalaire (on dit que la représentation (p, E) est orthogonale [resp.
unitairef). On notera ||| , la norme associée.

2. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel G-invariant de E, son
orthogonal Fte relativement a (- | ), est aussi G-invariant.

3. Montrer que (p, E) est somme directe de sous-représentations irréduc-
tibles.

\ J

Solution.

1. Pour z,y dans F, on a :

@ly),=> ()@@= (@) ® el () =1{yl),

geG geG

dans le cas euclidien et :

@ly), =Y @@ ple) W) =>_ )W rl)@)={ylz),

geqG geG

dans le cas hermitien. Chaque application p( ) étant linéaire, l’application

(-]+), est bilinéaire. Pour tout = € E, on a (z|z), Z o (9) (@)]* > 0
geq

et ’égalité est réalisée si, et seulement si, p (g) () = 0 pour tout g € G, ce qui

équivaut & x = 0 puisque p (G) € GL(E). On a donc bien un produit scalaire

euclidien [resp. hermitien] sur E. Pour tout g € G et tout € FE, on a :

llp (g =Y ey ople)@I° =" o (hg) (@)

heG heG

= > lo(®) @I = Jall;

keG

puisque I'application h — hg est une permutation de G. Donc p (g) est ortho-
gonal [resp. unitaire].

2. Soit F' un sous-espace vectoriel G-invariant de E. Comme, pour tout g € G
I'endomorphisme p (g) est orthogonal [resp. unitaire] relativement a (- | -) ,, on
a{p(9) () |z),=ylpr(g)(x)),=0pourtout y € F=Lr et tout x € F puisque
p(g) (z) € G (F est G-invariant), ce qui signifie que F1* est G-invariant.

3. Il suffit d’écrire, pour (p, E) non irréductible, E = F @ F+¢ et de raisonner par
récurrence sur la dimension.

Ezxercice 1.5. On suppose que E est de dimension n et que G est d’ordre
n. Déterminer le caractére de la représentation régquliére de G.

Solution. En désignant par B = (ex), une base de ' = C% indexée par G, on
rappelle que la représentation réguliere de G est définie par p (g) (ex) = egr pour
tout (g,k) € G2. Pour g € G, la matrice R(g) de p(g) dans la base B est donc



22 Représentations d’un groupe fini

une matrice de permutation. Pour g = e, ona R(e) = I, et x (g) = Tr (p(e)) = n,
pour g # e, on a p(g) (ex) = eqr # ek pour tout k € G, c’est-a-dire que R (g) est
la matrice d’une permutation sans points fixes, donc ses termes diagonaux sont
nuls et sa trace x (g) est nulle.

[ Exercice 1.6. Calculer le caractére de la représentation par permutation. ]

Solution. On rappelle que la représentation par permutation. est définie comme
suit. G = 6,, étant le groupe symétrique d’ordre n, F étant de dimension n et
B = (ér);<p<, une base de E, cette représentation est définie par :

Vo € 677,7 Vk € {17 7n}7 p(O’) (ek) = €o(k)

Pour 0 € &, la trace de p (o) est égale au nombre d’éléments de B invariants par
o, c’est a dire au nombre de points fixes de la permutation o.

Ezercice 1.7. Montrer que tout caractére x : S, — C du groupe symé-
trique Sy, est a valeurs réelles.

Solution. Une permutation est conjuguée a son inverse, donc x (o) = x (0*1) =

X (o) pour tout o € S, et x est a valeurs réelles.

Ezxercice 1.8. On suppose que K = C. Montrer que si (p,E) est une
représentation de G' et x, son caractére, le caractére de la représentation
(p*, E*) (voir Uezercice ) est alors X,.

Solution. On rappelle que la représentation p* : G — GL (E*) est définie par
p*(g) = p (gil) pour tout g € G et on a, pour tout g € G, en désignant par
R (g) la matrice de p (g) dans une base de E :

X (9) =Tr (p(971) =Tr ("R(97")) =T (R(97) =Tr (p(97))
= (97') =0 (9)

Ezercice 1.9. Déterminer tous les caractéres d’un groupe cyclique G
d’ordre n.

Solution. Si G = (go) est cyclique d’ordre n et go un générateur, un caractere y de
G est uniquement déterminé par sa valeur en go. Avec x (go)" = x (g8) = x (e) = 1,
on déduit que x (go) est une racine n-ieme de I'unité, c’est-a-dire qu’il existe un
entier 7 compris entre 0 et n—1 tel que x (go) = 0, = e 2w Réciproquement pour
tout entier r compris entre 0 et n — 1, Papplication :

2ikrm

Xrig=gh€Grrxr(g)=0F=¢

définit un caractere de G. On a donc ainsi tous les caracteres de G et il y en a n.
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FEzxercice 1.10. Soient p un nombre premier impair et X un caractére

pZ
X (O) = 0. On note 1 le caractére constant égal a 1 sur H et si x est un

Z\" Z
du groupe multiplicatif H = () que l’on prolonge d 7 en posant
p

caractere de H, X est le caractére défini par X (k) =X (E), ou k est la

classe de l'entier k modulo p. On note w = e 5 et o est le morphisme

Z _
du groupe additif p—Z dans le groupe multiplicatif C* défini par o (k) =

pour tout keZ.5i X est un caractere de H, on définit sa somme de Gauss

par G (x Za . Six et x' sont deux caractéres de G, on définit
geH
leur somme de Jacobi par J (x, x’) ZX )
gEH
1. Déterminer tous les caractéres de H.
2. Soit x un caractére de H. Calculer J (x,1) et J(1,x).
3. Soit x un caractére non constant de H. Calculer J (x,X) -
4. Soient x et X' deux caractéres de H avec X' # X. Montrer que

GX)GKX) =T 06x) G-
5. Soit x un caractére de H. Montrer que G (x)G (X) = px (—T) et
G ()| = VP

\ J

Solution.

Z *
1. Pour p > 3 premier, le groupe multiplicatif H = (Z) est cyclique d’ordre
D

p — 1 (théoréeme ?7) et 'exercice précédent nous dit que ses caractéres sont
2ikrm

les applications définies par x, : g = gé“ € Hr x,r(g) =er-1,0u gy est un
générateur de H et r, k sont des entiers compris entre 0 et p — 2.

2. En gardant les notations qui précedent, on a pour r compris entre 0 et p — 2
(en faisant attention au fait que 1 (0) = 0);

2i(p—1)rm
p=2 %_1:_1&76750
2ikrm 2irm
T )= Y xelg)=D ert—1= 1—e
geH—{1} k=0 p—2sir=0

En tenant compte du fait que x, (0) = 0 et que I'application g — 1 — g réalise
une bijection de H — {1} sur lui méme, on a :

J (1’ XT‘) = Z Xr (T - g) = Z Xr (h) =J (X7'7 1)
geH—{T} heH—{1}

3. On a pour r compris entre 0 et p — 2 :

JOomx) =Y x@%T-9)= >, x@x(T-9)

geH gGHf{T}
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En se donnant un générateur gy du groupe cyclique H, pour tout g € H — {T}
il existe un unique entier k compris entre 1 et p — 2 tel que g = gé“ et un unique

entier v (k) compris entre 0 et p— 2 tel que 1 — g = 90( ) L’application v ainsi
définie est alors une injection de {1,--- ,p — 2} dans {0,--- ,p — 2} . On a donc :

J (Xr Xr) Zxr 9) ("( ))

irm ikrm 2iv(k)rm 2iv(k)rm
avec Xr (o) = ei_lv Xr (gg) = e v Xr (g (k)> =e p» 1 =¢ p»1 et
2i(k—v(k))rr
Xr (95) Xr (gé’(k)) =e = 1 = Xr (g§ V(k)) , ce qui nous donne :

J (Xrs Xr) Zxr( 5 ”(k)

Des égalités g =gf et 1T—g = gg( ), on déduit que g§ =1 — gg(k)

gy " = (T - gS(k)) 9" W =g -1

v(k) v(k)

donc J (xr, Xr) = Zk 1 Xr (90 ) . L’application k — g5 """ —1 réalisant

une injection de {1,--- ,p — 2} dans H, le seul élément non atteint de H étant
1 (go_”(p) #0car 0 ¢ H), on en déduit que :

J(Xm%) = Z Xr (g) = Z Xr (g) - X (_T) =X (_T)

geH—{—T} geH

GG =D algx(g D al =Y x(9) > alg+h)x (b

geH heH geH heH
Z
(o est un morphisme du groupe additif 7 dans le groupe multiplicatif C*).
z

Z
Pour g fixé dans H D'application h — g + h étant une permutation de 7 on
p
peut écrire que :

=Y x@ > am)x (k-9 =D ak)d x@x (k-9

geEH ke X keZ geEH

Z . =
Pour k € 7 \ {0} = H, Vapplication h + kh est une permutation de H, donc :
p

> x(@)x (k = > x(kh) X (k- kh)

geEH heH

"(k) > x(h)x (e—h) = x (k)X (k) J (x. X))

heH
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Pour k=0, on a :

dDx@x k=9 => x@x (—9)=x(-1) d_x(@)x (9
geH geEH geEH
=X (-1) Y. (xx) (9) =0

geH

si xx' # 1, ce qui est réalisé si x’ # X. Il reste donc :
GOOGWX) =Y alk)x (k)X (k) J(xx)=70xX)G(Kxx)

kEH
On reprend les calculs précédents, avec x’ = X. Pour k € 7 {6} il n’y a pas
p

de changement. Pour k = 0, on a :

Y x(@xk-9) =Y x(@x(-9)=x(-1) > Ix (9
geH geEH geG
P-1x(-1)=@-1)x(-1)

keH

L J(X) = —x (—T) et Za(k) = Za(k) - a(ﬁ) = —1, donc

a (0) =
keH ke Z

ce qui nous donne G (x) G (¥) = «(0) (p— 1) x (1) + J (x,X) Zoz (k) avec

G (x) G (%) = px (—1) . Un calcul analogue donne G (x) G (x) = p.
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Déterminants (nouvelle
version du 12/06/2021)

Chapitre
(\V)

K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace
vectoriel de dimension finie n > 1, L (E) est l'algébre des endomorphismes de F
et GL (E) est le groupe des automorphismes de E. E* = L (E,K) est 'espace des
formes linéaires sur E (voir le chapitre ??). Pour n,m entiers naturels non nuls,
M. (K) est 'espace des matrices & m lignes, n colonnes et & coefficients dans K.
Pour m = n, on note M,, (K) 'algebre des matrices carrées d’ordre n & coefficients
dans K, GL,, (K) est le groupe des matrices inversibles dans M,, (K).

Pour tout entier n > 1, S, est le groupe symétrique et pour toute permutation
o € Sp, € (0) est la signature de o (voir le chapitre ?7).

2.1 Formes multilinéaires alternées

Sauf précision contraire, p est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Définition 2.1. Une forme p-linéaire sur l'espace E est une application
¢ : EP — K telle que pour tout k compris entre 1 et p et (2;)1<i<p fixé dans
i#k

EP~! I'application partielle :

¢ (z,x2, -+ ,xp) pour k=1
pirz€Ew § 0(T1, 0y Th—1,T, Tht1,°++ ,Tp) pour 1 <k <p—1
(1, ,xp—1,x) pour k =p

est une forme linéaire sur E. On dit que ¢ est alternée, si de plus on a
¢ (21,--,x) = 0 pour tout (z;);<,<, € EP pour lequel il existe j # k
compris entre 1 et p tels que z; = x;.

Pour tout entier p > 1, on note £, (E,K) I'ensemble des formes p-linéaires sur
E (pour p=1, £y (E,K) = E*).
Pour tous ¢ € £, (E,K), (2i),<;<, € E? et (Ai);<;<, € KP, on a en utilisant

P
la multilinéarité, ¢ (A1, , Apxp) = <H)‘l> @ (z1, -+ ,xp). Il en résulte que
i=1
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©(0,--+,0) = 0. Dans le cas ol tous les \; sont égaux & un méme scalaire A, on
obtient @ (Az1, -, Azp) = MWy (21, - ,2p) -

Théoréme 2.1.

Pour tout p € N*, L, (E,K) est un K-espace vectoriel de dimension n?.

Démonstration Il est facile de vérifier que £, (E, K) est un sous-espace vectoriel
de Despace KE” des applications de EP dans K.
Soit B = (€;),<;<, une base de E. Pour tout ¢ € £, (E,K) et tout (2;),<;<,

n

dans E?, en notant pour j compris entre 1 et p, z; = E x;5e; et en utilisant le
i=1

caractére p-linéaire de ¢, on a :

p p
90(5617"' azp):@ Ly, 1€41, L2, , Tp | = § 131'17130(61'1,1'2"' 7‘1:13)
i1=1 i1=1
p p n n
= E E Tiy 1Ty 20 (€iy s €iny T3+, Tp) = E E Tiy, 1 LiypP (61‘1,"' ,eip)
i1=1lip=1 i1=1 ip=1

= Y waae e e)

1<it,ip<n

Il est clair que 'application :

®: L,(E,K) — K™
@ = (e (e o)) ich o ip<n
e s s o . . o ) ) nP P
est linéaire est injective. Pour tout vecteur o = (a, ... ﬂp)lgil,m ip<n € K™, I'ap
plication ¢ : (z1,--- ,zp) — Z Qi e iy Tiy 100 Ty p €St p-linéaire, donc

1<iy,,ip<n
O est surjective et c’est un isomorphisme de £, (£, K) sur K. 1l en résulte que

dim (£, (F,K)) = nP. [
Si ¢ € L, (E,K) est alternée, on a alors ¢ (z1,--- ,x,) = 0 pour toute famille
liée (z;);<,<, de vecteurs de E. Il en résulte que ¢ (21, , ;) est inchangé si on

ajoute & I'un des vecteurs xj une combinaison linéaire des autres vecteurs x; (avec

J# k).
Théoréme 2.2.

Une forme p-linéaire ¢ sur E est alternée si, et seulement si, on a
© (x[,(l), e ,xo(p)) = e(0) ¢ (z1, -+ ,mp) pour toute permutation o € S,
et tout (z1,--- ,x,) € EP.

Démonstration La signature étant un morphisme de groupes de S, sur {—1,1}
et le groupe S, étant engendré par les transpositions, il revient au méme de montrer
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que ¢ € L, (E,K) est alternée si, et seulement si, on a ¢ (1‘7(1)7"' ,a:T(p)) =
—p(x1, - ,xp) pour toute transposition 7.

Supposons que ¢ € L, (E,K) soit alternée et soit 7 = (j, k) une transposition
avec 1 < j < k <p. En écrivant que :

0=¢(x1," xj+xk, T+ Ty, Tp)

= (1, RREIT Tp) + @ (T1,0 0 Tp)

+ ¢ (%), Trp) + @ (X1, Ty Tgy e, Tp)
= (a1, x,,)+<p(x7(1), ()

on déduit que ¢ (IET(l), e ,xT(p)) = —¢(z1,--- ,p). Réciproquement, supposons
cette condition vérifiée. Si x; = x, pour deux indices j < k compris entre 1 et p,
on a alors, pour 7 = (j,k) :

90(5517"’ 7Ip) = 90(1:7'(1)7'.. ax'r(p)) = 750(1'17"' axp)

et ¢ (1, -+ ,2p) = 0 pour K de caractéristique différente de 2. [

Le résultat qui suit nous montre comment transformer une forme p-linéaire en
forme p-linéaire alternée.

Théoréme 2.3.

Si ¢ € L, (E,K) est une forme p-linéaire, lapplication ¢ définie sur EP
par :

a1, ap) = D (@)@ (Toy s To(p)

oES,

est alors une forme p-linéaire alternée sur E.

Démonstration Pour tout o € S, Papplication (z1,--- ,x,) — ¢ (960(1)7 e ,xg(p))
est une forme p-linéaire, donc il en est de méme de @. Pour toute permutation
T €S, et tout (x1, -+ ,zp) € EP, on a:

@ (337-(1), T 71‘7(;0)) = Z € (O-) ¥ (xO'OT(l)7 T axaor(p))

0ES,
=D (@ or e, Top)
a'eS,
= Z E(UI>€(T_1)()D(1"O"(1)7"' 7-7:0"(17)) :E(T)S’B(mla'” 7.’1713)

(Papplication o +— o o T réalise une permutation de S, et & (7) = e(7)). Il en
résulte que @ est une forme p-linéaire alternée sur E. [ ]
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2.2 Déterminants

n
On se donne une base B = (¢;);.,,, de E et pour tout x = Zwiei € FE, on
i=1
note X = (24),<;<,, dans K™

Théoréme 2.4.

L’espace vectoriel A, (E,K) des formes n-linéaires alternées sur E est
de dimension 1 engendré par Uapplication detg : E™ — K définie par :

detB (xla e 7$n) = Z € (U) Hxa(i),i
=1

geS,

n
ol Tj = E x;5e; pour tout j compris entre 1 et n.
i=1

Démonstration Vérifions tout d’abord que I'application dets est n-linéaire al-
n

ternée. En notant, pour tout j compris entre 1 et n et tout x = inei € E,
n =1

7j (x) = xj, on a detg (r1,--- ,zp) = Z e (o) Hﬂg(i) (x;) . Chaque application

0ES, i=1
n
Ty(;) étant linéaire, I'application (xi)lgign — Hﬂo(i) (z;) est n-linéaire et il en

i=1
est de méme de detp comme combinaison linéaire d’applications n-linéaires. Pour
tout permutation 7, en effectuant le changement d’indice k = 7 (i), on a :

n

detp (Ir(l)w" ,Ir(n)) = Z e (o) Hﬂa(i) (xr(i)) = Z e (o) Hﬂaorl(k) (zk)
k=1

oeS, i=1 oeS,

et en utilisant le fait que I'application ¢’ — o = ¢’ o T est une bijection de S,, sur
lui méme, on en déduit que :

detp (a’:.,-(l), oo ,xT(n)) = Z € (0'/ o 7') H?TJ/(;C) (l‘k)
k=1

o'eS,

=e(7) Z e (o) Hﬁgx(k) () = e(7)detg (z1,- - ,xp)
k=1

o'eSy
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ce qui signifie que detg est alternée. Pour ¢ € A,, (E,K) et (21, ,2,) € E™, on
a:

QD(ZL'l,"' ,ibn): Z xil-,l'”xin,ﬂso(eiu”' aein)

1<it,,in<n

Z ng(i)aiw (60(1), T 7ea(n))

ceFy, i=1
ou F, est 'ensemble des applications de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n}. Comme ¢
est alternée, on a (mg(l), e ,x(,(n)) = 0 pour ¢ non bijective et :

® (xla to 7xn) = Z Hxa(i),igo (60(1)7 T 7ea(n))

ceS, i=1
n
= <Z £ (o) on(i),q',) p(e1, - en)
ceS, i=1
soit ¢ = Adetg avec A = @ (e1, - ,en) € Ket detg € A, (E,K)\ {0}. En
conclusion, A,, (E,K) est de dimension 1 engendré par detg . [
Avec la démonstration précédente, on constate que detg est 'unique forme n-
linéaire alternée sur E telle que ¢ (e1, - ,e,) = 1.
Définition 2.2. Avec les notations qui précedent, on dit que
detg (21, -+ ,xy,) est le déterminant dans la base B du n-uplet de vecteurs
(xi)lgign c
Pour ¢ € A, (E,K),onap = Adetg avec A = ¢ (e1,--- , ep) et en conséquence,
o(x1, - ,xn) = (e, - ,e,)detp (21, -+, x,) pour tout (xi)lgign € E™. Onen

déduit la formule de changement de base qui suit.
Théoréme 2.5. Relation de Chasles

7

St B = (el)lgign est une autre base de E, on a alors pour pour tout
(@i)1<i<n € B™ -

detB, (xla coo 7xn) = detB/ (61’ C ,en) detB (xl, te 7-’1/'71)
= detp (B) dets (z1, -+ ,2n)
On déduit du résultat précédent que detp (B) detg (B') = detg (B') = 1.
Théoreme 2.6.

Soit B' = ()1 <;<,, un n-uplet de vecteurs de E. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. la famille B’ est liée ;
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2. pour toute base B de E, detg (B') =0;
3. il existe une base B de E telle que detp (B') = 0.

Démonstration (1) = (2) Si la famille B’ est liée, on a alors ¢ (21, ,2,) =0
pour toute forme n-linéaire alternée et c’est en particulier vrai pour detg, quelle
que soit la base B de E.

(2) = (3) est évident.

(3) = (1) Soit B une base de E telle que detg (B') = 0. Si la famille B’ est libre,
c’est alors une base de E et on a 1 = detg (B') = detp (B) detg (B') = 0, ce qui
est impossible. ]

Corollaire 2.1. Soit B = (2;);<;<, un n-uplet de vecteurs de E. Cette
famille est une base de E si, et seulement si, il existe une base B de E telle
que detg (B') #£ 0.

Le résultat qui suit nous permet de définir le déterminant d’un endomorphisme
de F.

Théoréme 2.7.

Pour tout endomorphisme u € L (E) , il existe un unique scalaire X, tel
que pour toute forme ¢ € Ay (E,K)\ {0} et tout (2;),<;<,, € E", on a :

(p(u(x1>7"' ’u(xn)) :)‘u(p(mh"' ’xn)

On a A\, = detg(u(er), -~ ,u(en)), ot B = (€),<;<, est une base quel-
conque de E. o

Démonstration Pour tout endomorphisme u € L (E) et toute forme n-linéaire
alternée ¢ € A, (E,K)\{0}, lapplication pou : (x;);<;«, € E™ = ¢ (v (xi));<;<,
est aussi une forme n-linéaire alternée, donc il existe un scalaire A, tel que pou =
A (dim (A, (E,K)) = 1 et ¢ est non nulle). Si ¢ € A, (E,K) \ {0} est une
autre forme n-linéaire alternée non nulle, on a alors ¢ = pp et You = ppou =
PAY = Ay, c’est-a-dire que le scalaire A, ne dépend pas de la forme n-linéaire
et B = (€}),<,<, sont des bases de E, on a detg(u(e1), -+ ,u(e,)) = Ay =

detp (u(el), - ,u(el)). L]

Définition 2.3. Avec les notations du théoreme précédent, on dit que le
scalaire A, est le déterminant de u et on le note det (u).

Le scalaire det (u) ne dépend que de u et pas du choix d’une base de E.
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Si (@i)1<jcp, € E™ et uw € L(F) est défini par u(e;) = x; pour i compris
entre 1 et n, on a alors det (u) = detg (u(e1), - ,u(e,)) = detg (x1, -+ ,2,), ol
B = (€i),<;<, est une base quelconque de E.

Théoréme 2.8.

On a det (Id) =1 et pour u,v dans L(E), A€ K, on a :
det (Au) = A" det (u), det (uwov) = det (vou) = det (u)det (v)

Un endomorphisme u € L (E) est inversible si, et seulement si, det (u) # 0
1

det (u)’

et dans ce cas, on a det (ufl) =

Démonstration Pour toute base B = (ei),;<,, de E, on a :
det (Id) = detp (Id (€;)),<;<,, = detg (B) =1
Avec la n-linéarité de detg, on obtient :
det (Au) = detp (Au(€;));<;<, = A" detp (u(€i))<;<,, = A" det (u)
Pour toute forme ¢ € A, (E,K) \ {0} et tout (2;),.;,, € E", ona:
puov(xy), -+, uov(xy,)) =det(vou)p(x1, - ,2n)
et aussi :

p(uov (), - ucv(zy)) =det(u)p(v(z1), v (xn))
:det(u)det(v)cp(xl, , Tp,)

donc det (wov) = det (u)det (v). Comme det (u) det (v) = det (v)det (u), on a
aussi det (uov) =det (vou).

Siu € GL(E), on a alors 1 = det (Id) = det (uou™") = det (u)det (u™!) et
det (u) # 0. Siu ¢ GL(E), on a alors det (u) = detp (u(e;));.;.,, = 0 puisque la
famille (u (€;));;, est liée. (]

L’application det est un morphisme de groupes surjectif de GL (F) sur K* et
le noyau de ce morphisme est le groupe spécial linéaire SL (E) qui est distingué
de GL (E) (le groupe linéaire GL (E) est étudié en détail au chapitre ?7).

Si A= ((ai;)),<; j<, est la matrice de u € L (E) dans une base B = (i), <,<,

de E, on a alors u ( ej Za”el (1<i<n)et:
=1

det (u) =detg (u(er), - ,u(e,)) = Z Hag( )i

ceS,
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Définition 2.4. Si A = ((ai;)),<; j<,, € Mn (K), le déterminant de A est

le scalaire :
det (4) = > & Hag( )i (2.1)

ceS,

Ce déterminant est le déterminant de la famille (C}j), _;,, des vecteurs colonnes
de A dans la base canonique de K”. C’est aussi le déterminant de ’endomorphisme
de K™ canoniquement associé & la matrice A.

Siu € L(E) a pour matrice A € M, (K) dans une base B de E, on a alors
det (u) = det (A). Comme deux matrices semblables dans M,, (K) définissent
le méme endomorphisme de K™ dans deux bases différentes, elles ont le méme
déterminant.

En identifiant M,, (K) a K"*, 'application det : M, (K) — K est une fonction
polynomiale homogene de degré n.

Théoréme 2.9.

On a det (I,) =1 et pour A, B dans M, (K), A €K, on a :
det (AA) = A" det (A), det ( “A) = det (A)

det (AB) = det (BA) = det (A) det (B)

Une matrice A € M,, (K) est inversible si, et seulement si, det (A) # 0 et

dans ce cas, on a det (A_l) = Lot @)

Démonstration Toutes les propriétés, exceptée celle sur la transposée se dé-
duisent du théoréme I8. Pour A = ((a;;)),<; j<,, € Mn (K), ona:

det( Z Haa(z i = Z ( )Haa(i)1071(g(i))
=1

oceS, ocES,
Z Hak o-1(k) = Z Hak r(k) = det A)
cEeS, TES,

puisque D'application o — ¢~! est une permutation de S, et € (671) =€ (o) pour
tout o € §,,. (]

Avec le théoréeme précédent, on retrouve le fait que si A et B sont deux matrices
semblables dans M,, (K), on a alors det (A) = det (B) .

2.3 Meéthodes de calcul du déterminant d’une ma-
trice

Le calcul du déterminant d’une matrice A d’ordre n par la formule (E70) né-
cessite un nombre d’opérations de 'ordre de n! ce qui est beaucoup trop pour
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n n
la capacité d’'un ordinateur actuel sachant que n! > (7) . Par exemple, pour
e

n = 30, cela donne plus de 103° opérations.

Des propriétés des formes multilinéaires alternées, on déduit les propriétés sui-
vantes du déterminant, ou A € M,, (K) et C; = (a;;) € K" est la colonne
numéro j de A pour tout j compris entre 1 et n.

1<i<n

o En désignant pour toute permutation o de {1,---,n} par A, la matrice
A, = (Co(l), e ,Cg(n)) déduite de A en faisant agir o sur ses colonnes, on
adet(Ay,) =e(o)det (A).

e Si 'une des colonnes de A est combinaison linéaire des autres, on a alors
det (A) = 0. En particulier, det (A) = 0 si 'une des colonnes de A est nulle.

o det (A) est linéaire par rapport & chacune des colonnes.

o det (A) est inchangé si on ajoute & une de ses colonnes une combinaison
linéaire des autres.

e Les propriétés analogues sur les lignes de A sont vérifiées.

Exemple 2.1 De la premiére propriété, on déduit que si P, est une matrice de
permutation (matrice déduite de I, en faisant agir o sur les colonnes de I, ), on
a alors det (P,) =€ (o).

On s’intéresse d’abord au calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par
blocs.

aél g € M, (K), 0t B € Mp_1 (K),

a1 €K et a € My -1 (K), on a det (A) = a1 det (B).

Lemme 2.1 Pour toute matrice A =

Démonstration Si a;; = 0, la premiére colonne de la matrice A est alors nulle
et on a det (A) = 0 = ay1det (B). Si aj; # 0, on a alors det (4) = ay det (A7)
!
ou A’ = ( L a, ) avec o/ = L04 et B' = LB. En notant C’ la colonne
0 B aii aii /
numéro j de A’, pour 1 < j <n, les opérations qui consistent a remplacer C’ par
C% — o/;C pour j compris entre 2 et 1, ne changent pas la valeur de det (A'), ce

! > . L’application ¢ : B" € M, _1 (K) —

. 0
qui nous donne det (4’) = det ( 0 B

1 o . . .
det ( 0 ) est (n — 1)-linéaire alternée sur les colonnes (en identifiant I’espace

0 B
vectoriel M,_; (K) a (K”*I)nfl) avec ¢ (I,,_1) = det (I,) = 1, donc det (4") =
@ (B') = det(B') = ——5 det (B) et det (A) = a1 det (B). [
11

Lemme 2.2 Pour toute matrice triangulaire supérieure ou inférieure A = ((ai;)),<; i<,

dans M., (K), on a det (4) = Ham-.
i=1

Démonstration Se déduit par récurrence du lemme précédent et de det ( *A) =
det (A). n
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I, B
0 A
AeM;(K), Be Mpq(K), on adet(M)=det(A4).

Lemme 2.3 Pour toute matrice M = e M, (K), o p+q = n,

Démonstration Pour B € M, , (K) fixée, 'application ¢ : A € M, (K) —
I, B . , . .
det ( p A ) est p-linéaire alternée sur les colonnes (en identifiant I'espace vec-

0

. < q I, B

toriel M, (K) & (K?)?) avec ¢ (I,) = det '
a

tion du déterminant, ¢ (A) = det (A) pour toute matrice A € M, (K). De maniere

analogue on montre que det < 61 IB ) =det (4). n
q

> = 1. On a donc, par défini-

Lemme 2.4 Pour toute matrice M = 61 g e M, (K), ot A e M, (K),

BeM,,K),DecM;(K),p+qg=n, onadet(M)=det(A)det (D).

Démonstration Pour (B,D) € M, ,(K) x M, (K) fixé, l'application ¢ : A €

My, (K) — det é IB; ) est p-linéaire alternée telle que ¢ (I,) = det ( 167 ZB; ) =
det (D), donc det (M) = ¢ (A) = det (A) det (D). L]
Théoréme 2.10.
A Bip - By,
Si A= v - - : est une matrice carrée ou les Ay,
. o Bp—l,p—l
0 - 0 A,
P
sont des matrices carrées, on a alors det (A) = H det (Ag) .
k=1
Démonstration Se déduit de ce qui précede par récurrence sur p. ]

Pour toute matrice A = ((ai,j)),<; j<, € Mn (K) et tous i, j compris entre 1 et
n, on note A; ; la matrice carrée d’ordre n —1 déduite de A en supprimant la ligne
i et la colonne j. Le scalaire det (4, ;) est le mineur d’indice (4, ) et le scalaire
(—=1)" det (A; ;) est le cofacteur d’indice (i, 7).

Théoréme 2.11.
Pour toute matrice A € M,, (K), on a les développements de det (A)
suivant la colonne j € {1,--- ,n} ou la ligne i € {1,--- ;n} :

n

det (A) = i (—1)i+j Qg det (Al"j) = Z (—1)i+j Q5 det (Ai’j)

i=1 j=1
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Démonstration Fixons la colonne j et notons (e;);,;., la base canonique de
. <i<

K™. La colonne Cj; s’écrit C; = Zaijei et en utilisant la linéarité du déterminant
i=1

n
par rapport a la j-iéme colonne, on a det (A) = Zaij det (B;;), ou B;j est la
i=1

matrice déduite de A en remplagant C; par e;. En permutant la colonne j avec la

colonne j — 1, puis j — 1 avec j — 2, --- , 2 avec 1 et ensuite la ligne ¢ avec la ligne

i—1,i—1laveci—2,---,2avec 1 (on ne fait rien pour ¢ = 1), on aboutit & :
I a0 aij @ijy1r o Qin
0 ann -+ a1 aij+1  *°c GQln

det (B: ) = (=YY | 0 a L o ,
€ ( ZJ) - ( ) Aj—11 " Aj—1,5—-1 Qi—1,54+1 " Qi—1,n

0 Ai+1,1 0 Qi41,5—1 Ai41541 0 Qidln
0 Gn, 1 ce Qp j—1 Ap j+1 te An.n

= (—1)"" det (4, )
et on a le résultat annoncé. On procede de maniére analogue pour la deuxiéme
formule. [

Définition 2.5. La comatrice d’une matrice A € M,, (K) est la matrice :

C(A) = (((-1)”]’ det (Az-,j)))

1<ij<n

des cofacteurs de A.

Théoréme 2.12.
Pour toute matrice A € M,, (K), on a :
A-'C(A) = "C(A)-A=det(A) I,

1
det (A)

Pour det (A) # 0, A est inversible d’inverse A~1 = tC(A).

Démonstration Pour 1 <i,j < n, on note ¢; ; = (—=1)"7 det (A; ;) le cofacteur

d’indice (7, ) . Le terme d’indice (4,7) du produit A- 'C (A) est d; ; = Zaiﬁkcj,k.

k=1
n
Pour i = j,ona d;; = Z (—1)"tF a;det (A; ;) = det (A) et pour ¢ # j, on a
. | k=1
dij = Z (—1)J+]C a; 1 det (4;,5) = 0 puisque c’est le développement du détermi-

k=1
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nant de la matrice ayant pour ligne k # j, celle de A et pour ligne j, la ligne i de
A, donc elle a deux lignes identiques. On a donc A - *C (A) = det (A) I,,, 'autre
égalité se vérifiant de maniere analogue. ]

En identifiant M,, (K) a ]K”2, on déduit du théoréeme précédent que pour A
inversible, les coefficients de A~! sont des fonctions rationnelles des coefficients
Qij-

Exemple 2.2 Pour A = ( Z Z

A1 1 d —b

ad—bc \ —¢c a
Pour calculer un déterminant, on dispose aussi de la méthode des pivots de
Gauss qui est basée sur les résultats suivants ot une matrice de transvection est

une matrice de la forme I,, + AE;; en notant (Ei’j)lq i<n la base canonique de
M,, (K) (voir le paragraphe ?77).

>€GL2(K),ona:

Lemme 2.5 Soit A € M,, (K) de coefficient a;1 non nul. Il existe des matrices
de transvection Py, --- , P, telles que :

amn a2 - Gin
P P A= ! aélz) aéil)
0 ad
Démonstration Voir [ ?]. [

Si le coefficient a1 est nul et qu’il existe un indice ¢ compris entre 2 et n tel
que a;; # 0, on se raméne a ’hypotheése du lemme en permuttant les lignes 1 et 3.
Si tous les a;1 pour 1 < i < n sont nuls, le déterminant de A est alors nul.

Théoréme 2.13.

Toute matrice A € GL, (K) peut étre réduite d la forme triangulaire
supérieure en la multipliant a gauche par des matrices de transvection ou
de permutation.

Démonstration Voir [ ?]. L]

Le théoréme précédent rameéne au signe pres le calcul du déterminant de A au
déterminant d’une matrice triangulaire supérieure, le « signe prés » étant (—1)7
ou p est le nombre de permutations effectuées dans ’algorithme de Gauss.
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2.4 Quelques déterminants classiques

2.4.1 Déterminants de Vandermonde

A tout entier n > 2 et toute suite (ag),.,o, d’éléments de K, on associe la
matrice de Vandermonde : -

1 1 1
Vi, - ,apn) = ((a;‘_—1))1gi’jgn _ (051 04-2 Qo
a;{—l a;{—1 o a:{—l
et on note A (aq,- -+ , ), le déterminant de cette matrice.
Théoréme 2.14.
La matrice de Vandermonde V (ay, -+ ,«y,) est inversible si, et seulement

st, les ay, pour k compris entre 1 et n sont deux a deux distincts.

Démonstration S'il existe ¢ # j tels que a; = a;, la matrice V (aq,--- , o) a
alors deux colonnes identiques, ce qui implique qu’elle est non inversible.
Réciproquement, si V (aq,--- , ) est non inversible, il en est alors de méme
n—1
1 a1 e al
1 (e e ag‘71
de V(g ,an)=1| . . . i et le systéme linéaire :
-1
1 o, or

o e, =0 (1<i<n)
j=1

a une solution (x;), <j<n DOD nulle, ce qui revient & dire que aq,--- , a, sont des

racines du polynéme P (X) = ijXj’l € K,,—1 [X] \ {0} et nécessairement il

j=1
existe ¢ # j tels que o; = o, sans quoi P aurait n racines distinctes en étant non
nul de degré au plus égal a n — 1, ce qui n’est pas possible. [ ]

Le théoreme précédent peut étre utilisé pour prouver I'existence et 'unicité des
polynoémes d’interpolation de Lagrange.

Théoréme 2.15.

Soit (o)y<;<, une famille de n > 2 scalaires deux & deux distincts.
Pour toute famille de scalaires (Bk)1<j<n > @ existe un unique polynéme
P e K, [z] tel que P (ay) = By pour tout k compris entre 0 et n.

Démonstration L’application ¢, : K, [X] — K" définie par ¢, (P) = (P (%)) <p<pn
pour tout P € K,,_1 [X] est linéaire et sa matrice dans les bases canoniques de
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40
K, —1 [X] et K™ est la matrice inversible :
1 (a3} N a?_i
1 o e ag’_
. = tv(ala"'aan)
1 [e7% “en az_l

c’est donc un isomorphisme de K,,_; [X] sur K" et tout vecteur (fi);<;<, € K"
]

a un unique antécédent P € K, [X].

Théoréme 2.16.

OnaA(ay, - ,ap) = H (0 —a5).

1<i<j<n

1 1
a1 Q9

= ap—aq. En suppo-

Démonstration Pourn =2,ona A (a1, as) =
sant le résultat acquis pour n—1 > 2, on propose trois méthodes de démonstration

par récurrence.
1. En retranchant, pour i =n,n—1,---,2, a laligne i de V (ay,-- -, a,) sa ligne
i — 1 multipliée par a1, on obtient :
1 1 1
0 Qg — Q1 Qp — O

0 a;“z (g — ) a2 (a, —ay)
a3 — (1

g — (X1
o%:} (043 - al)

(&%) (042 - 041)

oy (as — o)

aQL*Z (e —aq)

soit par n-linéarité du déterminant :

1 1
n Qs Qo
A(a17"'aan): <H(Oék—a1)> : .
k=2 . .
045“2 an—2
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et avec ’hypothése de récurrence, cela donne :

Ao, an) = (H(ak—a1)> II (ej—ci)
k=2 9<i<j<n
= H (a; — )

2. Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée, on a pour tout polyndéme
P unitaire de degré n — 1 :

1 1 1
a1 (D) e Qo
=A(ar, )
P(a;) P(az) -+ Play)
n—1
Prenant P (X) = H (X — ag), on en déduit que :
k=1
1 1 1
(o7t [ e Oy
A(alv"'van): : : . : :P(an)A(alv"'vanfl)
0 0 - Plan)
n—1
= <H (v, —ak-)> Ao, ap-1)
k=1

et avec ’hypothése de récurrence, cela donne :

A(ala"' 7an): (H ak)) H (O‘jfai)
k

-1
(O‘n
-1 1<i<j<n—1
n
= JI (-a)
i<j<n

1<i

3. Dans le cas ou deux des aj sont égaux, la formule est triviale. Dans le cas
contraire, le polynéme V (X) = V (ay, - ,an—1,X) qui est de degré n — 1
(développement par rapport & la derniére colonne) s’annule en ay,- -, q,_1

n—1
deux & deux distincts, donc il existe A € K telle que V (X) = )\H (X —ag).
k=1

En développant le déterminant V' (X) par rapport & la derniére colonne, on voit
que A qui est le coefficient de X"~ ! est égal & A (aq, - ,q,_1), ce qui nous

n—1
donne par évaluation en oy, A (ag, -+ ,ap) = A(ag, + ,an_1) H (an — )
k=1

et on conclut encore par récurrence.
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Avec le théoréme précédent, on retrouve le fait que V (a, - - - , oy, ) est inversible
si, et seulement si, les o pour k£ compris entre 1 et n sont deux a deux distincts.

Exemple 2.3 Pourn > 2, on a :

1 2 n n j—1 n n—1
, = I G-o=1IIIG-o=11G-v'=]]4
i Qn'_l nn’_l 1<1<j<n j=2i=1 j=2 j=1

Dans le cas ot les o, sont deux a deux distincts, on peut donner une expression
de l'inverse d’une matrice de Vandermonde, en utilisant les polynémes d’interpola-
tion de Lagrange. Pour ce faire, on introduit 'application linéaire ¢, : K,,_1 [X] —
K™ définie par ¢, (P) = (P ());<;<, pour tout P € K,,_; [X]. La matrice de ¢,

. _ N _ 71
dans les bases canoniques B = (€;);;<,, de K" et B’ = (X7 )1§j§n de K,,—1 [X]
et K™ est donnée par :
j—1
ay
j—1
(1<j<n)

ce qui nous dit que c’est la matrice transposée de Vandermonde 'V (aq,--- ,ap) .
n
X —«;

En notant £ = (L;); <,,, la base de Lagrange définie par L; (X) = H J
=1
JFi

a L; (aj) = &; j pour tous 4, j compris entre 1 et n, soit ¢, (L;) = e; et ;' (e;) = L;

-1

, on
ai—aj

pour tout i compris entre entre 1 et n, ce qui nous dit que 'V (ay, -+, ap)

Pg 1 est la matrice de passage de la base canonique B’ = (Xj_1)1<j<n a la base

de Lagrange £ = (Li)1gign et V(ag, - 7an)_l = 'Pg . Par exemple pour

1

n=2onaV(a,a) ' = ( oz —l

—Q7 1

>etp0urn:3:
g — (X1

_ (X —) (X —ay)

(2 —aq) (a2 — ag)

asag _ astas 1
(a1—az)(ar1—as) (v1—az)(ar1—ag)  (a1—az)(ar1—asz)
Q13 a1tos 1

1
V(Oél,OQ,O(g) = (a2—aq)(aa—as) _(agfoq)(agfa_a,) (aa—aq)(az—as3)
[ IR a1 +as 1

(az—on)(as—a2) ~ (az—ai)(as—az) (az—o1)(as—az)
1 azaz (a3 —ag)  — (0243 - C;%) (a3 — az)
= —Q1Q3 (a3 - al) a3 — Qy - (ag - Oél)
A .
(0417 a27a3) a0 (a2 _ CVl) _ (a% — a%) (a2 — 041)
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Les matrices de Vandermonde peuvent étre généralisées en considérant les ma-
trices de la forme :

P1 (Oél) P1 (Oén)
V(a17"';anvpl7'”7Pn):((Pi(aj)))1§i7j§n: "L
Pn (061) Pn (Oé”)

ot (P;), <<, est une suite de polynémes dans K,,—1 [X]. Pour simplifier, on notera

V., une telle matrice. Cette matrice est une matrice de Vandermonde pour P; (X) =
Xi-1

Théoréme 2.17.

En notant Q (P1,-- -, P,) la matrice dont les colonnes sont formées des
composantes de chaque polynome Py, dans la base canonique de K,,_1 [X],
on a :

Pi(a1) - Pi(on)
det :A(ala)an)det(Q(Plaapn))
Py(a1) -+ Pa(an)

Dans le cas particulier ou chaque polynome Py, pour k compris entre 1 et
n —1 est unitaire de degré k — 1, on a det (A,) = A (g, , ).

n—1
Démonstration En notant P; (X) = Zainj pour tout entier j compris entre
i=0
letn,ona:
a a 1 1 1
0,1 n—1,1 oy o a,
Vi, =
ano *°° Apn—1n Q;L.—l ag:—l . O[;%;l
= tQ(P1>"' aPn)V(a17"' 7an)
ou Q (P, -, P,) est la matrice dont les colonnes sont formées des composantes
de chaque polynome P; dans la base canonique de K,,_1 [X] (dans le ou la famille
(Pj)lgjgn est libre, cette matrice est la matrice de passage de (Xj_1)1§jgn a

(P))y<j2p)s done det (Vi) = A (a1, ) det (Q (P, , Pr))
Dans le cas particulier ot chaque polyndéme Py, pour k compris entre 1 et

n — 1 est unitaire de degré k — 1, la matrice Q (P1,--- , P,) est triangulaire supé-
rieure avec tous ses termes diagonaux égaux a 1, donc det (Q (P, -+, P,)) =1 et
det (4,) = A(ag, - ,ap). |
Dans le cas ou les oy sont deux a deux distincts, en prenant pour polynoémes
n
X —q
P; les polynémes de Lagrange L; (X) = H L ona
= T
i#j
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ce qui nous permet de retrouver l'inverse V (ayq, - - - ,an)_l = 'Q(Ly, - ,Ly).

Exemple 2.4 Prenant o, = k et P, (X) = (X +k—1)""", on obtient :

1n—1 gn—1 . nn—1
2n—1 Sn—l .. (n + 1)n71 (1)

det | . , = ()" (-
nn—l (,n + 1)71—1 .. (2n — 1)11—1

(exercice 220).

Les déterminants de Vandermonde peuvent aussi étre utilisés pour prouver que
les vecteurs propres non nuls d’une matrice A € M,, (K) associés & des valeurs
propres deux & deux distinctes sont linéairement indépendants (exercice 24) ou
encore pour prouver le théoreme d’analyse réelle qui suit.

Théoréme 2.18.

Si f est une fonction de classe C"t! de R dans R, avec n > 1, telle que f
et f(" Y soient bornées sur R, alors toutes les dérivées %), pour k compris
entre 1 et n, sont également bornées sur R.

Démonstration Pour tout réel x et tout entier p compris entre 1 et n, la formule
de Taylor & lordre n sur I'intervalle [x, 2 + p] s’écrit :

(n+1) (3 4 ph n) (o
f(x+p)—f(x)——f (ni;;!p p)p”+1=;f k!( >pk

avec 0 < 0, < 1, ce qui peut s’écrire matriciellement V (z) = AU (x), ou on a
noté :

fOHD (2 4+ 6y) 1O ()
f($+1)—f($)—w Tx
V(z) = , Ulx) =
FOHD (2 +nb,) " ) (z)
f(x‘f'”)—f(x)—wn 1 ol
1 1 1
22 2n
et A= . : . On a alors :
n n.2 n"
1 1 1
1 2 ... 9n-1 n—1
det (4) = n! A : :n!Hj!;éO
A
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(exemple P23), c’est-a-dire que A est inversible. On peut donc écrire que U (x) =
ATV (z) et U (z)]| o, < HA_1||oo |V (z) soit :

f¥ (x)
[

Huﬂ

_ f(nJrl) (z +p0p) n+1
(n+1)!

n+1
< a7 (20 + o 7+

le réel z étant quelconque. On a donc pour tout entier k compris entre 1 et n :

<47 ma
1<k<n

f(z+p)—f(z)

max
1<k<n

) <Rl (20 + g ] L)

[
2.4.2 Déterminants circulants
On se donne un entier n > 2, des nombres complexes ag, - ,a,—1 et on leur
associe la matrice circulante :
ag ap -+ Gp-2 Qap-1
Gp_1 Qo - Gp-3 Qp_2
C(CLOv"' 7an*1) = = ((aj*imodn))ogﬁjgn_1
az az - ) ay
a1 Ao - Qp—1 Qg
ol j — imodn désigne le reste appartenant a {0,1,--- ,n — 1} dans la division

euclidienne de j — 4 par n, ce qui signifie que a;; = aj_; pour 0 <i < j<n—1let
aij = Gjyn—; pour j+1 < i < n— 1. Pour toute racine n-iéme de I'unité z € C,

n __ — 7 - N .
ona z" =1 et en notant Z = (z )ogjgnq dans C™ :
ao ar -r Gp-2 Qn-—1
ap—-1 Qg v Gp—3 Gp-—2 z
C(aof"aan—l)zz: 5
. zn—2
a2 as : ao ai Ln—1
ai az -0 Gp-1 ao
ao+a1z+ 4 ap_92"" 2+ ap_12""* 1
z(ao+a1,z—|—--~+an,gz”_2+an,1zn_1) z
- r = P(2)
Zn_Q a04_a12‘k"'+'an—22n_24‘an—1zn_1 Zn72
2" U ag+arz+ -+ an_92""24a,_12""1 Pt
n—1
oun P(X) = E apX*, ce qui nous dit que P (z) est vecteur propre de la matrice
k=0

C (ag, "+ ,an—1), le vecteur Z étant un vecteur propre associé. Ce résultat peut
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aussi se justifier en disant que, pour 0 < i < n — 1, la composante numéro de i de
C(ag, -+ ,an_1) Z est :

n—1 i—1 n—1 i—1 n—1
g a;;20 = E Ajtn—i?’ + E a;j_iz0 =2' g Ajpn—iz" T+ E a2 "
Jj=0 j=0 Jj=ti j=0 Jj=i
n—1 n—i—1 n—1
=z E apz® + E apz® | = 2 E apz’ = 2'P(2)
k=n—i k=0 k=0
2im . PN oy 7
En notant w,, = e, chaque racine n-iéme de l'unité w® pour 0 < k <n — 1,
k _ (k]
nous donne la valeur propre P (wn) de C(ag,- -+ ,an_1) avec Zj, = (wnJ)OSan_l
comme vecteur propre associé.
Commedet (Zg, -+, Zp—1) = A (1,wmwi7 e ,wﬁ_l) # 0 (ces racines de 'unité
sont deux a deux distinctes), la famille de vecteur propres (Zx)y<j<,_ €st une base
de C™, ce qui nous dit que C (ag, - ,a,—1) est diagonalisable de valeurs propres

n

n—1
P(1),P(wn), - ,P (w”_l) . Il en résulte que det C (ag, - ,ap—1) = HP (w,’j) .
k=0

2.4.3 Déterminants de Gram

(E,{-|-)) désigne un espace vectoriel réel préhilbertien et (;);,., est une
famille de n > 2 vecteurs de E. T

Définition 2.6. On appelle matrice de Gram de (x;),,,, , la matrice :

G(z1, - zn) = ({2 | 25)))1< j<n

(@1 ]21) (@1|z2) - (21| 2n)
(Ta|z1) (@2|>2) - (22| %W)
et le déterminant g (1, - - ,x,) de cette matrice est appelé déterminant de

Gram de la famille (z;),;<,, -

Théoréme 2.19.

On a, rg(G(ng"" ,xn)):rg(x1,~-~ ,J?n).

Démonstration Si tous les vecteurs x; sont nuls, la matrice de Gram corres-
pondante est alors la matrice nulle et le résultat est évident. On suppose donc que
les x; ne sont pas tous nuls et on désigne par F' le sous-espace vectoriel de E en-
gendré par {x1, -+ ,2,}. Le procédé de Gram-Schmidt nous permet de construire
une base orthonormée (ei)1§igp de F, avec 1 < p < n, et dans cette base on écrit
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p

T; = E agier. Pour 4, j compris entre 1 et n, on a alors :
k=1
P aij
(wi | 2;) = ariar; = (a1s, -+, ap;)
k=1 )
Apj

soit, G (w1, - ,z,) = "AA o0t A = ((a5))1<i<p € Mpn (R). Munissant R" et RP
1<j<n

de leurs structures euclidiennes canoniques, ona (*AAX | X)p, = (AX | AX)g, =

||AX||]12Q{p pour tout X € R™ et on en déduit que ker (*AA) = ker (A), puis avec

le théoréme du rang que les matrices AA et A ont méme rang. On a donc

rg (G (a1, ,x,)) = rg(A) = rg(z1, - ,2,) puisque A est la matrice du sys-

teme de vecteurs (7;),.;<, dans la base (€;),;<,, - L]
Corollaire 2.2. On a g(x1, - ,x,) > 0 et la famille (z;),.,,, est libre
si, et seulement si, on a g (x1,--- ,xy) > 0. -

Démonstration On reprend les notations de la démonstration du théoréeme 2ZZT9.
Si le systeme (z;);;<,, est lié, on a alors rg (G (z1,--- ,2,)) =1g8(A) < netla
matrice G (1, ,x,) est non inversible dans M,, (R), son déterminant est donc
nul. Si le systeme (z;),,,, est libre, on a alors rg (G (x1,--- ,2,)) =18(A) =n
et la matrice G (x1, - - ,x,) est inversible dans M,, (R), son déterminant est donc
non nul. En considérant que la matrice G (z1,---,z,) = ‘AA est symétrique
positive ((*AAX | X)p. = [[AX] %n > 0 pour tout X € R™), on déduit que ce
déterminant est strictement positif. ]

Les déterminants de Gram peuvent étre utilisés pour calculer la distance d’un
point & un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

Théoréme 2.20.

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et (x;);<;<,

g(x17"' ,xnax)

g(z1, -, 2n)
et la meilleure approximation de x par des éléments de F est le vecteur

une base de F. Pour tout x dans E, on a d(x,F) =

n
gj,:E ($17"' 7-Tn) \ 2 .
y = E =%, 0U gja (21, - ,Ty) est le déterminant de la

2 g ar, ) 0 O S (o0 o)

matrice déduite de la matrice de Gram G (x1, -+ ,x,) en remplacant sa
(z1 | z)

colonne numéro j par

Démonstration En notant y la projection orthogonale de x sur F, on a :

2 2 2 2
d(z, F)” = [z —ylI” = ll=]” = [yl
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et pour tout ¢ compris entre 1 et n, (z; | z) = (z; |z —y) + (=; | y) = (x; | y) du
fait que x —y € F- et ; € F. En utilisant la linéarité du déterminant par rapport
a la derniere colonne, on en déduit que :

(w1 @) - (21| an) (z1 | y)
g(I1,~~,xn,x): ) ' ’
@ola) oo G lm) )
(@|x) - (zfzn) d@F)" + |yl
:d('r7F)2g(‘r1".' 7x’ﬂ)+g(x1u"' 7xn7y)
:d(x7F)2.g(x11"' ,l’n)
(le systeme {x1, - ,zn,y} étant lié, puisque y € F, on a g(z1, - ,Zn,y) = 0),

soit d (z, F) = w D’autre part, la projection orthogonale y de x
g (@1, xn)
n

sur F s’écrit y = E a;x;, les coefficients a; étant solutions du systeme d’équations

j=1
normales :

ay (1| z)

G (z1,  ,Zn) = :

an, (zn | T)

et en utilisant les formules de Cramer, on obtient a; = w pour j
g(x1, -, xn)

compris entre 1 et n. n

En utilisant le procédé d’orthogonalisationn de Gram-Schmidt, on peut donner
une expression du déterminant de Gram d’une famille libre. On rappelle que la
mesure principale de I'angle géométrique de deux vecteurs x,y non nuls dans E
est le réel 6 € [0, ] définie par (z | y) = cos (0) ||z|| ||y]| -

Théoréme 2.21.

Sotent (2;);<;<, une famille libre de vecteurs dans (E,(-|-)), F =
Vect {@1, - ,zn} et (€;);<;<, la base orthonormée de F déduite par le pro-
cédé de Gram-Schmidt avec la condition (zy, | ex) > 0 pour tout k compris
entre 1 et n. On a :

n n
gz, ) = [ cos® @r,ex) [] Nzll®
k=2 k=1

n n
= sin® (21, z2) H cos? (x, ex) H lzx|® (pour n>3)
k=3 k=1

Démonstration La base orthonormée de F' déduite de la base (z;),,.,, par le

1
procédé de Gram-Schmidt est définie par e, = —— 1y pour 1 < k <mn,ouy; = 21

ly
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k-1

et yp = xp — Z (x1 | €j) ej pour 2 < k < n. La matrice de passage de (€;);;<,
j=1

a (7)1 <<, est alors donnée par :

il (z2le1) -+ (@n]e1)
A= 0 [[y2|l
: . <$n | en—l)
0 0 9|

n
et g (a1, -+, @) =det (A)? = H lyx|l® (voir ladémonstration du théoréme 2I9).

k=1
k—1
De 2 = ||yx| e;ﬁ—Z (xk | ;) e;, pour k compris entre 2 et n, et de 'orthogonalité
j=1
des ej, on déduit que ||yx|| = (zk | ex) = ||z cos (zk, ex) , ce qui donne en tenant
compte de [[y1 || = [Jz1] :

n n
9@, ) = [ cos” (@aen) [ ol
k=2 k=1

Pour n > 3, en écrivant que :

lyall” = llz2 = (@2 | ex) ex]|* = fJaa|* = (22 | e1)”
avec (za | e1) = ||z2|| cos (x2,e1) = ||2]| cos (z2, 1), on obtient :
lysl|* = 22| (1 = cos® (w2, 21)) = [|z2]|* sin® (@1, x2)
n n
et g (z1, - ,an) = sin® (z1,32) [ [ cos? (zr, ex) [] llll*- n
k=3 k=1

Théoréme 2.22. Inégalités de Hadamard

n
On a0 < gz, - ,x,) < H el la borne inférieure [resp. supé-
k=1

rieure] étant atteinte si, et seulement si, la famille (x;),<,;, est liée [resp.
orthogonale]. -

Démonstration Si la famille (z;),,.,, est liée, on a alors g (z1,---,2,) = 0.
On suppose donc cette famille libre et dans ce cas, on a g (x1,---,2,) > 0 et le

n
théoréme précédent nous dit que g (x1, -+, z,) < H |z ||®, Pégalité étant réalisée
k=1
si, et seulement si, on a cos? (z,ex) = 1 pour tout k& compris entre 2 et n, ce qui
k-1
compte tenu de [lye]|? = cos? (. ex) [ox]|* = [lzxl® = D (@ | €;)* équivant a
j=1
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(x1 | ej) = 0 pour tout j compris entre 1 et k — 1, soit & x = yr = |lyx|| ex pour

tout k compris entre 1 et n et la famille (x;),,.,, est orthogonale.
En notant C; = (ai;)
M, (R) et en munissant R™ de son produit scalaire canonique, on a :

11 Q21 - Gpl 11 Q12 - Glp
‘ a2 Q22 - Ap2 a1 Q22 - A2np
AA =
A1n A2 e an,n [42°%) An2 tee an)n
(C1]Cr) (Ci|Co) -+ (C1]|Cy)
| (GG (Ca ) - (Co| C)
<Cn ‘ Cl> <Cn | O2> <On | Cn>

et I'inégalité de Hadamard prend la forme :

3

(det (4))? = det ( TAA) = g(Cr, -+ ,aa) < [T ICKIP
k=1

soit |det (A)| < T ICx]I-

Exemple 2.5 Prenant pour matrice A une matrice de Vandermonde V (aq, - - -

ot (k) <<, € R™, on aboutit d :

n

H laj — ai| < H\/1+ai+-~-+ai(”’1)
k=1

1<i<j<n
n n
prenant les oy, dans [—1,1], on obtient H — a4 < H n.
1§i<j§n k=1

2.4.4 Déterminants de Cauchy

1<i<n € R™ la colonne numéro j d’une matrice A dans

A tout entier n > 2 et toutes suites (a1,); <<, et (Br)i<pe, d’éléments de K
telles a; 4 35 pour tous ¢, j compris entre 1 et n, on associe la matrice de Cauchy :

1 - 1 1
a1+51 a1+PBn-1 a1+Bn
s . o 1 1 1
it ﬂj 1<i,j<n an—1+Pf1 7 ap—1+Bn-1  an—1+Pn
1 1 1

an+p1 o an+PBn—1 an+Pn
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Théoréme 2.23.
Ona:
IT (B —Bi) (e — )
det <( 1 )> _ 1<i<j<n
@+ B/ /) 1<ij<n [T (es+585)

(déterminant de Cauchy ).

Démonstration S’il existe deux indices i # j tels que a; = o [resp. 5 = Bi],
1
la matrice de Cauchy A, = (<
a; + f;
colonnes] identiques et son déterminant est nul. L’égalité annoncée est donc tri-
vialement vérifiée dans ce cas. On suppose que les o, ainsi que les 3; sont deux a

)) a alors deux lignes [resp. deux
1<i,j<n

n—1
I (X - 5)
deux distincts et on désigne par F), la fraction rationnelle F, (X) = &= ——————.
[T (X +a)
i=1
Le numérateur de F), est de degré n—1 et son dénominateur de degré n, on a donc
n
A
une décomposition en éléments simples de la forme F, (X) = Z i , les co-
st X + oy
n—1
[T (o +8;)
=1
efficients Ay étant donnés par A\, = Jni En développant le déterminant
I (ar — o)
i=1
i£k

suivant la derniére ligne, on a compte tenu de F), (8;) = 0 pour tout j compris
entre 0 et n — 1 :

1 L 1 1
a1+p1 a1t+Bn_1 a1 +fn
Dn = 1 - 1 1 = Fn (Bn) det (An—l)
an—1+PB1 77 an—1+Bn-1  an—1+Pn
n
) fo Ak - .

D’autre part, en écrivant que F, (8;) = Zi et en utilisant le fait que det

el el

est une forme multilinéaire alternée, on a aussi D,, = A\, det (4,). On a donc
F, (Bn)det (A,—1) = A\ det (A,) et :

n—1
[T (Bn = Bj) (o — i)
det (A,) = F”A(B") det (Ap_p) = —2— — det (Ap_1)

" (Bn + ai) T1 (on + B;)

n
i=1 j=1
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On conclut alors par récurrence sur n > 2. Pour n = 2, on a :

1 1
— | a1t+B1 B2 | (62 - 61) (012 - 011)
et (AQ) a2i,31 042-1H32 (041 + Bl) (al + 52) (OQ + ﬁl) (a2 + 62)

Et supposant le résultat acquis pour n — 1, on a :

n—1

[T (B =) (en—as) T~ (8= B) (e — )
det (4,) = = _ SRR
I;[ (5n+a1) 1;[1 (Oln‘i’ﬂj) 1Si7jlgn71( ’+ﬁ])
R CREICT LD
_ 131 (Bo + ) ﬁ[l (Buot + ) - 1:11 (B1+ o)
1<.1<_[.< (61 - /81) (Oéj — Ozi)
. 1<'H'< (ai * 53)

Exemple 2.6 On se place sur l'espace préhilbertien C° ([0,1]) muni du produit
1

scalaire (f,g) — (f | g) = f(@®)gt)dt et on se donne une suite strictement

strictement croissante (A),cy de réels positif a laquelle on associe la suite de
fonctions (0i),cy définie par 0y, (t) = t* pour tout t € [0,1]. Pour tout n € N*,
le déterminant de Gram de (6y,--- ,0,) est alors donné par :

900, 10) = det ({6, | 0,))) e <, = det ((/oltx"“"dt)>o<u<n
T Oy-2*

—det(( 1 )) _0<i<j<n
- N+ +1 og,jﬁn_ [T i+ +1)

0<i,j<n
o OG-0
1;[ f[()\ A1)
Les matrices de Gram co;respondantes au choix de A\, = k pour tout k € N

((Or) e est la base canonique de ’espace des fonctions polynomiales sur [0,1]) sont

1
o 1
les matrices de Hilbert H,, = ((/ L”‘”dt)) = (< - >) de
0 0<i,j<n i+7+1/) ) ocijn

déterminants :

1 TR (ﬁﬂ>
det (H,) = [[ 20— =[[ L =

(i+j+1) o ¢
0 j=2

:13ﬂ

j=0

3
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Les déterminants de ’exemple précédent apparaissent dans la démonstration
du résultat de densité suivant.

Théoréme 2.24. Miintz

L’espace vectoriel Vect {0, | n € N} est dense dans l’espace préhilber-
tien (C°([0,1]),(-|-)) (convergence quadratique) si, et seulement si, on

+oo
1
a Z/\— = +00. S7 on suppose de plus que A\g = 0 et Ay > 1, alors ’espace

n=1""
vectoriel Vect {0, | n € N} est dense dans (C°([0,1]),||[|o,) (convergence
+oo
1
uniforme) si, et seulement si, on a Z— = +o0.
n=1""

Exemple 2.7 En notant (pn)n21 la suite des nombres premiers rangée dans l’ordre
croissant, Vect {1,2P» | n > 1} est dense dans (C°([0,1]),]]]|.) -

2.5 Exemples d’utilisation du déterminant

2.5.1 Rang d’une matrice ou d’un endomorphisme

Pour tout matrice A € M, ,, (K) et tout entier j compris entre 1 et n, on note
C; € K™ la colonne numéro j de A.

Définition 2.7. Le rang d’une matrice A € M,, ,, (K) est la dimension du
sous-espace vectoriel de K™ engendré par ses colonnes :

rg (A) = dim (Vect (C1,--- ,Cy))

Il est équivalent de dire que le rang de A est égal au nombre maximum de
vecteurs colonnes de A linéairement indépendants dans K.

Définition 2.8. Soient F, F' deux espaces vectoriels de dimension finie et
u une application linéaire de F dans F. Le rang de u est la dimension de
Im (u) . On le note rg (u) .

Théoréme 2.25. Du rang

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et u une applica-
tion linéaire de E dans F. On a dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u) .

Démonstration Soit H un supplémentaire de ker (u) dans E et v la restriction
de u & H, c'est-a-dire 'application v définie sur H par v (z) = u (z) pour tout
x € H. Le noyau de cette application est ker (v) = H Nker(u) = {0}, ce qui
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signifie que v est injective de H dans F et réalise une bijection de H sur Im (v).
En écrivant tout vecteur y de Im (u) sous la forme y = u (x) avec x € E qui s’écrit
x=1x1+x2 00l 21 € ker (u) et x93 € H,on a y = u (1) +u(x2) = v (r2), c’est-a-
dire que y est dans Im (v) . On a donc Im (u) C Im (v) et comme Im (v) C Im (u),
on a en fait Im (v) = Im (u) et v réalise un isomorphisme de H sur Im (u). Il en
résulte que rg (u) = dim (Im (v)) = dim (H) = dim (E) — dim (ker (u)) . [

Théoréme 2.26.

Le rang d’une matrice A € My, ., (K) est égal au rang de lapplication
linéaire v € L (K", K™) canoniquement associé a la matrice A.

Démonstration En notant B = (ey); <4<, la base canonique de K" et B’ =
(fr)1<p<m celle de K™, pour tout j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de
Aest C; =u(ej) et ona:

rg (A) = 1g(C1, Gy, -+, Cn) =g (u(er) ulez), - ulen)) = rg(u)

Théoréme 2.27.

Si A € My, (K) est la matrice de w € L(E, F) dans des bases B de E
et B' de F, on a alors rg (u) =rg (A).

Démonstration Soient B = (ex), )., une base de E, B’ = (fi); <,<,, une base

n
de F et u € L(E,F) de matrice A dans ces bases. Dire que = = ijej est dans
j=1
le noyau de u équivaut & dire que u (x) = 0, ce qui se traduit par AX = 0, ou
X = (xj), <j<n €St le vecteur de K™ formé des composantes de 2 dans la base .
En désignant par v I'application linéaire canoniquement associée & A, on a v (X)=
AX =0, c’est-a-dire que X est dans le noyau de v. Réciproquement si X € ker (v),
on a AX =0, ce qui équivaut & u () = 0, soit x € ker (u) . L’application z — X
réalise donc un isomorphisme de ker (u) sur ker (v) et dim (ker (u)) = dim (ker (v)),
ce qui équivaut a rg (u) = rg (v) = rg (A) en utilisant le théoréme du rang. n

Définition 2.9. Une matrice extraite de A = ((a;;))1<i<m € Mmn (K)
1<55<n
est une matrice Ay ; = ((am-))(i ferxg Ol

I={1<ij<---<ig<m} et J={1<ji <---<j,<n}

Un déterminant extrait de A (ou de det (A)) est le déterminant d’une ma-
trice carrée extraite de A. Si 0, est un déterminant extrait de A d’ordre p,
on appelle bordant de § tout déterminant d,4; extrait d’ordre p +1 de A
tel que 9, soit extrait de 6,41.
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Théoréme 2.28.

Une matrice A € M, , (K) est de rang r si, et seulement si, il existe un
déterminant extrait de A, 6, d’ordre r et non nul tel que tous les bordants de
0, sont nuls (si r = min (n,m), la deuziéme condition n’est pas d prendre
en compte).

Démonstration Voir [ 7], volume 1. ]

Corollaire 2.3. Le rang d’une matrice A € My, , (K) est Uordre du plus
grand déterminant extrait de A qui est mon nul.

2.5.2 Systemes de Cramer

On appelle systeme de Cramer tout systéme linéaire Az = b d’inconnue z € K™,
ot A € GL, (K) et b € K™. L’unique solution d’un tel systeme est x = A~'b. En

n
€ K" cette solution, on a b = szC’j et en utilisant le
=1
caractére multilinéaire alterné du déterminant, on a pour tout entier k compris
entre 1 et n :

notant = = (2;),;<,

det (C1,--+ ,C—1,b,Chy1,--- ,Cy) = Zfﬂj det (C1,--+ ,Cr—1,C},Crg1,--- ,Cp)
=1

=z det (A)

det (Cl, e ,Ck_1, b, Ck+17 e ,Cn)
det (A)

terminant par la formule (), cela nécessite n! (n — 1) multiplications et (n! — 1)

additions, donc environ nn! opérations élémentaires. Comme il y a n + 1 détermi-

nants a calculer puis n divisions a faire pour les formules de Cramer, on aura un

total d’environ nn! opérations élémentaires & effectuer, ce qui peut étre beaucoup

trop important pour de grandes valeurs de n.

Les formules de Cramer peuvent étre utilisées pour déterminer I’ensemble des
solutions d’un systéme linéaire de m équations a n inconnues Ax = b d’inconnue
z € K", ou A € My, ,, (K)\ {0} est de rang r € {1, min (n,m)} et b € K™.

Il existe des matrices carrées d’ordre r extraites de A de déterminant non nul
(un tel déterminant est appelé déterminant principal de A) et toute matrice carrée
extraite d’ordre plus grand ou égal & r + 1 (s’il en existe) est de déterminant nul.

En effectuant au besoin des permutations de lignes ou de colonnes du systéme
linéaire, on se raméne & une matrice A tel que la matrice 4, = ((a;;)) soit
inversible. Le systeme linéaire :

soit xp, = pour 1 < k < n. En calculant un dé-

1< j<r

Zaijxj :bz (]. SZST’)

Jj=1

est alors appelé systéme d’équations principales du systeme Ax = b.
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Considérons d’abord le cas d’un systeme homogene Az = 0. Le systéeme d’équa-
tions principales étant de rang r, I’ensemble de ses solutions est un sous-espace
vectoriel de K™ de dimension n —r et comme il contient I’ensemble S (A, 0) des so-
lutions de Az = 0, qui est aussi de dimension n—r, ces deux espaces sont égaux. La
résolution du systéme d’équations principales peut se faire en utilisant les formules
de Cramer pour le systeme A,z = b ot 2" € K" a pour composantes les

n
inconnues principales 1, - -, x, et b(") = [ — E ;T € K" (les sommes
g=r+l 1<i<r
valant 0 pour r = n).

Exemple 2.8 Considérons un systéme linéaire homogéne de m équations a m—+ 1
inconnues, Ax = 0 avec A = ((ai;)) 1<ism € Mm,m+1 (K) de rang m, la matrice

1<j<mt1
((aij))1<i j<m €tant inversible. Ce systéme est équivalent au systéme :

m
Zaij%‘ = =1 m4+1Tm41 (1 <0 <m)
i=1

0l Tyyy1 est linconnue non principale. Sa solution est donnée par :

_ det (C].?"' ;Ckflabm7ck+17“' ;Cm)

o det (A
=g det (Ol"“ 7Ck—170m+170k+1a"' 7Cm)
e det (A,,)
_ (71)m+17k . det (Ch oo Ope1,Craty -, Con, Cm+1)
m det (A,)
(71 m—+1 .
- mxmﬂ (=1)"det (C1,-++ ,Cr-1,Cht1, ;O Cing1) (1 <k <m)

L’ensemble des solutions S (A,0) est donc la droite vectorielle dirigée par le vecteur
v = (ak)1§k§m+17 ot :

O = (7]‘)]C det (017' o ack—lack-‘rh' N 7Omacm+1) (1 S k S m)

m—+1

et amy1 = (—1) det (An,) . Considérons, par exemple, le systéme :

z+y+z—1t=0
204+y+2—-2t=0
r—y+2—3t=0

11 équivaut au systéme d’inconnue non principale t :

r+y+z=t
20 +y+2=2t
T—y+z=23t

et de solution x =t, y= —t, 2z =1t.
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Revenons au systéme linéaire Az = b d’inconnue =z € K", ot A € M, ,, (K) est
de rang r > 1 et b € K™. Ce systeme aura des solutions si, et seulement si, b €
F =Vect{Cy,---,Cyn}, ce qui est équivalent & dire que F' = Vect {Cy, -+ ,Cyp,b}
et revient a dire que rg(A4,b) = rg(A) = r et comme det (A4,) # 0, cela équivaut
a dire que :

air - ar by

=0(r+1<k<n)
arl Ay br
ax1 arr by

Si le systéme est compatible (i.e. 'ensemble de ses solutions est non vide),
lensemble S (A,b) des solutions de Az = b est alors un sous-espace affine de
K" de dimension n — r dirigé par S(A,0). L’ensemble des solutions du sys-
teme d’équations principales est aussi un sous-espace affine de K" de dimen-
sion n — r et comme il contient S (A,d), ces deux sous-espaces sont égaux. En

définitive, quand il est compatible, le systéme Ax = b est équivalent au sys-
téme d’équations principales ALz = b, ou A, = ((a;j))1<i<r (deux systémes
1<j<n

linéaires sont équivalents s’ils ont méme ensemble de solutions). La résolution
de ce dernier systéme se faisant en utilisant les formules de Cramer pour le sys-
teme A,z = (") ou (") € K" a pour composantes les inconnues principales

n
T1, -, T, et ) = b, — g ;T € K" (les sommes valant 0 pour
j=r+l 1<i<r
r = n). Nous avons donc montré le résultat suivant.

Théoréme 2.29. Rouché-Fontené

Soient A = ((aij))1<i<m € My (K) de rang r > 1 et b € K™. On se
1<j<n
donne une matrice A, = ((ai;))(; jyerxs dans GLy (K) extraite de A telle

que det (A4,) # 0.

1. Le systéme Ax = b est compatible si, et seulement si, r =n our < n—1
et :

det( ( Ar (o)ies ) =0 (ke{l,---,n}\ 1)

a’k’j)jeJ k
2. Si le systeme Ax = b est compatible, il est alors équivalent au systéme
d’équations principales Al.x = b, ou A, = ((aij)) ier et les inconnues
1<j<n

principales () s’obtienne comme solutions du systéme de Cramer

jeJ
Apz, =0T o0 b € K est fonction de b et des inconnues non princi-

pales <xj)j6{1,~~ T -

2.5.3 Orientation d’un espace euclidien

FE est un espace euclidien de dimension n > 2.
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Théoréme 2.30.

SiB = (€i)1<;j<n €t B = (€])1<;<, sont deuz bases orthonormées de E,
alors la matrice de passage P de B a B’ est une matrice orthogonale.

n

Démonstration L’application linéaire u définie par u (e;) = € = Zpijei pour

i=1

tout j compris entre 1 et n est une isométrie puisqu’elle transforme une base

orthonormée en base orthonormée et en conséquence sa matrice dans la base B,
] ? ] — ..

qui n’est autre que la matrice P = ((pi;)),<; j<,, » est orthogonale. L]

Avec les notations du théoréme précédent, on a det (P) = detp (B') = £1.

On définit une relation sur I’ensemble des bases orthonormées de E en disant
qu’'une base orthonormée B est en relation avec une base orthonormée B’ si, et
seulement si, la matrice de passage P de B a B’ est dans O;f (R). On notera ~
cette relation.

Théoréme 2.31.

La relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence et il y a exac-
tement deux classes d’équivalence pour cette relation.

Démonstration Cette relation est réflexive puisque I,, € O;F (R) et B = I, (B).

Elle est symétrique puisque P € O, (R) entraine P~! € O, (R) et si P est la
matrice de passage de B & B, alors P~! est la matrice de passage de B’ a B.
Elle est transitive puisque le produit de deux matrices de O;F (R) est dans O;F (R)
(O (R) est un groupe).

Soit B = (€;);<;<, une base orthonormée de E fixée. Pour toute autre base
orthonormée B’ = (€;),<;<,, » en désignant par P = ((pi;)),<; j<, la matrice de
passage P de B a B', on a soit P € O} (R) et B ~ B, soit P € O, (R) et en
désignant par B~ la base orthonormée définie par B~ = (e1, -+ ,en—1,—€n), la
matrice de passage P~ de B~ a B’ est :

pll PR PRI pln
P_ =
Pn-111 ‘- Pn—-1,n
_pnn DR RS _pnn

et det (P7) = —det(P) = 1, donc P~ € O, (R) et B' ~ B~. Donc B’ est soit
dans la classe de B, soit dans celle de B~ et ces deux classes sont distinctes puisque

Ino_l _01 ) € O,; (R). On a donc deux

classes distinctes. [

la matrice de passage de B a B~ est (

Définition 2.10. Orienter I’espace euclidien E revient a choisir une des
deux classes d’équivalence pour la relation ~ . Si 'espace E est orienté par
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le choix d’une classe d’équivalence By, oul By est base orthonormée de I,
on dit qu'une base orthonormée B est directe (ou qu’elle définit la méme
orientation que By) si B est dans la classe d’équivalence de By et on dit que
cette base B est indirecte (ou rétrograde) dans le cas contraire.

Orienter 'espace euclidien E revient donc & choisir une base orthonormée Bj.

L’espace R™, pour n > 2, est en général orienté par le choix de la base canonique.

Les isométries directes sont celles qui respectent 'orientation. Précisément, on
a le résultat suivant.

Théoréme 2.32.

Soient B = (€;),<;<, une base orthonormée de E et u une application
linéaire de E dans E. L’application u est une isométrie positive si, et seule-
ment si, elle transforme B en une base orthonormée de E définissant la
meéme orientation.

Démonstration Soient u € L(E) et B’ = (u(e;)),<;<, - Ona:
(ue O (E)) & (ue O(E) et det(u) =1)
avec det (u) = detg (B'), donc :

(ue 0% (E)) & (B’ = (u(€i))1<i<, base orthonormée et dety (B') = 1)
& (B ~ B)

2.5.4 Produit mixte et produit vectoriel

E est un espace euclidien de dimension n > 3 orienté par le choix d’une base
orthonormée By = (€;);<;<,, -

Si B est une autre base de E, alors pour tout n-uplet (z1, 2, - ,x,) de vecteurs
de E, on a detp, (x1,22, - ,Tn) = detg, (B) detp (1,22, -+ ,zy), donc le réel
detg (1,2, -+ ,x,) est indépendante du choix d’une base orthonormée directe B
de E. On le note [z1, 22, - ,x,] et on dit que c’est le produit mixte des vecteurs
ordonnés x1,Ta, - ,Tp.

En remarquant que, pour tout (n — 1)-uplet x1,xa,- -+ ,x,_1 de vecteurs de E,
Papplication x +— det (1,2, - ,2p_1,x) est une forme linéaire, on déduit qu’il
existe un unique vecteur a € E tel que :

Vo € E, det (x1, -+ ,Tpn-1,2) = {a| ) (2.2)

ce vecteur a étant fonction des vecteurs x1,xo, - ,T,—1. On peut donc donner la
définition suivante.
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Définition 2.11. Le produit vectoriel des n — 1 vecteurs x1, %o, - ,Tn_1
de E est le vecteur a défini par (E22) . On le note &1 A o A ... A Tpp—1.

n

Dans la base orthonormée By, en notant x; = Y z;;e; pour tout j compris
i=1

entre 1 et n, les réels det (1, o, - ,xp_1,€;) = (x1 A2 A ... Axp_1 | €;) sont les

composantes du vecteur xq A 22 A ... A x,_1 dans la base By. On a donc :

n

TN o NTp1 = Z (_1)7L+n (51'62'

=1

en désignant par §; le déterminant de la matrice d’ordre n—1 déduite de la matrice
(X1, -+ ,X,—1) en supprimant de cette matrice la ligne numéro i (X; étant le
vecteur de R™ formé des composantes de x; dans la base By).
On peut remarquer que (—1)”” J; est aussi le cofacteur C; p, (v1, %2, -+ , Tn_1)
d’indice (i,n) de la matrice (Xi,---,X,_1,0) (i.e. celui en ligne i et colonne n).
En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.33.

o Le produit vectoriel est une application (n — 1)-linéaire alternée de
E" 1 dans E ;

o le vecteur x1 ANxa A...\Nxpy_1 est orthogonal a tous les vecteurs x; pour
1<i<n—1;

o Ty AT N...Nxp_1 = 0 si, et seulement si, la famille (x1, %2, ..., Tp_1)
est liée ;

e sila famille (x1, o, ...,xy—1) est libre, on a alors :
det (1, ,Tp—1, L1 A cce AZp—1) = ||z A A xn,1\|2 >0

et la famille (x1,...,Tpn—1,21 A ... Nxn_1) est une base directe de E ;

e si la famille (x1,..,2,—1) est orthonormée, la  famille
(1, yTp_1,1 A ... ATp_1) est alors une base orthonormée
directe de E.

Démonstration

o Chacune des applications (z1,...,xy,—1) — det (x1, - ,2n_1,€;) étant (n —
1)-linéaire alternée, il en est de méme de 'application

n
(1’17 ...,IZ?n_l) = TN N = Zdet (Il, e, L1, ei) €;
i=1
o Avec (x1 Ao Ap—q | x;) = det (z1,-+ ,2p—1,2;) =0 pour 1 < i <mn—1,

on déduit que x; A ... A x,_1 est orthogonal a x;.
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o Sila famille (z;);,.,_, est liée, il en est alors de méme de (z1,...,2p—1,7)
pour tout z € E et (x1 A ... Awp_1 | z) = det (z1,-+ ,xp_1,7) = 0, ce qui
signifie que z1 A...Az,—1 € E+ = {0} . Sila famille (z;),;.,,_, est libre, elle
se prolonge alors en une base (z1,- - ,zp—1,z) etona (1 A ... Azp_1 | z) =
det (z1,--- ,zp—1,2) # 0, ce qui entraine x1 A ... Ax,—1 # 0.

o Sila famille (2;);,,,_; est libre, on a alors 1 A ... Az,—1 # 0, donc :

det (1, ,Zp—1, L1 A ee AZpp—1) = [JZ1 A A xn_lHQ #0

et (x1, - ,Tp_1,21 N ... ANTp_1) est une base directe de E.

e Si la famille (.131)1 <i<n_1 ©st orthonormée, elle est alors libre et la famille
(x1, -+ ,Tp_1,T1 A ... ANTp_1) est une base directe de E. De plus le vecteur
1 N ... ANxp_ est orthogonal & 'hyperplan H engendré par zi,...,2,—1. En
prolongeant la famille (x;),,.,_; en une base orthonormée directe de FE,
(1, .y Tp—1,Tpn), 0N & T1 Ai ATp_1 = AT, (ces deux vecteurs sont dans la
droite H) et A = (z1 A ... Ay | 2,) = det (z1,-++ ,2p_1,7,) = 1, donc
L1 N ... N Tp_1 = X, est de norme 1.

Le produit vectoriel peut étre utilisé pour donner une expression relativement
simple de la distance d’un point & un hyperplan.

Théoréme 2.34.

Si H est un hyperplan de E et (x1, ...,x,—1) une base de H, alors la droite
D = H*' est dirigée par le vecteur x1 A ... N Tp_1 et pour tout vecteur x de
FE, la projection orthogonale de x sur H est :

A o0 N TBp—
pu (z) =z — {21 In—1 |€> (1 A oo A1)
H.’El VAN J?n,lH

et la distance de x 4 H est donnée par :

{1 Ao Aoy | )| |det (21, ,Zn_1, )]

d(z,H) = =
(=, H) lzr Ao Az a| lz1 A oo A 1]

Démonstration Le vecteur x; A ... A z,_1 étant orthogonal & tous les x; qui
engendrent H, est nécessairement dans H+. Comme H~ est une droite et z; A... A
2,_1 non nul, la droite D = H* est dirigée par 21 A ... Az,,_1. On a d(z, H) =
||z — y|| oty = pg (x) est la projection orthogonale de z sur H. Comme z—y € H+,
il existe un réel A tel que £ —y = A(z1 A ... Azy_1) et avec A|[zy Ao A zp_q|” =
(x—y |1 N A1) = (x| 1 A ... Azp—1) (puisque le vecteur y est dans H et
<.Z‘1 N NTp_1 | l‘>

21 A oo A1 ||

1 A ... N\ x,_1 dans Hl), on déduit que A\ = et :

(x1 N oo N1 | T)

21 Ao Az ||

Yy=x— (1’1/\.../\1',”,1)



62 Déterminants (nowvelle version du 12/06/2021)

K1 Ao Ao | )]

d(.T,H):HJI—yH: H-Tl/\ AT 1”

Le théoréme précédent nous dit aussi qu’'une équation de 'hyperplan H de base
(z1,...,xn—1) est donnée par :

(reH)e (dx,H)=0)< (1 Ao AZp_q | ) =0)
En prenant pour (z1, ..., z,—1) une base orthonormée de H, on a :
pg()=z— (1 AN Axp_1 | 2) (1 A cee A1)

etd(z,H)=|(x1 Aeee Ap_q | 2)|.

2.5.5 Le produit vectoriel en dimension 3

On suppose ici que FE est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le choix
d’une base orthonormée By = (e1, e2,€3) .

Le produit vectoriel de x = x1e1 + x2es + x3€3 €t y = y1€1 + yoeo + yses est le
vecteur z = z1e1 + zoeo + z3e3 défini par :

X
z1=(x ANy |er)=det(z,y,e)= xi ‘Zi = Toy3 — T3Y2
X
zg=(x ANy |es) =det(z,y,e2) = — x; Z; = T3y1 — T1Y3
X
2= Ay | es) = det (w,y,e5) = | [0 I = aiys — o

Lemme 2.6 Si (f1, fo, f3) est une base orthonormée directe, on a alors :

finNfo=1fs, foNfa=f1, fanfi=f

Démonstration Pour 1 < i # j < 3, le vecteur f; A f; est orthogonal au plan
engendré par f;, f;, donc colinéaire a fi ou {k} = {1,2,3}\ {¢,;} et il existe un
réel A tel que f; A fj = Afi. Ce réel A est déterminé par A = (fi A f; | fu) =
det (fi, fj, fx) = £1. On a donc f; A f; = det (fi, f;, fx) fr, ce qui nous donne :

Ji A fo=det(f1, f2, f3) f3 = f3

Ji A fz=det (f1, f3, f2) f2 = — f2
fa A fz=det (fa, f3, 1) f1 = f1

Le caractere 2-linéaire alterné du produit vectoriel se traduit par :

(x4+y)hNz=zNz+yAz

e Aly+z)=czAy+zAhz
M) Ay=xzA(Ay) =A(zAy)
rAy=—(yAz)
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pour tous vecteurs x,y, z et tout réel A.

Avec la derniere propriété, on déduit que le produit vectoriel est non commutatif
(x ANy =—(yAx)#yAz pour y,z libre).

On a vu que z Ay = 0 équivaut a dire que x et y sont liés. On en déduit que le
produit vectoriel est non associatif. Par exemple, on a :

et N(exNex) =er Nes=—exa £ (e1 ANer) ANea =0
De maniere plus précise, on a les formules du double produit vectoriel suivantes.
Théoréme 2.35.
Pour x,y,z dans E, on a :

TA(YAz)=(z|2)y—(z|y)=2
Ay ANz=(z|2)y—(y| 2=z

Démonstration Pour tout x € E, on désigne par ¢, I'application linéaire définie
par :
Ve e E, v, (t) =z At

On a alors, pour z,y,z dans E x A (Y A z) = @z 0 py (2) et la matrice dans By de
Pz Oy est :

0 T3 —T2 0 Y3  —Y2
AwAy = —XI3 0 T —Y3 0 Y1
g —x1 0 y2 -y 0
—X2Y2 — T3Y3 Z2Y1 Y13
= T1Y2 —T1Y1 — T3Y3 T3Y2
Z1Y3 T2Y3 —IT1Y1 — T2Y2
T1Y1 X291 Y1x3 1 0 03
= | ziy2 @2y2 w3y | — (Tay1 + a2y +w3ys) | O 1 0
T1Y3 T2Y3  T3Y3 0 0 1
1
=| w2 | (21 22 a3 )—(z|yls
Y3

et on reconnait la matrice dans By de I’application linéaire ¢ — (x | t) y — (x| y) t.
Il en résulte que :

@Ay hz=—2n(@Ay)==(zlyr—(zlo)y) =(z|2)y—(y|2)=

On peut aussi se placer dans une base orthonormée directe adaptée. Pour y, z liés,
onazA(yAz)=0.Siy=0,onaalors (z|z)y—{(x|y)z=0,sinononaz=N\y
et (x| 2)y—(z|yyz=A{z|y)y—(x]|y)y) =0. Pour (y, z) libre, on utilise une
1
base orthonormée directe B = (f1, fa, f3) ou f1 = Wy, Vect {y, z} = Vect { f1, f2}
Yy
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et dans cette base B, on a :

r=x1f1+x2fo+2x3f3
y=lyl fr=wmh , YNz =1122f3
z=z1f1+ 22f2

2
A (YA z)=yize (xafi — z1fa) = 222y — 131 (Z - yly>
1

= (21 +2ez)y—(x |y z=(x|2)y—(z|y) 2

et la relation 2 A (yAz) = (x| 2)y — (x| y) z s’en déduit par anti-symétrie du
produit vectoriel. ]

Corollaire 2.4. (Formule de Lagrange). Pour x,y dans E, on a
2 2 2, 12
(@ | )"+ lle Ayll” = llzl lyll”

Démonstration On a :

lz Ayll* = (x Ay |2 Ay) = det (v,y,2 Ay) = det (y, 2 Ay, ) = (y A (z Ay) | 2)
= (lylPa =@y lz)=lz|* Iyl* - @ | )

On rappelle que si x et y sont des vecteurs non nuls dans F, la mesure principale
de leur angle géométrique est le réel 0 € [0, 7] définie par (z | y) = cos (0) ||z|| ||ly|| -
L’identité de Lagrange nous dit alors que :

e Ayl = el Iyl — (@ | )2
= [l lyl* (1 = cos? (0)) = [|[|* [ly]|* sin? (0)

et pour z, y linéairement indépendants, on a Ay # 0 et ||z Ayl = |||l ||y sin (6) ,
cette derniére identité étant encore valable pour x,y liés puisque dans ce cas on a,
[{z | )] = llz[[[ly]l et 6 vaut 0 ou 7.

On peut donner une définition géométrique du produit vectoriel en dimension
3 comme suit.

Pour z,y liés, on a z Ay = 0.

Pour z,y linéairement indépendants, on définit une base orthonormée (f1, f2)

]

base orthonormée directe B = (f1, fo, f3) de E. On dit que le plan P est orienté
par le choix de f3.
La mesure principale 6 € |—m, 7] de I'angle orienté des vecteurs z et y dans le

du plan P engendré par z,y avec f; = x, puis on compléte cette base en une

1
plan P ainsi orienté est telle que la rotation py d’angle 6 transforme f; = Wa:
x

1
en ——y.
1yl
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. [ cos(f) —sin(9)
Dans la base (f1, f2) de P, la matrice de pg est Ry = ( sin(0)  cos (0) et
1 1

Pégalité py <x”x> = Hy—”y avec z = ||z|| f1 se traduit par :

y = llyll po (f1) = llyll (cos (0) f1 + sin (0) f2)

Comme B = (f1, fa, f3) est une base orthonormée directe de F, les coordonnées
de x Ay dans cette base sont données par :

e Iyl cos (6) 0
o || lylsin@) | = 0
0 0 | 1y sin (9)

c’est-a-dire que = Ay = ||z|| ||y sin (0) f5.

On a aussi & A yl| = [zl lyll[sin (9)] et (x| ) = [l [yl cos (6) (|6] € [0,7] est
la mesure principale de l'angle géométrique des vecteurs x,y). On retrouve ainsi
I'identité de Lagrange :

(@]9 +llz Ayl” = 2] [lyll* (cos® (0) + sin® (6)) = ]| y]”

2.6 Exercices

Ezxercice 2.1. On suppose que le corps K est infini et on se donne une

matrice M = < él, g > dans May, (K), avec A, B,C, D dans M, (K)

telles que C' et D commutent.

D 0
-C D!
le produit MT et en déduire que det (M) = det (AD — BC)).

1. On suppose que D inversible et on pose T = . Calculer

2.4 N 2Ea _ A B
2. Désignant par P le polynome défini par P (X) = det ( C D-XI, )

(il s’agit ici du déterminant d’une matrice & coefficients dans le corps
K (X)), montrer que le polynome Q défini par Q (X) = det (D — X1I,,)
n’a qu’un nombre fini de racines dans le corps K, puis en déduire que
det (M) = det (AD — BC).
A B
3. Montrer que pour A, B dans M,, (R) on a det < B A ) > 0.

\ J

Solution.

1. En utilisant le fait que D et C commutent on a :
A B D 0 AD - BC BD™!
(2 5)( L o )= (07 )

A B
etdet( c D)zdet(AD—BC’).
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2. Q(X) =det (D — XI,) est un polynéme de degré ¢, il n’a donc qu’un nombre
fini de racines dans K. En conséquence la matrice D — X I, est inversible pour
une infinité de valeurs de X. Pour ces valeurs on a :

A B

P(X)det< C DXL

) — det (A(D — X1I,) — BC) = R(X)

Les polynoémes P et R prenant la méme valeur pour une infinité de valeurs de X

A B ) — det (AD — BO).

sont donc égaux. Prenant X = 0 on obtient det ( c D

3. Ona:
det ( _AB IZ ) = det (A% + B®) = det ((A+iB) (A —iB))

= det (A + iB)det (A — iB) = |det (A +iB)|* > 0

Ezxercice 2.2. Soit A e M,, (K). Montrer que :

n si 1g(A) =n
rg(C(A) =< 1lsirg(A)=n—-1
0sirg(A)<n-—2

\ J

Solution. Sirg(A) = n, la matrice A est alors inversible, donc aussi la matrice
C(A) = det (A) (A7) Sirg(A) = n— 1, il existe au moins un déterminant
d’ordre n—1 extrait de A qui est non nul, donc rg (C' (A)) > 1. Comme ‘C (A)-A =
det (A)I, = 0, on a Im(A) C ker( !C (4)), donc rg(4) < n —rg(C(4)) et
rg (C(A)) <n—rg(A) =1, ce qui nous donne rg (C (4)) = 1. Sirg(A) =n — 2,
tous les mineurs de A sont nuls et C'(A) = 0.

Ezxercice 2.3. Calculer le déterminant de l’endomorphisme T de transpo-
sition défini par 7 (A) = YA pour tout A € M, (K).

Solution. En utilisant le fait que M,, (K) est somme directe de I’espace S, (K)

des matrices symétriques et de Pespace A,, (K) des matrices anti-symétriques (tout
1 1

A e M, (K) s’écrit A= 3 (A+ tA)+ 3 (A— 'A) et la matrice nulle est 'unique

matrice & la fois symétrique et anti-symétrique), on se donne une base B de M,, (K)
formée de la réunion d’une base B; de S, (K) et d’une base By de A, (K). Pour
tout A € By, on a 7(A) = A et pour tout A € By, on a 7(A) = —A, 'espace

1 -1
Sy, (K) étant de dimension p = % et A, (K) de dimension ¢ = %
La matrice de 7 dans la base B est donc T = ( Ié’ OI ) et son déterminant
—q

est det (1) = det (T) = (—1)7.
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Exercice 2.4. FEn utilisant un déterminant de Vandermonde, montrer que

les vecteurs propres x1, - - - , x, non nuls d’une matrice A € M,, (K) associés
a des valeurs propres ai,--- ,ap deux a deuz distinctes sont linéairement
indépendants.
Solution. On a Ax; = a;x; pour 1 < i < p et pour tout entier naturel j,
P
Alz; = alx; pour 1 < i < p. Si Z)‘ixi = 0, en appliquant A7, pour j € N, on a
i=1
Z)\iazxi = 0. On notant z; = (xivk)gkgn ,on a Z/\iafww = 0 pour tout j € N,
i=1 i=1
donc chaque vecteur X = ()\ixi);g)KKp est solution de V (aq,---,0a5) X =0, ce

qui donne X; = 0 pour tout k compris entre 1 et n, soit A;z;, = 0 pour tout i
compris entre 1 et p et tout k compris entre 1 et n. On a donc, pour tout ¢ compris
entre 1 et p, \;z; = 0 et A\; = 0 puisque v; # 0.

Ezxercice 2.5. On suppose que K est de caractéristique nulle et on
se donne des scalaires ag, oy, ,qn deuxr a deux distincts. Montrer que
pour tout polynome P € K[X] de degré n, la famille de polynomes
(P (X + o)) g<<n €St une base de K, [X].

Solution. Notons P (X) = P (X + ay) pour 0 < k < n. Comme P est de degré
n, la famille (P(j )) qui est échelonnée en degrés, est une base de K, [X] (si

n
P(X) = ZakX k¥ la matrice de ce systéme dans la base canonique de K, [z] est
k=0

0<j<n’

alors triangulaire supérieure avec les an # 0 pour éléments diagonaux).

n!
(n—J)!
En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, on a :

n

Py (z) = P(z+ ag) Z P (

1.
C’est a dire que la matrice du systeme (Py)y< <, dans la base <,|P(f )> est
o : 0<j<n

la matrice de Vandermonde V (ayg, -+ , ;). Dans le cas particulier ot les_oz; sont
deux & deux distincts cette matrice est inversible et en conséquence (Py),<,, €st
une base de K,, [z].

Ezxercice 2.6. On désigne par E [’espace vectoriel des applications de R
dans R. Montrer, pour tous réels 0 < a1 < - -+ < ay, la famille :

[’:{fakZCC’—)Sin(ak{L‘)|1§k§n}

est libre dans E.
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Solution. Soient 0 < a; < --- < a, et Ay,---, A, des réels tels que :

Vo € R, Z A sin (agx) =0

k=1
n
Un développement limité en 0 nous donne Z)\kaip =0 pour tout entier p
compris en 0 et n— 1. C’est—a—dire que (A\; al,k-f-l , An@y) est solution d’un systéme

de Vandermonde : .
Z)\kxizo (0<p<n-—-1)
k=1

Les a; étant strictement positifs et deux a deux distincts, on en déduit que les g
sont tous nuls. Ce qui prouve que le systeme L est libre dans E.

e N

1n—1 2n—1 .. nn—l

n=l o 3nml L ()
Exercice 2.7. Soit A, = . . .

"l (n4+1)" . (@2n-1)"!

Montrer que :
n(n—1)

det (4p) = (=1)" = ((n—1YH"

\ J

Solution. On utilise le théoréme 17 en prenant ay, = ket Py, (X) = (X +k—1)"""

n—1

pour 1 < k < n. Dans ce cas, on a A (1,---,n) = Hj! (exemple 233), P; (X) =

X let P (X) = 712:(” z_ 1) (k—1)""""" X pour 2 < k < n, donc :
=0
0 ("7) (ghr e (g
o (") () (") (e-D)”
det (Q (Pr,---,P)) = | : : : :
0 G G2 - (-t
1 (nfl) (271) (271)
0 1 2ot (n—1)"""
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soit :
D e (R
n—2 n—=2 n—2
" n—1\|1 2 - (n—=1)
der@ (P ) = (o (T LT
i1 ? . : . :
1 2 s n—1
1 272 .. (p—1)"?
n—2 n—3 n—3
-1 1 2 o (n=1)
— ()" (" 1)
o I e
1 1 1
avec :
1 272 (n—1)""* 11 1
1 2n73 (n _ 1)”73 1 2 n—1
. =F;
1 1 - 1 1 272 ... (p—1)"7?
ou P, est la matrice de pemutation associée a o0 = 1 2 ool ,
n—-1 n—-2 - 1
n—2 n—1
ce qui nous donne en notant A, = (—1)"*" H ( ) ) (n—1)! et € (0) la signa-
i
i=1
ture de la parmutation o :
1 1 1
1 2 s n—1
det (Q (P1,-,Py)) = Ape (o)
1 272 ... (p—1)"7?

=Me(0)A(1,--- ,n—1)

avec :
n—2 1 n—2
AnA (1’ = 1) = (_1)n+1 ((TL - 1)!)7171 H m H J
- a
= ()" (=) [ 5
=1
et :

)= I 0(1;:0(): I (n—jj):z(n—z')

= I ="

1<i<j<n—1
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donc :

det (4,) = A(1,--- ,n)det (Q (P1,---, Pn))

n—1

I
=

[13t) 0 e - T 5

n(n—1)

=== ((n-1YH"

Exercice 2.8. Soient E un espace euclidien orienté par le choix d’une
base orthonormée By = (€;),<;<,, et o une permutation de {1,2,---,n}. A

quelle condition portant sur o la base B, = (eg(i))KKn est-elle directe ¢

Solution. Notant € (¢) la signature de o, on a detg, (B,) = € (o) det (I,,) = € (0)
et B, est directe si, et seulement si, o est une permutation paire.

Ezxercice 2.9. Donner une équation du plan vectoriel P de R? engendré
paruw = (1,1,1) et v = (1,2,3). Calculer la distance de x = (1 —1,1) 4 P.

Solution. Ce plan est orthogonal au vecteur u Av = (1,—2, 1), une équation est
donc z1 — 2z + 23 = 0 et la distance de x = (1 — 1,1) & P est donnée par :
uAv |z 4

K 4
Ry P Y

Ezxercice 2.10. E est un espace euclidien orienté de dimension 3.
1. Montrer que, pour tous vecteurs x,y, z,t dans E, on a :

(z|z) (y]2)

(z|t) (ylt)
=(@|2)ylt)—(=|t){y]2)

(pour (z,t) = (x,y), on retrouve la formule de Lagrange).

(xAy|zAt) =

2. Soient x,y,z dans E '\ {0}. A quelle condition a-t-on :
cAYAz)=(xAy) Az

3. Soient a,b dans E avec a # 0. Résoudre l’équation a A x = b (division
vectorielle).

4. Montrer que pour x,y,z,t dans E, on a :
(xAYy) A (zAt) = —det(x,y,2)t + det (z,y,t) 2

et det (t,y,z) x + det (z,t,2) y + det (z,y,t) z = det (z,y, 2) t.
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Solution.
1. Ona:
(x ANy | zAty =det (z,y,2At) =det (y,z A t,x)
=YAGEAY ) =yt z—(y]2)t]z)

=@yt —(@]t)ly]2) = <<i||§>> <<Z||§>>

2. En utilisant les formules de double produit vectoriel, on a :
sAynz)—(@Ay)Az=(ylz)z—(z]y)z
Si z et z sont liés, il existe alors un réel X # 0 tel que z = Az et :
eNyN2) = (@A) Az=A({y|z)z—(z]y)z)=0
Si x et z sont linéairement indépendants, on a alors :
(@AYNz)=(@Ay)Az=0)<(y|z) = (z]y) =0)
& (y € (vect (x,z))J‘)

avec (vect (z,2))" =R (z A z). On en déduit que :
(xANyAz)=(xAy)ANz) S (yet x Az sont liés)

En définitive, x A (y A 2) = (z Ay) A z si, et seulement si, = et z sont liés ou x
et z sont linéairement indépendants et y est orthogonal au plan engendré par
T et z.

3. Notons S = {z € E | a Az = b}. Comme aAz est orthogonal au vecteur non nul
a,on a S = () si bn’est pas orthogonal & a. Supposons b orthogonal & a, soit que
(a | by = 0. En utilisant la formule du double produit vectoriel, on a aA(a A b) =
(a|bya—{(a|a)b=—|a|?b, donc le vecteur z¢ = —Wa/\b est une solution
a
particuliere. Si € FE est une autre solution, on a alors a A (x —xg) = 0,
ce qui équivaut a dire que x — xg est colinéaire au vecteur a. L’ensemble des
solutions est donc S = {xg + Aa | A € R}, a savoir la droite affine passant par

Ty = —”1”2(1 A b et dirigée par a.
4. En utilis:nt la formule du double produit vectoriel, on a :
(xAYANEA)={xAy|t)z—(zAy]|z)t=det(z,y,t)z—det(z,y,2)t
On a aussi :
(xAY)AN(zAL)=—(zAt)AN(zAy) =det (z,t,2)y —det (2,t,y)x
donc :
det (z,y,t) z — det (x,y,2) t = det (z,t,2) y — det (2, t,y) x
= —det (x,t,2)y — det (t,y,2) x
soit det (t,y, 2) x + det (x,t, 2) y + det (z,y,t) z = det (x,y, 2) t.
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Exercice 2.11. E est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le
choix d’une base orthonormée By = (e1, €2, e3) et pour y dans E on désigne
par @, 'endomorphisme de E défini par :

Ve € E, py(x) =z Ay

1. Déterminer la matrice de o, dans la base By.

2
2. Montrer que ©3 = — ||ly||° @y.
3. En déduire une expression simplifiée de e®v (x) pour x,y dans E avec
y # 0.
Solution.

1. Les coordonnées dans la base By de ¢, (z) sont :

T2Y3 — T3Y2 0 Y3 —Yo 1
x3ypr —x1ys | =| —ys O Y1 T2
T1Y2 — T2 y2 —y1 0 3

ce qui nous donne la matrice A, (anti-symétrique) de ¢, dans la base By.
2. On a :

, 0 —y3ys —yiys —¥i  weud +ulye + 3
Ad = yys+ydys + 03 0 Y193 — Ui — 1193
—YiY2 — Y3 — Y2¥3  Y1Y5 + Y7 + Y3 0
0 Y3 —Y2
=—Wi+wy+y)| - 0 wm

y2 —y1 0

On peut aussi écrire 2 (z) = (x Ay) Ay = (z | y)y — iyl = et :

2 2
ey (@)= (@9 WAY) =l @Ay) ==yl ey (@)
00 1
3. On rappelle que 'exponentielle de ¢, est définie par e¥v = E —|<pZ. De la ques-
n!

n=0

P
tion précédente, on déduit que pour tout p > 0, on a %2}(;;“) = (— ||y||2) %2/

p
et 2Pt = (— ||y||2) ¢y Pour p =0 c’est vrai et supposant le résultat acquis
pour p > 0, on a :

p P p+1
2D = (<) wp = (= 1) (<ol ¢2) = (< el) " 2
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2\ P 2\ P11 ,
et p2P+3 = <_ llyll ) @3 = (— [lyl] ) @y 1l en résulte que :

+oo 1 P 9 = 1 p
e¥v =Id+ <p¥0(2(p+1))! (_ H?J||2> ) Py T (Z(gpw (_ ”yH2) ) Py

p=0
400 2 +oo 2p+1
1 D" ™ 2, 1 (=D" gl
=1Id— 1|+ — A )
|m2<Z; (2p)! Yyl Z;<%+n! !

—Id+ — (1= cos () 2 + T (sin (Jy]) oy
lyl Iyl

soit pour tout z € F :

Py (¢ :x_i cos _ T _ 213 Sln(HyH)x
(@) = o= o os (Il = 1) (e |9}y = Il ) + = 2 n
o @l ), sinlyl)
— cos (Jyll) @ + (1 — cos (lyl)) Z14y 4 snlsl)
llyl] llyll

Exercice 2.12. E est un espace euclidien de dimension 3 orienté. Montrer
que u € L (F) est anti-symétrique si, et seulement si, il existe un unique
vecteur a € E tel que u (x) = a A x pour tout x € E.

Solution. Pour tout a € E, 'application linéaire v : x — a A = est bien anti-
symétrique. En effet, pour z,y dans E, on a :

(u(z)|y) =(anz|y) =det(a,z,y) = —det(a,y,z)=—(aAy|x)

=—(u(y) | =) =—(z|uy))

donc u* = —u.
Soit u € L (F) de matrice A dans la base orthonormée By. La matrice de u*
dans la base By est ‘A et pour u anti-symétrique, on a u* = —u, donc 'A = —A.

Etant en dimension impaire, on a det (4) = det ( *A) = — det (A) et det (4) = 0.
Il en résulte que ker (u) est de dimension 1,2 ou 3. Siw = 0, on a alors u (z) = aAx
pour tout & € E avec a = 0. Pour u # 0, ker (u) est de dimension 1 ou 2. Pour tout
z € ker (u) et tout y € E, ona (z | u(y)) = — (u(z) | y) =0, donc z € (Im (u))"

On a donc ker (u) € (Im (u))" et I'égalité avec les dimensions (le théoréme du
rang nous dit que dim (ker (¢)) = 3 —dim (Im (v)) = dim ((Im (u))J‘) ). On a donc

E =1Im (u) ® (Im (u))" = Im (u) @ ker (u). Si ker (u) est de dimension 2, Im (u)
est alors de dimension 1, soit Im (u) = R - e avec e # 0. Il en résulte qu'il existe un
réel non nul A tel que u(e) = Ae (A = 0 donne e € ker (u) N Im (u) avec e # 0, ce
qui n’est pas possible) et on a :

Mel® = (e[ ule)) = —(ule) | e) = =Xl
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donc A lle]| = 0 avec A et ||e|| non nul, ce qui n’est pas possible. En définitive ker (u)
est de dimension 1 et Im (u) de dimension 2. En désignant par (fi, f2, f3) une
base orthonormée directe telle que f; dirige ker (u) et (fa, f3) engendre Im (u) , la

0 0 O
matrice de u dans cette base est anti-symétrique delaforme A’=| 0 0 «
0 —a O

(Im (u) est stable par u) avec a # 0. Pour x = x1 f1 + za2f2 + 23f3 dans E, on a
alors :

u(z) =a(xzfe—raf3) = (—afi) Nx =aAw

S'il existe un autre vecteur b € E tel que u(x) = b A x pour tout x € E, on a
alors u (a) = aAa=0=bAa, les vecteur a et b sont liés. Si a = 0, on a alors
u(x) = bAx =0 pour tout x € E et b est nul (sinon en prenant z linéairement
indépendant de b, on a bAx # 0). Si a # 0, il existe alors un réel A tel que b = Aa
et u(x) = aAxz = AaAzx pour tout € E. Pour x indépendant de a, on a aAz # 0
et nécessairement A = 1, soit b = a.



Idéaux d’un anneau com-
mutatif unitaire (nouvelle

version du 12/11/2024)

Chapitre
oW

Pour ce chapitre, sauf précision contraire, A désigne un anneau commutatif
unitaire et on note 0 et 1 (ou 0y et 1 8’il y a ambiguité) les éléments neutres
pour I'addition et la multiplication de A, avec 0 # 1; A* = A\ {0} 'ensemble des
éléments non nuls de A; A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles (ou
des unités) de A.

On convient que les sous-anneaux de A contiennent 'unité 1, et qu’un mor-
phisme d’anneaux commutatifs unitaires ¢ : A — B est tel que ¢ (14) = 1p.

Les anneaux Z et K[X] ott K est un corps commutatif, sont supposés connus
(voir le chapitre ?? pour I’étude de K[X]).

On peut aussi considérer des anneaux non commutatifs. En pratique nous ren-
contrerons I'anneau M,, (K) des matrices carrées d’ordre n > 2 a coefficients dans
un corps commutatif K (pour n =1, M,, (K) = K) ou encore 'anneau £ (E) des
endomorphismes d’un K-espace vectoriel E (de dimension finie ou pas).

3.1 Rappels de notions de base sur les anneaux

Définition 3.1. L’anneau A est intégre s’il n’admet pas de diviseurs de 0,
c’est-a-dire que pour a, b dans A, I'égalité a-b = 0 est réalisée si, et seulement
si, a = 0 ou b = 0, ce qui équivaut aussi a dire que a - b # 0 si, et seulement
si, a # 0 et b =#£ 0.

Exemples 3.1
e Un corps est intégre (siy # 0 et xy =0, on a alors v = (xy)y~ 1 =0).
e Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

e L’anneau A [X] des polynomes a coefficients dans l'anneau A est intégre si,
et seulement si, A est intégre (théoréme 7).
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Etant donné un anneau intégre A, la relation R définie sur le produit A x A*
par :
((a,b) R (/,b")) & (ab = d'b)

est une relation d’équivalence et les opérations internes d’addition et de multipli-
cation définies sur A x A* par :

(a,0) + (c,d) = (ad + be, bd) , (a,b) - (c,d) = (ac, bd)

sont compatibles avec R. Ces opérations passent donc au quotient (A x A*) /R.

d+b

En notant < la classe d’équivalence de (a,b) € A x A*, on a % + 2 =2 ljc_l ¢
g 2.0
“ Y d bd

On vérifie que (A x A*) /R muni de ces deux lois est un anneau commutatif
N . a
3 ou b € A*, 'opposé de 3 étant

a 1 a
e et le neutre pour le produit étant 1= ou b € A*. Tout élément non nul 3

unitaire, le neutre pour 'addition étant — =

est inversible d’inverse 9, donc (A x A*) /R est un corps.

On dit que (A x A*) /R est le corps des fractions de A et on le note Fr (A).

On vérifie que I'application ¢ : a € A — % € Fr(A) est un morphisme d’an-
neau injectif, ce qui permet de voir I'anneau integre A comme sous-anneau du
corps Fr(A).

Pour A = Z, Fr (Z) est le corps Q des nombres rationnels et pour A = K[X], ou

K est un corps commutatif, Fr (K [X]) est le corps K (X) des fractions rationnelles
a coeflicients dans K.

Définition 3.2. Deux éléments a,b d’un anneau A sont dits associés s’il
existe un élément inversible u € A* tel que b = ua.

Les unités de A sont les éléments associés a 1.
a et b sont associés si, et seulement si, a divise b et b divise a.

Définition 3.3. Un élément p d'un anneau integre A est dit irréductible
si p # 0, p n’est pas inversible et les seuls diviseurs de p sont les éléments
inversibles ou les éléments de A associés a p, ce qui signifie que :

(p = ab) = (a ou b est inversible)

Si p € A est irréductible, il en est alors de méme de up pour tout u inversible
dans A. En effet, si up = vw, on a alors p = (u‘lv) w et u”lv ou w est inversible,
I’élément u~'v étant inversible si, et seulement si, v I’est.

Dans un corps K, il n’y a pas d’élément irréductible puisque K*= K*.
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Définition 3.4. Un élément p d'un anneau integre A est dit premier
si p #£ 0, p n’est pas inversible et :

(p divise ab) = (p divise a ou p divise b)

Par récurrence, on vérifie que si p € A integre est premier et divise un pro-
r

duit Hak, il divise alors I'un des ay.
k=1

Lemme 3.1 Un élément premier dans un anneau intégre A est irréductible.

Démonstration Soit p € A* \ A* premier. Si p = ab, il divise alors ab et étant
premier, il divise a ou b. Comme a et b jouent des roles symétriques, on peut
supposer que p divise a, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € A tel que que a = gp et dans
ce cas, on a p = ab = gpb, soit gb = 1 puisque p # 0 dans A qui est integre, ce qui
signifie que b € A*. En conclusion p est irréductible. [

En général un élément irréductible d’un anneau integre n’est pas nécessairement
premier (exercice B2).

Nous verrons plus loin que dans un anneau factoriel (définition B) ou principal
(définition E), il y a équivalence entre premier et irréductible.

3.2 Généralités sur les idéaux
d’un anneau unitaire

Sip: A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires, son noyau
ker (o) est alors un sous-groupe de A et pour tout a € ker (b), tout b € A, on a
@ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) = 0p, donc ab € ker () . Ces propriétés se traduisent en disant
que ker () est un idéal de A.

Définition 3.5. Un idéal de A est un sous-groupe additif I de A tel que :
V(a,b) e I x A, abe T

(on dit que T est absorbant pour le produit).

Apreés avoir introduit la notion d’anneau quotient (paragraphe Bd), nous ver-
rons, que tout idéal de A est le noyau d’un morphisme d’anneaux (corollaire B2).

Dans le cas d’un anneau unitaire non commutatif, on définit les notions d’idéal
a droite (pour (a,b) € I x A, ab € I), & gauche (pour (a,b) € I X A, ba € I)
ou bilatére (pour (a,b) € I x A, ab et ba sont dans I). Au paragraphe B=3 nous
décrirons en particulier les idéaux bilateres de £ (E).

Exemples 3.2
o {0} et A sont des idéauz de A.
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o Si(Iy),cx est une famille d’idéaux de A, I = ﬂ I, est alors un idéal.

keK
o SilycIyC---C1I, C--- estune suite croissante d’idéauz de A, la réunion
+oo
I = Ulk est alors un idéal de A. En effet, I est non vide et pour a,b dans
k=0

I et ¢ dans A, il existe deuzx entiers n,m tels que a € I, b € I, donc a
et b sont dans I,, ot p = max(n,m) (la suite (I),y est croissante) et
a-bel,Cl,acel,Cl.

e Pour tout a € A, l’ensemble (a) = a- A = {qa, ¢ € A} des multiples de a
dans A est un idéal. Un tel idéal est dit principal et on dit que c’est l’idéal
engendré par a. Pour tous a,b dans A, on a :

(a divise b) < ((b) C (a))
Pour A intégre, on a :
(a et b sont associés) < ((a) = (b))
e Plus généralement, pour toute suite (ak')1§k§p d’éléments de A, l’ensemble

P

(@1, ,ap) = {quak, (ar)1<k<p € AP} est un idéal. On dit que c’est
k=1

lidéal engendré par {a1,--- ,a,} et qu’il est de type fini.

o Si (Ik)1gkgp est une famille d’idéauz de A, I’ensemble :
P P p
> {3k ncacy € T
k=1 k=1 k=1

P
est un idéal. Pour Iy, = (ag), on a Z (ar) = (a1, -+ ,ap).
k=1

Lemme 3.2 Soit I un idéal (a gauche ou a droite ou bilatére) de A (commutatif
ou pas). On a I = A si, et seulement si, I contient un élément inversible.

Démonstration La condition nécessaire est évidente. Réciproquement s’il existe
u inversible dans I, on a alors pour tout a € A, a = u - (u’la) € I [resp.
a=(aut)-uel]etI=A. ]

Lemme 3.3 Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz.

1. Pour tout idéal J de B, ¢='(J) est un idéal de A. En particulier le noyau
ker (¢) = o~ ({0}) est un idéal de A.

2. Si ¢ est surjectif, alors pour tout idéal I de A, ¢ (I) est un idéal de B et
Uapplication ® qui associe d tout idéal J de B ’idéal o= (J) de A réalise une
bijection de l’ensemble des idéauzr de B dans l’ensemble des idéauxr de A qui
contiennent ker (¢) .
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Démonstration

1. Soient J un idéal de B et I = o1 (J) = {a €A, p(a)€J}.Ona 0y €I
car ¢ (04) = O € J. Pour tous a et b dans I, on a ¢ (a) € J et ¢ (b) € J, donc
pla=b) =¢a)—pb)eJeta—bel.Pouracletbe A onapla)el
donc ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) € J et ab € I. En définitive, I est un idéal de A.

2. Soient I un idéal de A et J =9 (I) ={p(a),acl}.Onalp=¢(04) € J
et pour ¢ (a),¢ (b) dans J,onaa—b € I, donc ¢ (a) — ¢ (b) = ¢ (a — b) € J. Pour
¢ (a) € J et c € B, dans le cas ol ¢ est surjective, il existe b € A tel que ¢ = ¢ (b)
et p(a)-c=p(a)p () =p(ab) € J(I). En définitive, J est un idéal de B.

Pour tout idéal J de B et tout a € ker (), ona ¢ (a) =0 € J,soita € p~1 (J),
donc ¢! (J) est un idéal de A qui contient ker (). Comme ¢ est surjective, on a
¢ (¢71(Y)) =Y pour toute partie Y de B (on a toujours ¢ (¢~* (Y)) C Y et pour
tout b € Y, il existe a € A tel que b = ¢ (a) par surjectivité de ¢, donc a € =1 (Y)
et b€y (p ' (Y)), ce qui nous donne I'égalité ¢ (¢ (Y)) =Y), donc I'applica-
tion @ est injective. Si I est un idéal de A qui contient ker (), 'ensemble J = ¢ (I)
est un idéal de B puisque ¢ est surjective et ® (J) = ¢! (o (I)) = I (il est clair
que I C o~ (1o (I)) et pour a € 1 (o (1)), on a i (a) € (1), soit  (a) = ¢ (b)
avec b € I, donc a—b € ker (p) C I et a € I). L’application ® est donc surjective.
[

Si ¢ n’est pas surjectif, ¢ (I') n’est pas nécessairement un idéal de B. Par exemple
si ¢ est l'injection canonique de Z dans R, ¢ (Z) = Z n’est pas un idéal de R car

1
par exemple, 3 1¢7Z.

3.3 Idéaux de L (F)

On s’intéresse dans ce paragraphe aux idéaux de I’anneau non commutatif £ (E)
des endomorphismes de E, ou F est un espace vectoriel sur un corps commutatif
K, pour dim (E) > 2.

Théoréme 3.1.

Si l'espace vectoriel E est de dimension finie, les seuls idéaux bilatéres
de L(E) sont {0} et L(E).

Démonstration On suppose que E est de dimension n. Pour n =1, £L(E) = K
et ses seuls idéaux sont {0} et £ (E) (exercice Bl). Pour n > 2, si B = (€;);<;<,

est une base de F, on lui associe alors la base (ui;),; <, de £ (E) définie par :

0sik+j

<ijk<

uij (er) = Gjrei = {

(les matrices E;; de u;; dans la base B pour 1 < ¢,j < n forment la base canonique
de M, (K)).

On vérifie facilement que :

Osij#p

7 1<i,jpg<n
wgsij—p (LSHIPAST)

Ujj O Upg = 0 plUiq = {
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Pour tout u = Z Apglipg € L(E) et pour 1 <4,j,r,s <nona:
1<p,g<n

n
Uiz O U = E : ApqUij © Upg = E :ajquiq
q=1

1<p,qg<n

n
et Ujj oUO Uprs = Zajquiq O Ups = QjrUis-
q=1

Si I est un idéal bilatére de £ (E) non réduit & {0}, il contient au moins un

élément u non nul. Dans la base Bde L (E),onau = Z Apqlpg €t il existe des
1<p,q<n

indices j, compris entre 1 et n tels que a;,, # 0. Comme I est un idéal bilatere de
L (E), pour tous i, s compris entre 1 et n, on a aj,u;s = u;jouou,s € I et prenant
s =1, on déduit que pour tout ¢ compris entre 1 et n, on a a;,u; = uzjououy; € I,

donc ajrId = ajTZuii € INGL(E) et I = L(E). En conclusion {0} et £ (F)
i=1
sont les seuls idéaux bilatere de £ (F).

On peut procéder autrement, en utilisant le fait que deux endomorphismes de
méme rang dans £ (E) sont équivalents (exercice B3).

Soient I # {0} un idéal de L(E) et u € I\ {0} de rang r € {1,---,n}.
Si r = n, u est alors inversible et T = L(E). Si r < n, I contient alors tous
les endomorphismes de rang r puisqu’ils sont tous équivalents. En désignant par
B = (ei);<;<, une base de E et par p,q les endomorphismes de rang r de E de

10 0 0

matrices respectives A, = ( {)T 8 ) et B, = (1) (1) Ir(iQ 8 dans la
0 0 0 Opp
0 0 0
base B, ’endomorphisme ¢ — p de matrice | 1 0 0 dans B est de rang 1
0 0 Op_2

et dans I, donc I contient tous les endomorphismes de rang 1. Il en résulte que 1
n

contient Id = Zua qui est somme de n endomorphismes de rang 1 et I = L (E).

{=1
|

Avec Dexercice B3, on s’intéresse aux idéaux bilateres de £ (F) pour E de
dimension infinie.

Corollaire 3.1. Si E, F sont deuzr K-espaces vectoriels de dimension finie,
tout morphisme d’anneavx ¢ : L (E) — L (F) est alors injectif.

Démonstration ker (¢) est un idéal bilatere de £ (E) distinct de £ (E) car
¢ (I4) = I4, donc il est réduit & {0} et ¢ est injectif. ]

Dans le cas ou E est de dimension finie, nous allons voir que les idéaux a
droite [resp. & gauche] de £ (E) sont de la forme {u € L(E), Im (u) C F} [resp.
{u e L(E), ker (u) D F}] ou F est un sous-espace vectoriel de E.
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Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on note Ir = {u € L(E), Im (u) C F}

et pour tout idéal & droite I de L (E), on note Fr = Z Im (u)
u€el

Lemme 3.4 SiI # {0} est un idéal d droite de L (E), c’est alors un sous-espace
vectoriel de L(E) et il existe une famille finie (vg) <)<, d’éléments de I telle

Démonstration Pour I = {0}, on a F; = {0}. Si I # {0} est un idéal a droite
de L (E), c’est aussi un sous-espace vectoriel de £ (F) (pour A € K et u € I, on

a A =wuo (Mg € I) et comme E est de dimension finie, on dispose d’une base
P P

(Uk)1<p<, de I. Pour tout u = Z)\kvk €l,onalm(u) C Zlm (vg) , ce qui nous
- k=1 k=1
P
donne Zlm (u) C Z m (vg) C Zlm ) et Dégalité Zlm Zlm U
uel k=1 uel uel k=1

Lemme 3.5 Si F # {0} est un sous-espace vectoriel de E, l’ensemble I est alors
un idéal a droite de L(E) et Fy, = F.

Démonstration Une projection sur F' parallelement a un supplémentaire de F'
est dans Ir et pour w,v dans Ir, on a Im (v — v) C Im (u) + Im (v) C F, donc Ir
est un sous-groupe additif de £ (E).

Pouru € Ipetve L(E),onalm(uov) CIm(u) C F, donc I est un idéal a
droite de £ (E) . Pour tout « € I, on a Im (u) C F, donc Fy, = Z Im (u) C F.

uelp
En désignant par pr une projection sur F' parallélement a un supplémentaire de

Fonapp€lpet F=Im(pr)C Fy. = Z Im (u), d’ou légalité F;. = F. =
u€Elp

Théoréme 3.2.

St E est un espace vectoriel de dimension finie, les idéauz o droite de
L (E) sont de la forme Ip = {u € L(E), Im (u) C F}, ot F est un sous-
espace vectoriel de E.

Démonstration Pour I = {0}, on a I = I;p;.
Soient I # {0} un idéal a droite de £ (E) et (vx);<;.<, une base de I telle que
P

= Z Im (vg,) (lemme BA).
k=1

P
Pour toutu:Z)\kvkEI, on alm(u) C Fr = ZIm vg), done I C Ip,.
k=1 k=1
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P
Pour u € Ip,, on a Im (u) C Fy = ZIm (vk) - En désignant par (e;), ., une
k=1

base de E, pour tout j compris entre 1 et n, on peut écrire u (e;) ka Tik)
ot les x; ;, sont dans E En désignant par v : EP — E l'application hnealre définie

par v (1, - ,%p) = ka (x) et par ¢ : E — EP Vapplication linéaire définie

k=1
par ¢ (€;) = (Tjk) <pep > 00 @ ule;) = v (i1, ,25p) = vople;), pour tout
7 compris entre 1 et n, soit u = v o p. Notant ¢ = (goj)1<j<p, les ; étant dans
) <5<
L(E),onau=vop= ka o ¢y, € I puisque les vy sont dans l'idéal a droite I.
k=1
En définitive, on a I = Ip,. ]

Onaaussi I = ppoL (E) ={prowv, v € L(E)}.En effet, pour tout v € L (F),
on aIm (ppov) CIm(pr) =F, donc ppov €l et ppoL(E) CI. Pouruw € I, on
aIm(u) C F, donc ppou=u€ ppoL(F) et 'égalité I =pro L(E).

Théoréme 3.3.

St E est un espace vectoriel de dimension finie, les idéaux & gauche de
L (E) sont de la forme Jp = {u € L(E), ker (u) D F}, ot F est un sous-
espace vectoriel de E.

Démonstration On peut procéder comme pour les idéaux a droite (voir [?],
volume 1, exercice 6.25), mais utiliser la dualité est plus rapide.

On vérifie d’abord que, pour tout sous-espace vectoriel F' de E, Jp est un idéal
a gauche de L (E).

Pour F' = E,ona Jr = {0} . La projection parallélement & F sur un supplémen-
taire de F' est dans Jp et pour u, v dans Jp, on a F' C ker (u)Nker (v) C ker (u — v),
donc Jg est un sous-groupe additif de £ (F). Pour u € Jp et v € L(FE), on a
F C ker (u) C ker (vowu), donc Jp est un idéal & gauche de £ (E).

On désigne par E* le dual de F et pour tout idéal & gauche I de L(E), on
note ‘I = { 'u, uw € I'}. On vérifie alors que 'I est un idéal a droite de £ (E*),
ce qui nous permet de conclure. Avec ¢ (u—v) = 'u— tv, *(uov)= two tuet
le fait qu’en dimension finie tout w € £ (E*) est de la forme w = 'u (en effet, si

(€j)1<j<n €st une base de E, (e )1< < SR base duale, on a w ( Zaﬂe et

définissant v € £ (E) par u (e;) E Qije;, ona w E ajief (ex) = ajg

et tu (e ) (ex) = efou (ex) = e (Z%‘k@) = ), on déduit que I est un idéal
i=1

a droite de £ (E*). Il existe donc un sous-espace vectoriel G de E* tel que l'on

ait ‘I ={we L(FE*), Im(w) C G}.Ennotant F = {z € E, Vp € G, ¢ (z) =0}

l'orthogonal de G dans E, pour tout u € I, on a Im( ‘u) C G, ce qui implique
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que ker (u) = (Im ( *u))° D G° = F. Réciproquement, si u € L (F) est tel que
ker (u) O F, on a alors Im ( ‘u) = (ker (u))" C F+ = G, donc ‘'u € I, soit

tu = 'vavec v € I et u = v € I. En conclusion, les idéaux a gauche de L (E)
sont de la forme Jp = {u € L(E), ker (u) D F} ou F est un sous-espace vectoriel
de E. -

En désignant par pg un projecteur de E sur un supplémentaire G de E paral-
lelement & F, on a F = ker (pg), donc pg € I et L(E)opg C I. Pour u € I,
on a ker(u) D F, donc pour tout © = xp + xg avec (zp,zg) € F' X G, on a
u(x) =u(zrg) =uopg (x), soit u = uopg € L (E)opg et 'égalité I = L (E)opg.

3.4 Anneaux quotients par un idéal bilatere

Définition 3.6. Soit I un idéal de A. On dit que a est congru a b modulo
I'dans Asib—a e l. Onnote alorsa =b (I).

Cette relation de congruence modulo I est une relation d’équivalence sur A et
pour tout @ € A, onnote @ ={be€ A, b=a (I)} = a+ I la classe d’équivalence

A
correspondante. L’ensemble de ces classes d’équivalence modulo I est noté T
A
Pour I = {0}, dire que b = a (I) équivaut & a = b, donc 7 est isomorphe a A.

A _
Pour I = A, il y a une seule classe d’équivalence, soit 7= {0} .
Théoréeme 3.4.

A
1l existe une unique structure d’anneau commutatif unitaire sur T telle

A
que la surjection canonique 7y :a € A > a=a+1 € T soit un morphisme

d’anneaux.

Démonstration Pour a,b,c,d dans A tels que a = b mod (I) et ¢ = d mod (I),
ona(b+d)—(a+c)=(b—a)+(d—c)eletbd—ac=b(d—c)+c(b—a)€l,
donc a+c=b+d mod (I) et ac = bd mod (I) . La relation de congruence modulo
I est donc compatible avec la somme et le produit. On en déduit qu’on définit

A - _
deux opérations internes sur T en posant r +y = a—+b et zy = ab pour tous

- A
r=uaety=>bdans T En effet, si a’ est un autre représentant de x et ¥’ un autre
représentant de y, on a alors a = a’ et b = b’ modulo I, ce qui entraine a+b = a’ 4V
et ab = a’b’ modulo I, soit a+b = a’ +V et ab = b/, ce qui prouve que ces
définitions de x+y et zy ne dépendent pas des choix des représentants de = et y. On

- . . : \ A ,
vérifie ensuite facilement que ces deux lois conférent a — une structure d’anneau
commutatif unitaire et que 7; est bien un morphisme d’anneaux. Réciproquement

s’il existe une structure d’anneau commutatif unitaire sur T qui fait de 7y un
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morphisme d’anneaux, on a alors pour tous x = 7y (a) ,y = 77 (b) dans — :

1
z+y=mr(a)+mr(b)=nr(a+b)=a+b
xy = my (a) 77 (b) = 7y (ab) = ab
ce qui prouve 'unicité. n

Avec le chapitre ?7?, nous étudions le cas particulier important des anneaux
Z

nZ’

Corollaire 3.2. Les idéaux de A sont les noyauzr de morphismes d’anneaux
p: A — B ouB est un anneau commutatif, unitaire.

Démonstration Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux, on a vu que ker (¢)
est un idéal de A (lemme B33). Réciproquement si I est un idéal de A, on a alors

I =ker (7y), ot 7 désigne la surjection canonique de A sur ’anneau quotient T
[

A
Corollaire 3.3. Il y a une bijection entre les idéauz de T et les idéaux de

A qui contiennent I.

Démonstration Résulte du fait que 7; est un morphisme d’anneaux surjectif

A
de A sur T de noyau ker () = I (lemme B3). [
3.5 Idéaux premiers et maximaux

Définition 3.7. Un ¢déal I de A est dit premier s’il est distinct de A et si
pour tous a,b dans A, on a ab € I si, et seulement si, a € I ou b € I.

L’idéal {0} est premier si, et seulement si, A est intégre.

Exemple 3.1 Dans Uanneau A = RF des fonctions de R dans R, l’ensemble
I={feA, f(0)=0} estun idéal premier. En effet, I est un idéal comme noyau
du morphisme d’annequz f € A — f(0) € R et pour fg € I, on a f(0)g(0) =0,
donc f(0) =0 ou g(0) =0, c’est-d-dire f € I ou g€ I.

Définition 3.8. Un idéal I de A est dit maximal s’il est distinct de A et
si I et A sont les seuls idéaux de A qui contiennent I.

Le lemme de Zorn qui nous dit qu'un ensemble ordonné inductif E (i. e. toute
famille totalement ordonnée d’éléments de E posséde un majorant) posséde un
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élément maximal permet de montrer que tout idéal de A distinct de A est contenu
dans un idéal maximal (théoréme de Krull).

Théoréme 3.5.

A
1. Unidéal I de A est maximal si, et seulement si, l’anneau quotient T est
Un corps.

A
2. Un idéal I de A est premier si, et seulement si, l’anneau quotient T est
intégre.

3. Un élément p de A intégre est premier si, et seulement l’idéal (p) est
premier.

4. Un idéal mazimal est premier.

5. Siun élément p de A intégre est tel que 'idéal (p) soit mazimal, alors p
est irréductible.

Démonstration

1. Si I est un idéal maximal, pour @ # 0 dans é, onaa¢ I etlidéal (a)+ I qui
contient [ est distinct de I, donc il est égal & A et 1 € (a) + I, ce qui signifie qu'il
existe (u,v) € A x I tel que 1 = au+ v, donc 1 = au et @ est inversible. L’anneau
T est donc un corps. Réciproquement si ? est un corps et J est un idéal de A
distinct de I qui contient I, il existe alors a € J\ I, donc @ # 0 est inversible dans

A _
— et il existe u € A tel que au = 1, ce qui nous donne 1 = au+v avec v € I, donc

1€ JetJ=A.L%déal I est donc maximal.

2. Si I est un idéal de A, pour a,b dans A, on a @b = 0 si, et seulement si, ab € I,
ce qui donne I’équivalence entre a premier dans A et (a) idéal premier de A.

3. Pour A integre, lassertion :

(p divise ab) < (p divise a ou p divise b)

est équivalente & :
(abe (p) )< (a € (p) oube (p))

ce qui revient & dire que p € A est premier si, et seulement idéal (p) est premier.

4. Si I est un idéal maximal, 'anneau T est un corps, donc il est integre, ce qui

revient a dire que I est premier.
5. Si (p) est maximal, il est alors premier, donc p est premier et en conséquence
irréductible. |

Un idéal premier n’est pas nécessairement maximal et pour p irréductible dans
A integre, I'idéal (p) n’est pas nécessairement maximal (exercice B9).
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3.6 Idéaux maximaux de C° (K,R)

A titre d’illustration du paragraphe précédent, on s’intéresse aux idéaux maxi-
maux de anneau C° (K, R) des fonctions continues définies sur un compact K

d’un espace métrique (F,d) et a valeurs réelles. Cet anneau n'est pas intégre
a+b i
e

2

},onafganvecf;éOetgséO.

On munit C° (K,R) de la norme de la convergence uniforme :

en général. Par exemple, pour f € C°([a,b],R) \ {0} nulle sur [cu

g € C%([a,b],R) \ {0} nulle sur [a;b, b

= llfllse = sup |f (2)]
reEK

Lemme 3.6 Tout idéal mazimal de C° (K,R) est fermé.

Démonstration Soient I un idéal maximal de C° (K, R) et (fn),,cy une suite de
fonctions de I qui converge uniformément vers f sur K. Si f ¢ I, I'idéal (f)+1 qui
contient strictement I est alors égal a C® (K,R) et en conséquence, il contient 1.
On a donc 1 = uf +v ou (u,v) € C°(K,R) x I et 1 est limite uniforme de la
suite (gn) ey = (Wfn +v), oy de fonctions de I. Pour n assez grand, on aura alors
11— gnll, < 1 avec g, € I qui ne s’annule jamais, mais alors g, est inversible
dans I et I =C°(K,R), ce qui n’est pas. On a donc f € I et I est fermé. ]

Théoréme 3.6.

Les morphismes d’anneaus de C° (K,R) dans R sont les fonctions d’éva-
luation 8, : f € CO (K,R) = f (z0) ot z9 € K est uniquement déterminé.

Démonstration Il est clair que pour tout zo € K, l'application d,, est un
morphisme d’anneaux surjectif de C° (K, R) dans R.

Si ¢ est un morphisme d’anneaux de C° (K, R) dans R, en identifiant I’ensemble
des fonctions constantes a R, il induit alors un morphisme d’anneaux de R dans
R et on a ¢ (\) = A pour tout réel \.

Supposons qu'il existe un morphisme d’anneaux ¢ : C° (K,R) — R qui ne soit
pas de la forme d,, ce qui signifie que :

Vo € K, 3fs € C°(K,R), ¢ (fa) # fo (x)

En notant g, = f, — ¢ (fz) pour tout € K, on a ¢ (g,) = ¢ (fz) — ¢ (fz) = 0.
La fonction g, étant continue telle que g, (z) # 0, il existe un voisinage ouvert V,
de x dans K sur lequel elle ne s’annule jamais. Du recouvrement ouvert du compact

K par les V,, on peut extraire un sous-recouvrement fini (V;, ); <<, et la fonction
i <k<

g = Zggk est continue sur K a valeurs strictement positives. Cette fonction g est
k=1

donc inversible dans Panneau C° (K, R) telle que ¢ (g) = Z (¢ (92,))° = 0, ce qui
k=1
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est impossible pour un morphisme d’anneaux unitaires. Il existe donc xg € K tel
que ¢ = 51‘0'

Si zg et z1 dans K sont tels que d,, = d,, on a alors f (xg) = f (x1) pour tout
f €CY(K,R) et pour fy : t — d (t,z0),0on obtient fy (z1) = d (x1,20) = fo (z0) =0,
soit 1 = xg. En définitive, les d,, sont les seuls morphismes d’anneaux unitaires
de C° (K,R) dans R. L]

Lemme 3.7 Pour tout morphisme d’anneauz ¢ : C° (K,R) — R, l’idéal ker ()
est mazimal dans C° (K, R).

Démonstration D’apres le théoréme précédent, il revient au méme de vérifier
que pour tout x € K, 'idéal ker (6,) est maximal dans C° (K, R).

Si I est un idéal de C° (K,R) qui contient strictement ker (J,), il existe alors
une fonction h dans I \ ker (0,), donc h(x) = 0, (h) # 0 et pour toute fonction

f dans C° (K,R), la fonction g = f — Mh est dans ker (d,) . Il en résulte que

h (x)
f=g+ mh € I (c’est un idéal et g € ker (6,) C I). On a donc I = C° (K,R).
On peut aussi vérifier que I'anneau quotient m est un corps. Comme 9,
est un morphisme d’anneaux surjectif de C° (K, R) daz;ns R, il induit un isomor-
phisme de m sur R, donc cet anneau quotient est un corps, ce qui revient
a dire que I'idéal ker (4,) est maximal. |

On peut vérifier que pour tout x € K, I'idéal ker (§,) n’est pas principal (voir
Pexercice BH).

Théoréme 3.7.

Les idéaur mazimauz de C° (K,R) sont les ker (6,) otz € K est unique-
ment déterminé.

Démonstration On sait déja que les idéaux ker (0,) sont maximaux.
Soit I un idéal maximal de C° (K, R). L’ensemble :

Z(I)={zeK Vfel, f(x)=0}=()f"({0})

fer
est un fermé de K comme intersection de fermés.
Si Z(I) = 0, on obtient alors par passage au complémentaire, le recouvre-
ment ouvert K = U (K\ f7'{0}) du compact K duquel on extrait un sous-

fel

P
recouvrement fini, K = U (K \ fk_1 {0}) ou les fx, pour k compris entre 1 et p,
k=1



88  Idéaux d’un anneau commutatif unitaire (nouvelle version du 12/11/2024)

P
sont dans I, ce qui nous donne ﬂ fr 1 {0} = 0. En utilisant les équivalences :
k=1
p n
(we ﬂfk1{0}> & (f(@)==fx)=0)= <Zf;?(fv) =0>
k=1 k=1

n p
ou f = Zflf € I, I'égalité ﬂfk_l {0} = 0 équivaut a dire que f(z) # 0 pour
k=1 k=1

n
tout x € K, donc la fonction f = Z f# qui est dans l'idéal I est inversible dans
k=1
I'anneau CY (K, R), ce qui revient & dire que I = CY (K, R), soit une impossibilité
pour I maximal.

L’ensemble Z (I) est donc non vide et en prenant z € Z (I), on a les inclusions
I Cker (0;) & C° (K,R), ce qui implique que I = ker ().

Si pour z,y dans K, on a ker (0,) = ker (d,,) , toute fonction continue nulle en x
est nulle en g, c’est donc le cas pour f, : t — d(t,z) et ona f, (y) =d(y,z) =0,
soit y = z. L’application x — ker (d,) réalise donc une bijection de K sur l'en-
semble des idéaux maximaux de C° (K, R). [

Corollaire 3.4. Les automorphismes de C° (K,R) sont les application
f—= fow, ou Y est un homéomorphisme de K.

Démonstration Il est clair que pour tout homéomorphisme ¢ : K — K, I'ap-
plication f + f o1 est un automorphisme de C° (K, R) d’inverse f +— f o1

Soit ¢ un automorphisme de C° (K,R). Pour tout € K, 'application J, o ¢
est un morphisme d’anneaux de C° (E,R) dans R, donc il existe un unique y € F
tel que d; o ¢ = §,, ce qui permet de définir la fonction ¢ : z — y. Les relations
0z 0 = Oy() se traduisent par ¢ (f) (z) = f (¢ (v)) pour tout x € K et tout
f €CY(E,R), soit par ¢ (f) = f o pour tout f € C°(E,R) et il s’agit alors de
vérifier que v est un homéomorphisme de K.

Si (25),,cy est une suite d’éléments de K qui converge vers z € K, on a alors
pour toute fonction f € C° (K, R) :

im f (¢ (zn)) = lim @ (f)(zn) =@ (f) (x) = f (& (2))

n——+oo n——+oo
Prenant f, : t — d (¢,% (z)), on en déduit que ll)r}_l d (Y (xn),¢ (z)) =0, ce

qui signifie que (¢ (,,)),,cy converge vers ¢ (z) . La fonction 1 est donc continue.
En remplacant ¢ par ¢!, on dispose d’une fonction continue 7 : K — K telle que
dpo0p l = 0r(z) pour tout x € K. On a alors, pour tout z € K :

51,/)07(&0) = 57’(1) oY= 61 o 30_1 oY= 51

et Orop(z) = Oy() 0P =0z opopt =4, doncypor(x) =709 (x) =1, ce

qui signifie que v est bijective d’inverse égal a 7 qui est continue, c’est donc un
homéomorphisme de K. ]
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3.7 Anneaux factoriels

Définition 3.9. On dit que 'anneau A est factoriel s’il est intégre et si
tout élément a non nul et non inversible de A s’écrit de maniére unique
comme produit d’éléments irréductibles, ce qui signifie que :

e il existe un élément inversible u et des éléments irréductibles py, - - - , p,
T
tels que a = quk ;
k=1
T S
e sion a deux décompositions a = quk = quk, ou u,v sont inver-
k=1 k=1
sibles et p1,--- ,pr, q1,° - ,qs sont irréductibles, on a alors r = s et il
existe une permutation o de {1,--- ,r} telle que, pour tout k& compris

entre 1 et r, g est associé a py(x)-

Dans un anneau factoriel, une décomposition en facteurs irréductibles s’écrit
m

aussi a = qug"‘, ou u est inversible, les pr sont irréductibles deux a deux non
k=1

m
associés et les «y, sont des entiers naturels non nuls. Le nombre £ (a) = E oy, de
k=1

facteurs irréductibles qui interviennent dans une telle décomposition est unique-
ment déterminé par a. Par abus de langage, on dira « la décomposition » de a en
facteurs irréductibles.

Théoréme 3.8.

L’anneau A est factoriel si, et seulement si, il est intégre et :

1. toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire ;

2. tout élément irréductible de A est premier.

Démonstration Soit A un anneau factoriel. Par définition, il est integre.

Soit (ap) C (a1) C --- C (ap) C --- une suite croissante d’idéaux principaux
de A. S’il existe un entier ng tel que a,, soit inversible, on a alors (a,,) = A et
comme (an,) C (an) C A, pour tout n > ng, on a (a,) = A. La suite est donc
stationnaire. En supposant tous les a,, non nuls et non inversibles, on désigne, pour
tout n € N, par ¢,, = £ (a,) le nombre de facteurs irréductibles qui interviennent
dans la décomposition en facteurs irréductibles de a,. L’inclusion (a,) C (@n4+1)
revient & dire que a1 divise a, et en conséquence £, < £, (par unicité de la
décomposition, tous les facteurs irréductibles de a,41 se retrouvent dans ceux de
an), donc (€y,), cy est une suite décroissante d’entiers naturels et nécessairement,
elle est stationnaire. Il existe donc un entier ng tel que ¢,, = ¢,,, pour tout n > ng,
donc ay, et a,, ont exactement les mémes facteurs irréductibles et ils sont associés,
ce qui signifie que (an,) = (a,) pour tout n > ng. La suite ((an)),cy est donc
stationnaire.
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Soit p € A*\ A* irréductible divisant ab ol @, b sont non nuls. Il existe alors un
élément ¢ de A tel que ab = pq. Si a [resp. b] est inversible, on a alors b = p (qa_l)
[resp. a = p(gb™1)] et p divise b [resp. a]. Si a et b sont non inversibles, il en
est de méme de ¢ (p est irréductible) et utilisant les décompositions en facteurs

T S m
irréductibles de a, b, q, on a quinj = pHrk ou u € AX et les p;, q;, 71 sont
i=1 j=1 k=1
irréductibles. De 'unicité de cette (]iécomposition7 on déduit que p est associé a un
p; ou un g; et en conséquence, il divise u ou v. En définitive p est premier.
Réciproquement, supposons que A soit integre et que les deux propriétés de
I’énoncé du théoréeme soient vérifiées. On se donne a € A* \ A*. On montre tout
d’abord que a admet un diviseur irréductible. Si ce n’est pas le cas, on peut alors
construire une suite (a,), .y d’éléments de A telle que :

{aozaEA*\AX

Vn €N, a, € A*\ A*, a,41 n’est pas associé & a,, et a,4q divise ay,

Pour ce faire, on procéde par récurrence. On pose ag = a € A* \ A*. Supposons
. . 3212 * X 1
construit une suite (ak)ogkgn d’éléments de A*\ A*, telle que, pour tout k compris
entre 0 et n — 1, apy1 n’est pas associé a ay et agyq divise ar. Comme a,, divise
agp = a qui n’admet pas de diviseur irréductible, a, est réductible et il s’écrit
ap, = apt1bpy1 avec anyq et b1 dans A*\ A*, donc a1 est un diviseur de a,
non associé a a,. Mais une telle construction nous donne une suite strictement
croissante ((an)), oy d'idéaux principaux de A, ce qui contredit le premier point.
On en déduit alors 'existence d’une décomposition de a en facteurs irréductibles.
Pour ce faire on construit des diviseurs irréductibles de a comme suit :
e si a est irréductible, on pose p; = a et c’est terminé;
e supposant construits, pour n > 1, des diviseurs irréductibles py,--- ,p, de
. a . . RS ..
a, si a, = —  est inversible c’est terminé, sinon p, 1 est un diviseur
. i . pl e e e . pn
irréductible de a,,.
Un tel algorithme s’arréte nécessairement au bout d’'un nombre fini d’étapes.

En effet, dans le cas contraire on dispose d’une suite infinie (a,) d’éléments
a

neN*

de A telle que a, 11 = , 80it @y, = pr41an4+1 multiple de a1

P1--" Pn+1l Pn+l
non associé a a,, donc ((an)),cy- est une suite strictement croissante d’idéaux

principaux de A, ce qui contredit le premier point. Il existe donc un entier n > 1
n

tel que a, = ——— € A et a = a, Hpk est une décomposition de a en
pl ..... pn k:1

facteurs irréductibles.
Il nous reste a montrer 'unicité d’une telle décomposition. Supposons que 1’on

T S
ait a = quk = quj, ou s > r > 1, u,v sont inversibles et les py,q; sont

k=1 j=1

irréductibles. On vérifie par récurrence sur r > 1 que s = r et qu’il existe une

permutation o de {1,---,r} telle que, pour tout k compris entre 1 et 7, g est
S

associé a py(). Pour r = 1, on a up; = quj, donc p; qui est irréductible

=1
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et en conséquence premier (deuxieéme condition) va diviser I'un des g; et quitte a

modifier la numérotation, on peut supposer que p; divise ¢, ce qui signifie qu’il est

associé a ¢; (ces deux éléments sont irréductibles), soit g1 = u1p; et dans 'anneau
S

intégre A, on en déduit, dans le cas ou s > 2, que qu € A*, ce qui contredit

=2
I'irréductibilité des ¢;. On a donc s = 1. Supposant le résultat acquis pour r > 1,
r+1 s
deux décompositions a = quk = quj avec s > r + 1 entrainent que p,4;
k=1 j=1
est associé & 1'un des ¢;, disons ¢s; (en modifiant la numérotation si nécessaire),
T s—1
donc quk = quj avec w inversible et 'hypothése de récurrence permet de
k=1 j=1
conclure. ]

Corollaire 3.5. (Euclide) Dans un anneau factoriel, un élément est ir-
réductible si, et seulement si, il est premier.

Le corollaire précédent nous dit que dans un anneau factoriel, si p irréductible
T

divise un produit Hak, il divise alors I'un des ay.
k=1

Exemple 3.2 Les anneauz 7 [iy/n| ne sont pas factoriels pour n > 3, puisque 2
est irréductible non premier dans un tel anneau (voir l’exercice BR).

3.8 Exercices

Ezxercice 3.1.

1. Montrer que A est un corps si, et seulement si, les seuls idéaux de A
sont {0} et A.

2. Montrer que A est un corps si, et seulement si, il est intégre avec un
nombre fini d’idéaux.

3. Soit (K, +,-) un corps commutatif. Montrer qu’un morphisme d’anneauz
@ de K dans un anneau B est nécessairement injectif.

\ J

Solution.

1. Si A est un corps et I est un idéal de A non réduit a {0}, tout élément non
nul de I est inversible, donc I = A. Réciproquement si {0} et A sont les seuls
idéaux de A, on a alors (a) = A pour tout a € A*, donc 1 € (a) et il existe
q € A tel que 1 = ga, ce qui signifie que a est inversible. On a donc A* = A*
et A est un corps.

2. Si A est un corps, il est alors intégre avec deux d’idéaux, {0} et A. Récipro-
quement, si A est integre avec un nombre fini d’idéaux, pour tout a € A* la
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famille d’idéaux ((a™)),cy est alors finie et il existe deux entiers m > n > 0
tels que (a™) = (a™), ce qui revient a dire que a™ et a™ sont associés, soit qu’il
existe une unité u € A* tel que a™ = ua™ et comme A est integre, il en résulte
que ua™ ™ =1 et a est inversible d’inverse ua™ ™~ !. L’anneau A est donc un
COrps.

3. Comme ¢ (1g) = 1p, le noyau de ¢ est un idéal strict de K, il est donc réduit
a {0k} et o est injective.

Ezxercice 3.2. On se donne n € N* et on note :
Zliv/n] = {P (ivn), P Z[X]}
1. Montrer que Z[i\/n] est un sous-anneau de C stable par l'opération de
conjugaison compleze et que Z[i/n] = {a + iby/n, (a,b) € Z*}.
2. Déterminer l'ensemble des éléments inversibles de 7 [i/n)] .

3. Quels sont les entiers naturels p > 2 qui sont premiers dans N et réduc-
tibles dans Z [i/n] ?

4. Montrer que pour n > 3, 2 est irréductible et non premier dans Z [i\/n] .

\

Solution.

1. L’application d’évaluation ¢ : P € Z[X] — P (iy/n) € C étant un mor-
phisme d’anneaux, son image Z [i/n] est un sous-anneau de C (c’est le plus
petit sous-anneau de C qui contient Z et iy/n). Pour tout P € Z[X], on a
P (iv/n) = Q (iv/n) ot Q (X) = P(—X) € Z[X], donc Z[iy/n] est stable par
conjugaison complexe. En effectuant la division euclidienne dans Z [X] par le
polyndme unitaire X2 +n (théoréme ??), tout polynéme P € Z [X] s’écrit sous
la forme P(X) = Q(X) (X?+n) 4+ aX + b ou (a,b) € Z?, ce qui implique
que P (iy/n) = a+ iby/n. On a donc Z[iv/n] = {a + iby/n, (a,b) € Z*} et cet

: . L L1X] Z[X]
anneau est isomorphe a I’anneau quotient = .
ker(o) ~ (X2 4n)

2. Si u = a + iby/n est inversible dans Z [i\/n], il existe alors v € Z[i\/n] tel
que uv = 1 et on a |u|*|v|* = 1 dans N, ce qui impose |u|> = |v|* = 1. Réci-
proquement, si u € Z[iy/n] est tel que |u|> = wu = 1, comme T € Z[i\/n],
cet élément u est inversible dans Z[iv/n]. On a donc pour tout n € N*
Zliy/n]™ = {ue€Zliyn], |uf =1}. Pour n = 1 et u = a + ib inversible dans
Z[i], on a a* 4+ b* = 1 avec (a?,b%) € N2, ce qui équivaut a (a?,b?) = (1,0) ou
(a?,b%) = (0,1) ou encore & a =+l et b=0oua =0 et b= +1. On a donc
Zi] X c {-1,1,—i4,4}, inclusion réciproque se vérifiant facilement. Pour n > 2
et u = a + iby/n inversible dans Z [i\/n] on a a? + nb? = 1 avec (a?,b?) € N?,
ce qui équivaut & b =0 et @ = £1. On a donc pour n > 2, Z[iy/n]* C {-1,1},
I'inclusion réciproque étant vérifiée pour tout anneau unitaire.

3. Si p > 2 est un entier naturel premier dans N et réductible dans Z [i/n], il
s’écrit alors p = uv avec u,v non inversibles dans Z [iy/n] et on a p? = |ul* |[v]

2 2 . 2 2 .
dans N avec |u|® # 1 et |v|” # 1, ce qui impose |u|® = |v|” = p puisque p est



FExercices 98

premier dans N. L’entier p est donc de la forme p = a2 +nb?. Réciproquement si
p est premier dans N de la forme p = a? +nb?, il s’écrit p = u ott u = a +1iby/n
et W = a — iby/n sont non inversibles (puisque |u|® = [@]* = p > 2) donc p est
réductible dans Z [i/n] .

. Pour n > 3, 'égalité a® + nb®> = 2 impose b = 0 et a®> = 2 avec a entier,

ce qui est impossible, donc 2 est irréductible dans Z [iy/n]. Pour n = 2, 2 =
(2\/?) (—2\/5) est réductible et non premier. Pour n > 3 entier impair, 2 divise
(I14+iy/n) (1 —iy/n) =1+ n et ne divise pas 1 £ iy/n, donc il est non premier.
Pour n > 4 pair, 2 divise (2 + i\/n) (2 — iy/n) = 4+ n et ne divise pas 2 +i/n,
donc il est non premier.

\

Ezxercice 3.3. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Montrer que la restriction de w € L(E) d tout supplémentaire H de
ker (u) dans E réalise un isomorphisme de H sur Im (u).

2. Dans le cas ot E est de dimension finie n > 1, montrer que deux en-
domorphismes u et v de méme rang r dans L (E) sont équivalents. Ce
résultat peut étre utilisé pour démontrer le théoréme B qui décrit les
idéauz bilatéres de L (E) pour E de dimension finie.

Solution.

1. Soient u € L (F) et H un supplémentaire de ker (u) dans E. Tout y € Im (u)

s’écrit y = u (z) avec x = x1 + 3, ou (x1,22) € H x ker (u), donc y = u (z1)
et ujy est surjectif. Si z € ker (uy) , on a alors € H Nker (u) = {0}, donc
x =0 et ujy est injectif.

. Soient u et v dans L (F) de méme rang r. Pour r = 0, on a v = v = 0.

Pour r = n, ces endomorphismes sont des isomorphismes, donc pour toute
base (€;), ., , les familles (u (e;)),;_,, et (v(e;)),<;_, sont aussi des bases
de E et désignant par ¢ lisomorphisme de E défini par ¢ (u(e;)) = v (e;)
pour tout j compris entre 1 et n, on a v = powu. Pour 1 < r <n—1, on
a E=H®®ker(u) = K @ker (v) avec dim(H) = dim (K) = r. On désigne

par (€;);;_, une base de H [resp. par (¢} une base de K | que l'on

J)1§j<r

ri1<j<n de ker (u) [resp. par une base (69)r+1§j<n

de ker (v)]. On vérifie alors que la famille de vecteurs (f;),;, = (u(€;)),<;,

compléte par une base (e;)

[resp. que la famille (fJ/’)1gj<7- = (v (69))1§j<7-] est libre dans E. En effet, si

0= Z)\ju (ej) =u Z)\jej , on a alors Z/\jej € H Nker (u) = {0}, donc
j=1 j=1 j=1

Z)\jej = 0 et tous les A\; sont nuls. On peut donc la compléter en une base

j=1

(fi)1<j<n [resp. en une base (f’-)1<j<n] de E. Définissant ¢ et ¢ dans GL (E)

J
par ¢ (f;) = f} et 1 (e;) = €} pour tout j compris entre 1 et n, on a :

plule)=¢(f)=fi=v(eg) =v(ey) A<j<r)
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et :
pule;) =¢0)=0=v(e)) =v®(e)) (r+1<j<n)

soit p ou = v o, ou encore v = @ o u oL, Tout cela peut se résumer en
disant que, dans deux bases adaptées de E, la matrice de v € L (E) de rang r

(I 0
estAT—( 0 On—r)-

Ezxercice 3.4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 2.
Montrer que si p est une semi-norme non nulle sur L(E) telle que
p(uov) <p(u)p() pour tous u,v dans L(E) (on dit que p est sous-
multiplicative), c¢’est alors une norme.

Solution. I ={u e L(FE), p(u) =0} est un idéal bilatere de £ (F) différent de
L(E),cest donc {0} (onap(0) =0carp(Au) = [Ap(uw),p(u—2v) <p(u)+p ),
donc I est un sous-groupe additif de £ (E), de p (v ov) < p(u)p (v) on déduit que
I est un idéal bilatere et de p # 0, que I # L (E)).

r

Ezxercice 3.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension infinie.

1. Montrer que In = {u € L(E), rg(u) est fini} est un idéal bilatére non
trivial de L (E), puis que tout idéal bilatére non réduit a {0} de L (FE)
contient Iy.

2. On suppose que E est de dimension infinie dénombrable. Montrer que
Iy est lunique idéal bilatére non trivial de L (E) .

3. Dans le cas ou E est de dimension infinie non dénombrable, donner un
exemple d’idéal bilatére non trivial de L (F) qui contient strictement Iy.

\

Solution.

1. Avec 0 € Iy et Im (u —v) C Im(u) + Im (v), on déduit que Iy est un sous-
groupe additif de £ (E). Pour u € Iy et v € L(F) on a uwowv € Iy puisque
Im(uowv) C Im(u) et vou € Iy puisque pour toute base (u(rx));<y<, de
Im (u), (v(u(xk)));<p<, est un systéme générateur de Im (v o u) (pour u = 0,
onavou=0). On a Iy # {0} puisqu’il contient toute projection sur une droite
et Iy # L(E) puisque 'identité n’est pas dans Ip. Soient J # {0} un idéal
bilatere de L (E) et u € Iy. Si u = 0, il est alors dans J. Supposons u # 0 et
soit H un supplémentaire de ker (u) dans E. Comme u est de rang fini, H qui
est isomorphe & Im (u) est de dimension finie. Soit (¢;),;., une base de H
que I'on compléte par une base (e ), de ker (u). On se donne v € J\ {0} et
y=wv(z) € E\ {0} (ce qui est possible puisque v # 0) et on définit les familles
(Wj)1<j<r €t (V)< <, dans L(E) par :

w; (ex) = xsik=j5€{1,---,r}
PRIV 0sik#g, kef{l,-- 1} UK
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o {v‘(y)Ze'

vj (2) = 0 pour z dans un supplémentaire de Ky

On a alors vj ocvowj(e;) =vjov(z) =v;(y) =e; pour 1 < j < r et pour
k #j dans {1,--- ,r} UK, vjovou;(eg) =0, donc :

T
u(ej) =uowvjovou;(e) = (Zuoviovom) (e5)
i=1

pour 1 < j <ret0=u(e) = (Zuoviovom) (ex) pour k € K. En

i=1
r

définitive, on a u = Zu ov;ovou; € J et Iy C J. En conclusion, Iy est le plus

i=1
petit idéal bilatére non trivial de £ (F).

. Soit J un idéal bilatére de £ (F) qui contient strictement Iy et u € J \ Iy. Cet

endomorphisme u est de rang infini dénombrable et Im (u) est isomorphe & E (si

(€))en est une base de E et (e./j)jeN une base de Im (u) , Papplication linéaire ¢

définie par ¢ (e;) = €, pour tout j € N réalise alors un isomorphisme de F sur
Im (u)). On peut donc écrire que E = ker (u) ® H = K ® Im (u) et on dispose
d’isomorphismes ¢ : Im (u) — E, v : H = Im(u), w =v"top™ ' : E — H.
L’endomorphisme 1) = pouow est alors dans J et c¢’est un automorphisme. En
effet si pouow (x) =0, on a alors u (w (x)) = 0, soit w (x) € H Nker (u), donc
w(x)=0etz=0.Poury € E, ona ¢ !(y) € Im(u), donc o~ (y) = u(2)
avec z = z1 + 29, ol (21,22) € ker (u) x H, ce qui nous donne ¢~ (y) = u (22)
avec zp = w (x), soit o~ ! (y) = u(w(x)) et y = powuow(z). En conclusion,
pouowe€ JNGL(E) et J=L(E).

. Dans le cas ou F est de dimension infinie non dénombrable, I’ensemble :

Iy ={ue€ L(FE), rg(u) est fini ou infini dénombrable}

est un idéal bilatére non trivial de £ (E) qui contient strictement Ij.

\

Ezxercice 3.6. Soit K un compact d’un espace métrique (E,d) .

1. Montrer que pour tout morphisme d’anneaux ¢ : C° (K,R) — R, l’idéal
ker () n’est pas principal.

2. Soit ¢ un automorphisme de 'anneau C° (K,R). Montrer que l’image
par ¢ d’un idéal mazimal de C° (K,R) est un idéal maximal.

Solution.

1. D’apres le théoreme B, il revient au méme de vérifier que pour tout = € K,

lidéal ker (§,) n’est pas principal. Si pour z € K, I'idéal ker (d,) est principal,
il existe alors une fonction f € C°(K,R) nulle en z telle que ker (6,) = (f).
La fonction /| f| étant dans ker (8,), il existe une fonction g € C° (K,R) telle
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que \/|f| = fg, ce qui nous donne |f| = f2g?, soit |f]| (1—1f]g%) =0et fest
nulle sur une boule ouverte B (x,a) (avec a > 0) puisque 1 — |f| g vaut 1 en
x, ce qui implique que toutes les fonctions de ker (J,) sont nulles sur B (z, @) .
Considérant la fonction fy : ¢ — d (¢, z) qui est dans ker (d,), on aboutit & une
contradiction puisque f, s’annule uniquement en x.

2. Soit I un idéal maximal de C° (K, R). Comme ¢ est surjectif, ¢ (1) est un idéal
de CY (K,R) (¢ (I) est un sous-groupe de C° (K,R) et pour ¢ (f) € ¢ (I) et
h € C°(K,R), dans le cas ol ¢ est surjective, il existe g € C° (K,R) tel que
h=wv(g) et o(f)-h=wp(fg) € ¢()).SiJ est un idéal de C° (K,R) qui
contient strictement ¢ (I), ¢~ (J) est alors un idéal de C° (K, R) qui contient
strictement I (¢ est un automorphisme de CY (K, R)), donc ¢! (J) = C° (K, R)
et J=C(K,R).

Ezercice 3.7. On se donne un espace métrique (E,d) et C° (E,R) est ’an-

neau des fonctions continues de E dans R. Pour tout idéal I de C° (E,R),

onnote Z (I) ={x € E,Vfel, f(x)=0}.

1. Montrer que les fermés de E, sont les ensembles Z (I).

2. On suppose que I = (f1,--+, f,) est un idéal de type fini de C° (E,R).
Montrer que Z (I) = 0 si, et seulement si, [ = C° (E,R).

3. On suppose que l’espace métrique E est compact et on se donne un idéal
I deC°(E,R). Montrer que Z (I) = 0 si, et seulement si, I = C° (E,R).

4. Réciproquement, montrer que si Z (I) # O pour tout idéal propre I
de C°(E,R) (i. e. I # C°(E,R)), l’espace métrique E est alors com-
pact.

\ J

Solution.

1. Pour toute fonction f € C° (E,R) I'ensemble f~1 {0} est un fermé de E comme
image réciproque du fermé {0} de R par la fonction continue f, donc pour tout
idéal I de C° (E,R), lensemble Z (I) = ﬂf‘l {0} est fermé dans E comme

eI
intersection de fermés. Réciproquement, goit F un fermé de E. Si F = E, on
a alors F = Z ({0}). Sinon, le complémentaire O = E \ F est un ouvert non
vide E et pour tout x € O, il existe un réel r, > 0 tel que la boule ouverte
B (z,r;) de centre x et de rayon r,, soient contenue dans O. Pour tout z € E, la
fonction f, : ¢t — f, (t) = max (0,7, — d (¢, z)) est continue sur E (en utilisant
Pinégalité triangulaire pour la distance d, on vérifie que la fonction t — d (¢, x)
utv  |v—ul

est continue et pour u, v continues, max (u,v) = 5 5

est continue),
puis avec :

F=E\O=E\ (UB(x,rm)> = () (E\B(2.r2))

zeO z€O

on déduit que :

teF)e (VzeO, t—z||>r) e Yz €0, fo(t)=0)
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soit F = m f1{0} = Z (I) ou I est I'idéal engendré par les f,, z décrivant
z€O

Pouvert O, soit I = {Zuxfw ot J C O est fini et u, € C° (E,]R)} .
xzeJ
2. Si I = C°(E,R) (qui est bien de type fini engendré par la fonction constante
égale & 1), il contient alors les constantes non nulles et on a Z (I) = (. Pour
P

I= {Zukfk, (ui)y<icp € (CO(K, R))”} ,ona Z(I)= ﬂf,;l {0}, soit :
k=1

k=1
(rez() e (filz)=-=f(r)=0)& (Zf;?(x) 0)
k=1

ouf = € 1. Dire que = () équivaut donc a dire que x pour
W f=> fi el Di Z (I) = § équivaut donc & di f@)#0

k=1
n

tout « € F, donc la fonction f = Z fZ qui est dans 'idéal I est inversible dans
k=1
I'anneau C° (K, R), ce qui revient a dire que I = C° (K, R).

3. La condition suffisante est déja traitée. Si Z (I) = (), on a alors :

n=/"{0}=0
fer
et en passant au complémentaire, on obtient le recouvrement ouvert du compact

E, FE = U (E\ f~1{0}) duquel on peut extraire un sous-recouvrement fini,
fel

P
U E\fk {O} ot les fr pour 1 < k < p sont dans I, ce qui nous

donne Z(fla afp) = mfk;_l {0} = @ qul éqUivaut a (f17"' afp) :CO (EaR)
k=1
et impose I = C° (E,R).
4. Réciproquement, on suppose que Z (I) est non vide pour tout idéal propre
de C° (E,R). Soit E = U(Qj un recouvrement ouvert de E. Chaque fermé
jeJ
= E\ O, s'écrit F; = Z (1), ou I est un idéal de C° (E,R) et en dési-

gnant par I 'idéal engendré par UIj (i. e. I = {ij, ou f; € Ij}), on

jeJ finie
= ﬂZ(Ij) = ﬂ (E\O;) = 0, donc I = C°(E,R) et il existe
jeJ jeJ
k
des indices jj,---,jp, dans J tels que 1 = ka, ou fr € Ij,. Il en résulte
k=1

p p
que Z (f1,-++, fp) = ﬂf,;l {0} = 0 et comme ﬂZ(Ijk) est contenu dans
k=1 k=1
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P P P P P
mfl;l{o}7 on a ﬂZ(Ijk) =0 et U (E\Z(Ijk)) = U E\]:Jk U Jk>
k=1 k=1 k=1 k=1

ce qui nous donne un recouvrement ouvert fini de E. L’espace metrlqu E
donc compact.

Ezxercice 3.8.

1. Montrer que Nil(A) = {a € A, In € N*; a™ = 0} est un idéal de A. Les
éléments de Nil (A) sont dits nilpotents et Nil (A) est le nilradical de A.

2. Montrer que la somme d’un élément nilpotent et d’un élément inversible
est inversible dans A.

3. Que vaut Nil <

)

7
4. Soit n > 2 un entier naturel. Quels sont les éléments nilpotents de 7 ?
n

5. Montrer que pour tout idéal I de A, VT = {a €A, IneN; a™ €I} est
un idéal de A qui contient I. On dit que /T est le radical de I.
6. Que vaut \/{0} ?
7. Montrer que VI =TI et VINJT =VINVJT pour I,J idéauz de A.
8. Soit p > 2 un nombre premier. Que vaut \/pZ ?
9. Soit n > 2 un entier. Que vaut vVnZ ?
Solution.

1.

.SiaeNil(

Comme 0 € Nil (A), cet ensemble est non vide. Pour tout a € Nil (A), il existe
n € N* tel que a” =0 et on a (—a)"” = (—1)"a™ =0, donc —a € Nil (A). Pour
a,b dans Nil (A) et n, m dans N* tels que a™ = a™ =0, on a :

n+m & (n+m kpntm—k
(a+0) = Z L )e b =0
k=0

(Putilisation de la formule du binéme est justifiée par la commutativité de A
et pour 0 < k<n-—1,onan+m—£k >m+1, donc b"t™ % = 0; pour
n<k<mn+m,onaad" =0),donca+bc Nil(A). En définitive Nil (A)
est un sous-groupe additif de A. Comme A est commutatif, pour a € Nil (A),
n € N* tel que a” =0et b € A, on a (ab)” = a™b™ = 0, donc ab € Nil(A). En
conclusion, Nil (A) est un idéal de A.

. Soit (a,b) € Nil (A) x AX. Onaa+b=">b(1—h) ot h =—b"1a est nilpotent.

n—1

11 existe donc n € N* tel que h* =0 et on a (1 — th =1-—h" =1, donc

k=0
1 — h est inversible et il en est de méme de a + b.

A _
M) , il existe alors n € N* tel que @™ = 0, donc a™ € Nil (A)
et il existe m € N* tel que (a")" = a™ =0 et a € Nil(A), soit @ = 0. On a
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A _ _

donc Nil <N'1 ( A)) = {0}, c’est-a-dire que 0 est I'unique élément nilpotent de
i

r tient ————.

anneau quotient @)
T T
4. Soit n = szk la décomposition de n > 2 en facteurs premiers et m = Hpk.
k=0 k=0

Pour ¢ = max oy, Ientier m? est divisible par n, donc m? = 0 et m est
SKRST
Z
nilpotent. On a donc () C Nil <Z> . Réciproquement si @ est nilpotent, il
n
existe alors un entier ¢ € N* tel que @? = 0, ce qui signifie que a? est divisible
par n, donc par tous les pr et a est divisible par tous les pi, donc par le
i

produit m = H pr (les pg sont premiers deux & deux distincts). Il en résulte
k=0

Z T
que @ € (m) . En définitive, Nil | ——— | = ( I pk> . Cet idéal est réduit
H png k=0
k=0

a {6} si, et seulement si, tous les o sont égaux a 1.

5. Comme 0 € VA, cet ensemble est non vide. Pour tout a € V/A, il existe n € N
tel que a” € I et on a (—a)” = (=1)"a" € I, donc —a € VA. Pour a,b dans
VA et n,m dans N tels que a” € [ et a™ € I, on a :

n+m
a+0b)"t" = (n+m)akb”+m_k el
(I'utilisation de la formule du binéme est justifiée par la commutativité de A
etpour 0 < k<n-—1,onan+m—£k>m+1, donc "t % ¢ I: pour
n<k<n+m,onada €I), donca+b e VA En définitive v/A est un
sous-groupe additif de A. Comme A est commutatif, pour a € VA, n € N tel
que a® € T et b€ A, on a (ab)" = a™b" € I, donc ab € v/A. En conclusion, VA
est un idéal de A. Il est clair que v/T contient I (prendre n = 1).

6. Pour a € A, on a :
(ae \@) & (@neN, a" =0) & (a € Nil (A))

donc /{0} =Nil(A).

7. On a déja \/\ﬁ) V1. Pour a € \/\ﬁ, il existe n € N tel que a” € VI, donc
il existe m € N tel que (™)™ = a™™ € I et a € V/I. Donc VVI=+I. Ona
VINJT cVINVJ et pour a € VINVJ, il existe n,m dans N tels que a™ € T
et a™ e J, donca"™ eInJetaevINJ. Onadonec VINJ =vVINVJ.

8. Pour a € Z, on a :
(a € \/pZ) < (In e N, p divise a") < (p divise a) < (a € pZ)

donc /pZ = pZ. Un idéal tel que /T = I est dit radical.
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T T
9. Soit n = sz"“ la décomposition de n > 2 en facteurs premiers et m = Hpk.
k=0 k=0
Pour ¢ = max ag, I'entier m? est divisible par n, donc m? € nZ, soit m € VnZ
SKRST

et mZ C vnZ. Réciproquement si a € vnZ, il existe alors un entier ¢ € N tel
que a? € nZ, ce qui signifie que a? est divisible par n, donc par tous les pi
T

et a est divisible par tous les px, donc par le produit m = Hpk (les pg sont
k=0
premiers deux & deux distincts). Il en résulte que vnZ C nZ et qu’on a Iégalité

()= (11) =

Ezxercice 3.9. Vérifier qu’un idéal premier n’est pas nécessairement maxi-
mal et que si p est irréductible dans A integre, l’idéal (p) n'est pas néces-
sairement maximal.

Solution. Dans un anneau A intégre, I'idéal {0} est premier non maximal en gé-

7[X
néral (prendre A = Z). L’idéal (X)) est premier dans Z [X] car ( )[()
a Z qui est intégre et comme Z n’est pas un corps, (X) n’est pas maximal. On
peut aussi considérer 'anneau R [X, Y] ot I'idéal (X) est premier non maximal. Si,
pour p irréductible, (p) est maximal, il est alors premier et p est premier. Comme
un élément irréductible n’est pas nécessairement premier (par exemple on a vu
avec Pexercice B2 que, pour n > 3, 2 est irréductible non premier dans Z [iy/n]),
le fait que p soit irréductible n’entraine pas nécessairement que (p) soit maximal.

] est isomorphe

e N\

Ezxercice 3.10. On suppose que A est fini.

1. Montrer qu’un élément non nul de A est soit inversible, soit un diviseur
de zéro. En déduire qu’un anneau commutatif et unitaire qui est fini est
intégre si, et seulement si, c’est un corps.

2. Montrer que dans un anneau fini tout idéal premier est maximal.

\ J

Solution.

1. Pour a € A\ {0}, application p, : & — az est un morphisme du groupe additif
(A, +) et on a deux possibilités.

e Soit p, est surjectif et dans ce cas le neutre 1 pour le produit a un anté-
cédent a’, donc aa’ = 1 et a est inversible dans A.

e Soit p, est non surjectif et dans ce cas il est non injectif puisque A est fini,
donc ker (pg) # {0} et il existe b € A\ {0} tel que ab = 0, ce qui signifie
que a est un diviseur de 0.

Z — _
Par exemple, un élément de 7 \ {0} est soit inversible, soit un diviseur de 0.
n
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Dans le cas ou A est fini et integre, il est sans diviseurs de zéro, donc tous ses
éléments non nuls sont inversibles et c¢’est un corps. Réciproquement, un corps
est toujours integre.

A
2. Si I est un idéal premier de A, 'anneau T est integre et comme il est fini, c’est

un corps et I est maximal.
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Anneaux principaux (nou-
velle version du 12/11/2024)

Chapitre
AN

On garde les notations et conventions du chapitre B.

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1. On dit que I'anneau A est principal, s’il est integre et si
tout idéal de A est principal (i. e. de la forme (a) = {qa, q € A}).

Exemples 4.1
o Un corps est un anneau principal (les idéaux sont (0) et (1)).

o En utilisant le théoréme de division euclidienne, on vérifie que l'anneau Z
des entiers relatifs, 'anneau D des nombres décimauz, 'anneau K[X] des
polynémes a coefficients dans un corps commutatif K, les anneaux Z[i] et
Z [zm sont principaux (théorémes B, 1, 77, et B2).

Les anneaux euclidiens qui sont des exemples importants d’anneaux principaux

sont étudiés au chapitre B.
Avec le théoréme ?7?, nous verrons que pour A intégre, 'anneau A [X] est prin-

cipal si, et seulement si, A est un corps.

Exemples 4.2
e Z[X] n'est pas principal (voir l’exercice G pour une preuve directe de ce
résultat).
e K[X,Y]=KI[X][Y] nest pas principal puisque K [X] n’est pas un corps (X
qui est non nul ne peut étre inversible dans K[X]\ {0} a cause des degrés).
Le caracteére principal de 'anneau D des nombres décimaux peut se déduire du
résultat suivant conséquence du caractére principal de Z.

Théoréme 4.1.

Tout sous-anneau du corps Q des nombres rationnels est principal.
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Démonstration Tout sous-anneau A de Q contient Z puisqu’il est unitaire. Soit
I un idéal de A non réduit & {0} (le résultat est trivial si I = {0}). L’intersection
I NZ est un idéal de Z, donc principal et il existe un entier a tel que I NZ = aZ
(¢ = min (I NN*)). Comme a € I, on a (a) = aA C I. Tout élément r de I C Q

s’écrit r = P avec p et ¢ premiers entre eux et gr = p € INZ (r est dans I et ¢
q
oo . . ka k
dans Z C A), il existe donc un entier k tel que gr = ka, ce qui donne r = — = —a.
q

Par ailleurs le théoreme de Bézout nous dit qu’il existe deux entiers u et v tels que

1 k
up+vg=1,donc —=ur+veA (veZCAetrel doncurecl CA),—€cA
q q

k
et r = —a € (a) = aA. Donc I = (a) et A est principal. n
q

Le caractere principal de ’anneau ID des nombres décimaux peut aussi se déduire
du résultat plus général suivant relatif & 1’anneau localisé S~1A de A associé & une
partie multiplicative S de A* (i. e. telle que pour tout (a,b) € S?, ab € 9).

Théoréme 4.2.

Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et S une partie
multiplicative de A* qui contient 1. L’ensemble :

S_lA:{g7a€A etsES}

S

est un sous-anneau du corps K qui contient A et si A est principal, il en
est alors de méme de ST'A.

a
Démonstration Comme 1 € S, on a a = 1 € S7!'A pour tout a € A.
a b
Pour tous x = — et y = n dans ST'A avec a,b dans A et s,t dans S, on a
S
at — bs

ab
r—y= € S7'A et zy = prs € S~IA puisque S est stable pour le produit
s

st
et contenue dans A. Donc S™'A est bien un sous-anneau de K qui contient A.

Pour A principal, si J un idéal de S™'A, I’ensemble :
I:{aeA, EIsEStelquegeJ}
s

est alors un idéal de A contenu dans J. En effet, 0 € I, donc I est non vide et pour
a a

acletseStelque — € J,onaa= —s & J puisque J est un idéal, donc I C J.
S S

a a al
Pour a,b dans I et s,t dans S, tels que — et — soient dans J, on a — = 37 eJ
s s s s
b b1 a—>b a b
t — = —— € J puisque J est un idéal, ce qui nous donne ral il e J,
S S S S
donc a — b € I et I est un sous-groupe additif de A. Enfin, pour tout ¢ € A, on a
ac a
— = —c€ J,donc ac € I et I est un idéal de A. Comme A est principal, il existe
s s

ag € A tel que I = (ag) et (S_IA) ~ag C J (puisque ag € I C J et J est un idéal).
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a
Enfin, pour x = — dans J avec a € A et s € S, on a a € I, donc a = gagy avec
S

gEAetz= gao € (S_lA) - ag. En conclusion, J = (S‘lA) - ap est principal. =
s

Exemples 4.3

e Pour A = 7Z et S = {10", n € N}, on retrouve l’anneau principal des
nombres décimaux.

e Pour A = K[X] ot K est un corps commutatif et S = {X", n € N}, on

P(X
déduit que Uanneau D = { )E'" )

, PeK[X] etne N} est principal.

Le résultat qui suit peut étre utilisé pour montrer qu’un anneau est principal.
Voir I’exercice B3 pour deux exemples.

Lemme 4.1 Si l'anneau A est isomorphe a un anneau B principal il est alors
principal.

Démonstration Soient B un anneau principal et ¢ : A — B un isomorphisme
d’anneaux. Si I est un idéal de A, son image ¢ (I) est alors un idéal de B (¢ est
surjectif, lemme B33) et il existe b = ¢ (a) € B tel que ¢ (I) = ¢ (a) - B. Comme
¢ est un isomorphisme d’anneaux, on a I = =1 (¢ (I)) = ¢! (p(a)) = a- A.
L’anneau A est donc principal. |

On désigne par K [[X]] I'ensemble des séries formelles a une indéterminée et a
coefficients dans un corps commutatif K.

On rappelle qu'une série formelle & une indéterminée a coefficients dans K est
une suite (a, ),y d’éléments de K. On note ZanX" une telle série formelle.

neN
On définit une addition et une multiplication sur K [[X]] par :

> an X"+ 0, X" =) (an + b)) X, (Z anX”> (Z an"> =Y e xn

neN neN neN neN neN neN

n
ol ¢, = Zakbn_k pour tout n € N. On vérifie facilement que K [[X]] muni de ces

k=0
lois est un anneau commutatif qui contient K [X].

On définit la valuation d’une série formelle S = ZanX ™ par :
neN

val(S)— +o00 si S =0k
" | min{n €N, a, # 0k} si S # 0k

On vérifie facilement que pour toutes séries formelles S, T, on a :
val (S + T) > min (val (S),val(T)) et val (ST) = val (S) + val(T)

et on en déduit que K[[X]] est integre.
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Lemme 4.2 Soient S = ZanX" et T = anX" deux séries formelles avec

neN neN
val(T) = 0 (soit by # Ok ). Pour tout entier naturel n, il existe un unique couple

(Qnan) e K, [X] X K[[X]] tel que S = TQn + X’I’L“ran.

Démonstration Pour montrer I'existence du couple (Q,, R,), on raisonne par
récurrence sur n > 0. Pour n = 0, il suffit d’écrire :

+oo too
n— Qo n ag n—1
S = X 2DXPE=2N T, X X n— —bn | X
ao + Za bo Z A+ ,;1 (a by )

n=1 neN
=TQo+ XRy
en notant @y = % et Ry = Z Gn+1 — @bn_l,_l X™. Supposant le résultat
bo bo

neN
acquis pour n > 0,ona S =7Q, + X" R, et R, = a,,T + X S,, avec o, € K et
Sp € K[[X]], ce qui nous donne :

S=TQ,+ X" (a,T+ XS,) =T (Qy + a, X" 1) + X"*25,
=TQns1+ X" Ry
avec Qni1 = Qn +a, X" € K,yq [X] et Ryyq = S, € K[[X]]. Pour l'unicité, il
suffit de montrer que si TQ,, + X" R,, = Ok avec (Q, R,,) € K,, [X] xK[[X]], on
a alors Q,, = Og et R,, = Og. Supposons que 7'Q,, + X" R,, = Og. Si Q,, # Ok, on
aalors R,, # Og (K[[X]] est intégre), val (TQ,,) = val (T)+val (Q,) = val (Q,) <n

et val (—X”HRn) =n—+1+val(R,) > n+ 1, ce qui est en contradiction avec
TQ, = —-X"t'R,. On a donc Q,, = Ok et R,, = Ok. n

Dans le cas ou S et T sont des polynémes, avec T (0) # Ok, on retrouve le
théoréme de division suivant les puissances croissantes dans K [X].

Lemme 4.3 Le groupe des éléments inversibles de K[[X]] est :
(KX = {S e K[[X]], val(S) = 0}

Démonstration SiS = ZanX" € K[[X]] est inversible, il existe alors une série
neN
formelle T' = anX" € K[[X]] telle que ST = 1x et on a en particulier agby = 1k,

neN
ce qui impose ag # Ok et signifie que val (S) = 0. Réciproquement, si val (S) = 0,
pour tout n € N, on peut trouver un unique couple (Q,, R,) € K, [X] x K[[X]]

tel que 1x = SQ,, + X"t R, (lemme E2). En écrivant Q,, (X) = an,ka, on a
k=0
pour m >n >0:
1k = SQ + X" R,,

=S (Z bm7ka> + X7t (s > bppXErTl 4 Xm”Rm)

k=0 k=n-+1
=8Q, +X""R,
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n
et avec 'unicité d’'une telle décomposition, on déduit que @, = me,kX k. soit
k=0
b,k = by 1 pour tout k compris entre 0 et n. En notant by, = by, 1, pour tout k£ > 0,
n
on a by i = by = by pour tout k compris entre 0 et n et Q,, (X) = Zkak, la
k

=0
suite (br)jcy étant uniquement déterminée. Les relations 1x = SQ, + X ntlp.
pour n > 0 nous donne agby = 1k et pour n € N*, le coefficient de X™ est
n

Zakbn,k = Ok, donc en notant T' = anX", on a ST = 1k et T est I'inverse
k=0 neN
de S dans K[[X]]. [

Théoréme 4.3.

L’anneau K[[X]] est principal. Plus précisément, les idéaux non réduit
a {0} de K[[X]] sont de la forme (X™) = X" -K[[X]].

Démonstration Soit I un idéal de 'anneau K [[X]] non réduit a {0} . L’ensemble

{val(S), S e€I\{0}} étant une partie non vide de N, elle admet un plus petit

élément, c’est-a-dire qu'il existe Sp € I\ {0} tel que n = val (Sp) = < rrllin val (S) .
€

\{0}
Une telle série est de la forme Sy = Zaka = X"Zan_%Xk avec a, # 0,
E>n k>0
donc S = Za,Hka est de valuation nulle, ¢’est-a-dire inversible et X" = S5 1

k>0
est dans I. On a donc (X™) € I. Si S € I'\ {0}, on a alors val(S) > n, donc
S = X"an_%Xk € (X™). Il en résulte que I C (X™) et I = (X™). L’anneau
k>0

K [[X]] est donc principal. ]

Au paragraphe B nous verrons que K [[X]] est euclidien.

Le lemme qui suit nous donne une description des éléments irréductibles d’'un
anneau principal, cette caractérisation pouvant étre utilisée pour vérifier qu'un
anneau n’est pas principal.

Lemme 4.4 Soit A un anneau principal.

1. Un élément pe A* \ A* est irréductible si, et seulement si, il est premier.
2. Pour tout p€ A"\ A*, on a :

((p) premier) < (p premier) < (p irréductible) < ((p) mazimal)

Démonstration On sait déja que pour A intégre (non nécessairement principal),
un élément premier est irréductible (lemme B) et qu’un élément p de A est premier
si, et seulement l'idéal (p) est premier (théoréme B3).

1. Soient A principal et p € A* \ A* irréductible qui divise ab. Comme Panneau
A est principal, I'idéal T = (p,a) est engendré par un élément § (§ est un pged
de p et a dans A), soit I = (§). De p € I, on déduit que ¢ divise p, donc ¢ est
soit inversible, soit associé & p, puisque p est irréductible. Dans le cas ou ¢ est
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inversible, on a () = A, donc 1 € I, soit 1 = up + va avec u,v dans A et p divise
b = upv + abv. Dans le cas ol § est associé & p, on a (§) = (p), donc a € (p) et p
divise a.

2. Si (p) maximal, il alors premier (théoréme B3H), donc p est premier et irréduc-
tible.

3. Tl reste & montrer que si p € A est irréductible, alors I'idéal (p) est maximal.
Un élément irréductible p de A est non inversible, donc (p) # A. Si J = (a) est
un idéal de A (qui est principal) qui contient (p), a divise alors p et on a soit a
inversible, donc J = A, soit a associé a p et J = (p) . L’idéal (p) est donc maximal.
n

L’implication « A [X] principal entraine A est un corps » du théoréme ?? peut
se montrer comme suit en utilisant le résultat précédent. Si A [X] est principal, il
est alors integre, donc A est integre. L application ¢ : P € A[X] — P (0) € A est
A[X]
(X)
est isomorphe & A et cet anneau quotient est integre, ce qui revient a dire que (X)
est premier donc maximal puisque A [X] est principal, ce qui revient aussi & dire
A[X]
(X)

un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est ker (¢) = (X), donc

que est un corps et il en est de méme de A.

Exemple 4.1 Les anneaux Z [ir/n] ne sont pas principaux pour n > 3, puisque 2
y est irréductible non premier (voir lexercice E3).

Du théoreme BR, on déduit le suivant.
Théoréme 4.4.
Un anneau principal est factoriel.
Démonstration Soit A un anneau principal. Le lemme B2 nous dit que les

irréductibles de A sont les éléments premiers. Il suffit donc d’apres le théoreme B8
de montrer que toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire.

Soit (ag) C (a1) C -+ C (ayn) C --- une suite croissante d’idéaux de A. Comme
+o00

I = U (ar) est un idéal de ’anneau principal A, il existe un élément a de A tel
k=0

que I = (a). En désignant par ng le plus petit entier naturel tel que a € (a,,), on
al=(a)C (an,) CIetI=(an,). 1l en résulte que pour tout entier naturel p,
0N A pg+p € (ang), dONC (Ang+p) C (Ang) C (ang+p) €t (Ang+p) = (an,) - La suite
((ar))gen est donc stationnaire. n

Le lemme qui suit nous dit qu’il existe des anneaux non principaux, dont tous
les idéaux sont principaux.
Lemme 4.5 Soient A un anneau principal et I = (a) un idéal non trivial de A

A _
(i.e. I #{0} et I # A). Tous les idéauz de T sont principauz de la forme (b) o

A
b € A est un diviseur de a et ’anneau ﬁ est principal si, et seulement si, a est
a

premier ou encore irréductible.
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Démonstration Soit I = (a) un idéal de 'anneau principal A avec a # 0 et a

non inversible. Si J est un idéal de T en désignant par 77 la surjection canonique
A

de A sur T 77 (J) est un idéal de A qui contient I, donc 7! (J) = (b) D (a) et b

A A _
Tous les idéaux de 7= sont donc principaux de la forme (b) ot b € A est un

(a)

A
diviseur de a. L’anneau — est donc principal si, et seulement si, il est integre, ce

divise a. De plus, comme 7 est surjectif, on a J = 7y (wfl (J)) =

qui revient & dire que 'idéal I = (a) est premier, ce qui revient a dire que a est
premier, ou encore irréductible, ou encore que (p) est maximal, ou encore que T

est un corps (lemme B7). [

A A _
Pour I = {0}, 7 A est principal et pour I = A, 7= {0} .

4.2 Anneaux a pgced

Pour ce paragraphe, 'anneau A est supposé integre.

Définition 4.2. Soient r € N\ {0,1} et ay,--- ,a, des éléments de A*. On
dit que ces éléments admettent un plus grand commun diviseur s’il existe
0 € A* tel que :

. R . 4.1
tout diviseur commun & aq,- - ,a, divise § (1)

{ Vke{1,---,r}, & divise ay

Lemme 4.6 Deux plus grands communs diviseurs d’une famille (a;),<;~, d’élé-
ments de A* sont associés.

Démonstration Sid et ¢’ sont deux plus grands communs diviseursde aq, - - - , a,
on a alors ¢ qui divise ¢’ et &’ qui divise d, donc § et ¢’ sont associés. [
En cas d’existence, on note pged (ag, -+ ,a,) ou a; A -+ A a, un plus grand
commun diviseur de aq, - ,a,, c’est un élément de A* défini a association pres.
Pour a € A* et b € A, on a pged (a,b) € A*.
Pour toute permutation o de {1,---,7}, on a en cas d’existence :

ngd (ala t 70'7‘) = ngd (a(r(l)a e 7aa(r))

(commutativité du pged).

Définition 4.3. On dit que 'anneau A est un anneau a pged si deux
éléments quelconques a, b de A* admettent un pged.

Si A est un anneau a pged, alors toute famille {ay,--- ,a,} de r > 2 éléments de
A* admet un pged . En effet, c’est vrai pour r = 2 et supposant le résultat acquis
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pour r > 2, 6 = pged (pged (a1, - ,ar),ar41) est un pged de aq,--- ,ar41. En
effet, ¢ divise pged (a1, - - ,a,) et a,+1, donc il divise tous les ag pour 1 < k < r+1.

Si d est un diviseur commun a ag,--- ,a,41, ¢’est aussi un diviseur commun a
ai,- - ,a., donc il divise pged (aq, -+ ,a,) et comme il divise a,41, il divise d. On
a donc pged (a1, -+ ,ar,ar41) = pged (pged (a1, -+ ,ar),a,41) & une unité pres
(associativité du pged).

Théoréme 4.5.

Un anneau principal A est un anneau d pged. Précisément, pour toute

famille {a1,--- ,a,} de r > 2 éléments de A*, il existe un élément 6 de A*
T
tel que (ay,--- ,a,) = (9) et cet élément s’écrit § = Zukak, o UL, Uy
k=1
sont des éléments de A et § est un pged de aq, - , .

Démonstration Un anneau principal est integre. L’existence de § se déduit du

fait que (a1, -+ ,a,) est un idéal de ’anneau principal A.
ks
Comme § € (0) = (a1, ,a,), il existe (ur),<j<, € A" tel que § = Zukak.
De (ax) C (0) pour tout k compris entre 1 et r, on déduit que § divise ak.kS:ild €A
s
est un diviseur commun aux ag, il divise aussi § = Zukak. [ ]
k=1

T
La relation § = Zukak est 'identité de Bézout.
k=1
Nous verrons qu'un anneau euclidien est principal, donc & pged (théoréme B1)
et que 'on dispose dans un tel anneau de l'algorithme d’Euclide pour obtenir le
pged de deux éléments non nuls. Cet algorithme permet également de déterminer
u et v dans A tels que au + bv = a A b (paragraphe 5732).

Lemme 4.7 Soient A un anneau factoriel et a,b deux éléments non nuls et non

s r

inversibles de A. En notant a = quZ”“, b= vaZk, les décompositions de a
k=1 k=1

et b en facteurs irréductibles, ot u et v sont inversibles, les py sont irréductibles

deuz d deux mon associés et les ng, my sont des entiers naturels (certains de ces
entiers pouvant étre nuls), on a :

(a divise b) < (Vk € {1,--- ,r}, mp < nyg)

Démonstration Dire que a divise b équivaut a dire qu’il existe ¢ € A* tel

que b = aqy. Si g1 est inversible, a et b sont alors associés et mjy = ni pour

tout entier k£ compris entre 1 et r. Sinon, les facteurs irréductibles de ¢; sont
s

dans ceux de b et en écrivant ¢ = szk ou les s; sont des entiers naturels,

k=1
r

T
onab= ’UHka = quZ”“JrS’“ et de I'unicité de la décomposition en facteurs
k=1 k=1
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irréductibles, on déduit que ni = my + s > my pour 1 < k < r. La réciproque
est évidente. [

Théoréme 4.6.
.

Un anneau factoriel A est a pged . Plus précisément, pour a = quZ”‘,

k=1
T

b= UHP,:““ dans A*\ A*, ot u,v sont inversibles, les py sont irréductibles
k=1
deux d deuz non associés et les ny, my, sont des entiers naturels (certains
T

de ces entiers pouvant étre nuls), on a a N'b = p?m(mk’nk).

k=1

Démonstration Un anneau factoriel est integre et le lemme précédent nous dit
T
que § = pzlm(m’“’n’“) divise a et b. Si d est un diviseur de a et b, il s’écrit sous la

k=1
T

forme d = Hp,‘;" ou les s; sont des entiers naturels tels que s < my et s < ng
k=1

pour tout k compris entre 1 et r, on a donc s < min (mg, ny) pour tout k& compris

entre 1 et r et d divise §. En conclusion, ¢ est bien un pged de a et b. [ ]

Remarque 4.1 Du théoréme précédent, on déduit que dans un anneau factoriel,
pour tous A, aq,- - ,a, dans A*, on a pged (Aag, -+, ay,) = Apged (ag, - ,an)
(homogénéité du pged).

Définition 4.4. Soient r € N\ {0,1} et ay,--- ,a, des éléments tous non
nuls dans un anneau a pged A. On dit que ay,--- ,a, sont premiers entre
euz dans leur ensemble (ou étrangers) si leur pged est dans A*. Pour r = 2,
on dira simplement que a; et as sont premiers entre eux.

Comme, dans un anneau a pged, tout élément associé a un pged de aq,--- ,a,
est aussi un pged de aq,--- ,a, et considérant que 1 est associé a tout élément
inversible de A, on peut écrire que aq,--- ,a, sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, pged (aq,- - ,a,) = 1.

Théoréme 4.7.

Soient r € N\ {0,1}, a1, - ,a, des éléments tous non nuls dans un
anneau ¢ pged A. En désignant par d un diviseur commun d ai,- -+ ,a, et
en écrivant ay = doy, pour tout k compris entre 1 et r, on a :

(d = ngd (ala e 7ar)) < (ngd (ala e 7ar) = 1)



112 Anneaux principauz (nouvelle version du 12/11/2024)

Démonstration Si d est un pged de (a;);,,. , en notant 6’ = pged (a;); <<,
on a alors a;, = day, = dd’f3, pour tout k compris entre 1 et r, donc dé’ est un
diviseur commun des a; et en conséquence il divise d, ce qui impose &' € A*.
Réciproquement, on suppose que pged (o), <;<, = 1. Comme d est un diviseur
commun des ag, il divise 0 = pged(a;);<;<,, donc § = gd. En écrivant que
ar = 6B = qdBr = day, pour tout k compris entre 1 et 7, on a ¢B; = ay, donc
q est un diviseur commun aux «j et nécessairement il est inversible puisque les
ay sont premiers entre eux. En définitive d et 0 sont associés et d est un pged

de ay, - ,a,. ]
Le théoréme précédent dit en particulier que pour ag,--- ,q, premiers entre
eux dans un anneau a pged A, on a pour tout d € A*, pged (daq, -+ ,da,) = d, ce

qui se déduit aussi de I’homogénéité du pged.
Théoréme 4.8. Gauss

Deuz élément non nuls a et b d’un anneau a pged A sont premiers entre
euzx si, et seulement si, pour tout ¢ € A*, a divise bc entraine que a divise c.

Démonstration Soient a et b premiers entre eux dans A. Pour ¢ € A" on a
pged (ac, be) = ¢, donc si a divise be, ¢’est alors un diviseur commun & ac et be et
en conséquence un diviseur de leur pged qui vaut c.

Réciproquement, on suppose que pour tout ¢ € A* si a divise be il divise
alors ¢. Soit d un diviseur commun de a et b avec a = da et b = df. Comme d
divise ab = adf = apf, il divise «, soit a = da divise « et d est inversible. En
conclusion a et b sont premiers entre eux. ]

Des résultats qui précedent, on peut déduire qu’un anneau a pged est un anneau
a ppcm et réciproquement.

Définition 4.5. Soient r € N\ {0,1} et ay,--- ,a, des éléments de A*.
On dit que ces éléments admettent un plus petit commun multiple s’il existe
w € A* tel que :

Vk e {1,---,r}, p est multiple de ay
tout multiple commun a aq, - - - ,a, est multiple de ¢

Lemme 4.8 Deux plus petit communs multiples d’une famille {ay,--- ,a,} d’élé-
ments de A* sont associés.

Démonstration Sip et ¢/ sont deux plus petit communs multiples de ay, - - - , a,.,
on a alors p qui divise p’ et p’ qui divise u, donc p et p’ sont associés. [
En cas d’existence, on note ppcm (aq,--- ,a.) ou a3 V --- V a, un plus petit
commun multiple de aq,--- ,a,, c’est un élément de A* défini & association pres.
Pour a € A* et b € AX, on a ppem (a,b) = a.
Pour toute permutation o de {1,---,7}, on a en cas d’existence :

ppcm (alv T 7a7“) = ppcm (ao(l)v T 7aa'(r))
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(commutativité du ppem).
Comme pour le pged, on vérifie 'associativité du ppem :

ppem (a1, -+, @, arp1) = ppem (ppem (ag, - -+, ar) , Gri1)

Théoréme 4.9.

L’anneau A est d pged si, et seulement si, deux éléments quelconques a,b
de A* admettent un ppcm. Dans ce cas, on a ab = pged (a,b) - ppem (a, b)
a une unité pres.

Démonstration Supposons que 'anneau A soit a pged. En notant, pour a,b

ab
dans A*, 6 = pged (a,b), a = da et b = 4, on vérifie que pu = 5= daf3 est un
ppcm de a et b. Tout d’abord, p = daf = aff = ab est multiple commun de a et b.
Si m est multiple commun de a et b, on a alors m = ua = vb, soit uda = véS3 et
ua = v, donc « divise v en étant premier avec (3, ce qui impose qu’il divise v, ce
qui nous donne v = aw et m = vb = wab = wu est multiple de p. En conclusion
ab
u = — est un ppcm de a et b et ab = du = pged (a,b) - ppem (a,b) & une unité

)
pres. Réciproquement, supposons que tout couple (a,b) d’éléments de A* admette

un ppcm p. Comme ab est multiple commun de a et b, il existe § € A* tel que
ab = dp. On vérifie alors que § est un pged de a et b. Comme p est multiple de
a, on a ab = o = dua, soit b = du et § divise b. De fagon analogue, on voit
que d divise a. Soit d un diviseur commun de a et b avec a = da, b = df3, donc
daf = aff = ab est multiple commun de a et b, ce qui entraine qu’il est multiple
de p, soit daf = wy et du = ab = dwp, donc § = dw, c’est-a-dire que d divise §. m

Dans le cas d’'un anneau principal A, on a le résultat important suivant qui
permet de caractériser les éléments premiers entre eux.

Théoréme 4.10. Bézout

Soient r € N\{0,1} etay,--- ,a, des éléments tous non nuls dans anneaw

principal A. Ces éléments sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et
T

seulement si, il existe (uk)1<k<r € A" tel que Zukak =1.
k=1

Démonstration L’égalité de Bézout pour le pged dans un anneau principal nous
donne la condition est nécessaire. Réciproquement s’il existe w1, - - -, u, dans A tels

T
que E ugar = 1, on en déduit alors que § = a; A--- Aa,, qui divise tous les ag, va

k=1
T
diviser 1 = E ugay, ce qui signifie qu’il est inversible, c’est-a-dire que a1, -+ , a,
k=1
sont premiers entre eux dans leur ensemble. ]

De ce théoréme, on déduit simplement quelques conséquences tout aussi impor-
tantes, certains de ces résultats étant déja vus dans le cas d’un anneau a pged .
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Corollaire 4.1. Soient a,b,c non nuls dans un anneau principal A. Si c
est premier avec a alors a Ab = a A (be) (le pged de deux éléments est
inchangé si on multiplie 'un d’eux par un élément premier avec lautre).

Démonstration Soient § = a A b et &’ = a A (bc). Comme 6 divise a et b, il
divise a et be ainsi que leur pged 6. De au + cv = 1, on déduit que abu + becv = b
et ¢’ qui divise a et be va diviser a et b ainsi que leur pged . En définitive § et ¢’
sont associés, ce qui signifie que a Ab=a A (bc) . ]

Corollaire 4.2. Soient ay,--- ,a, (avec v > 2) et ¢ tous non nuls dans
un anneau principal A. Si ¢ est premier avec chacun des ay, pour tout k
T

compris entre 1 et r, il est alors premier avec leur produit Hak.
k=1

Démonstration En utilisant le corollaire précédent, on a :

c/\ﬁak:c/\ (alﬁak) :c/\ﬁak
k=1 k=2 k=2

puisque a; est premier avec ¢ et par récurrence finie, on déduit que :

T T T
c/\Hak:c/\Hak:c/\Hak:n-:c/\arzl
k=1 k=2 k=3
puisque chaque ay, pour k compris entre 1 et r, est premier avec c. [

Corollaire 4.3. (Gauss) Soient a,b,c non nuls dans un anneaw princi-
pal A. Si a divise be et a est premier avec b alors a divise c.

Démonstration Comme a et b sont premiers entre eux, il existe u, v dans A tels
que au+bv = 14 et pour tout ¢ € A, on a acu+bcv = ¢, de sorte que si a divise be,
il va alors diviser ¢ = acu + bcv. |

Théoréme 4.11.

Soient r € N\ {0,1}, a1, -+ ,a, des éléments tous non nuls dans un an-
neau principal A et 6 = a; A\--- Aa,. Il existe des éléments de A, a},--- ,al.
premiers entre eux dans leur ensemble, tels que ay, = da}, pour tout k com-

pris entre 1 et r.
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Démonstration Comme, pour tout k& compris entre 1 et r, § divise ay, il existe

s T
aj, € A* tel que ap = daj, et on a 6 = Zukak = (SZuka;C avec § # 0, ce qui
k=1 k=1

.
A !
entraine g upa; = 1. u
k=1
On peut aussi justifier 'existence du ppem dans un anneau principal en utilisant
les idéaux.

Théoréme 4.12.

Soient r € N\ {0,1} et a1, -+ ,a, des éléments tous non nuls dans un
anneaw principal A. I existe p dans A tel que (a1) N---N (a,) = () et p
est ppcm de ay, - , Q.

Démonstration L’existence de y se déduit du fait que (a1) N--- N (a,) est un
idéal de l'anneau principal A. Comme p € (1) C (ag) pour tout k compris entre 1
et 7, u est multiple commun des aj. Si m est un multiple commun de tous les ag,
il est alors dans 'idéal (a1) N---N(a,) = (u) , donc multiple de p. [

Corollaire 4.4. Soient r € N\ {0,1} et ay, - ,a, des éléments tous non
nuls dans un anneau principal A. Si les ay, pour k compris entre 1 et r,

T
sont deux d deuz premiers entre euz, on a alors ppem (a1, -+ ,a,) = Hak
k=1

a une unité pres.

Démonstration Il s’agit de montrer que pour aq, - - ,a, deux a deux premiers
T

T
entre eux, on a ﬂ (ar) = (Hak> , ce qui peut se faire par récurrence sur r > 2.
k=1 k=1
Comme ajay est multiple de a; et as, on a toujours (ajas) C (ar) N (az). Tout
a dans (a1) N (ag) s’écrit @ = g1a; = goas, donc ay divise gaag en étant premier
avec as, ce qui impose que ap divise ¢o, SOit go = g3a1 et a = gaas = q3aqas
est dans (ajaz), ce qui nous donne 1’égalité (a1az) = a (a1) N (az) . Supposant le
résultat acquis pour r > 2, soient aj,---,a,41 deux a deux premiers entre eux
dans A*. Comme a,41 est premier avec tous les ay, pour k compris entre 1 et r, il

r r4+1 r r+1
est premier avec le produit Hak et <Hak> = (Hak> N(ars1) = ﬂ (ag). m
k=1

k=1 k=1 k=1

4.3 Le théoréme chinois

Pour ce paragraphe, 'anneau A est supposé principal, on se donne une suite
T

(aj)1<j<r de r > 2 éléments non nuls et non inversibles de A et on note a = Ha]—.
Jj=1
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Pour tout indice j compris entre 1 et r, 7; désigne la surjection canonique de A
A
(aj)
T
Le produit cartésien Hﬁ est naturellement muni d’une structure d’anneau
s
j=1""7

commutatif unitaire avec les lois + et - définies par :

sur 'anneau quotient

{ (7 (xj))lgjgr + (m; (yj))lgjgr = (mj (z; + yj))lgjgr

(7 (mj))1§j§r < (m; (yj))1§j§r = (m; (z; 'yj))1§j§r
I : . A

On note 7 la surjection canonique de A sur 'anneau quotient ﬁ
a

On désigne par (b;), ., la suite d’éléments de A définie par b; = - Hai
@

pour 1 < j <.

Lemme 4.9 Si les a;, pour j compris entre 1 et r, sont deur a deux premiers
entre eutx, les b;, pour j compris entre 1 et r, sont alors premiers entre eux dans
leur ensemble.

Démonstration Si les b; ne sont pas premiers entre eux dans leur ensemble, il
existe alors un élément premier p de A qui divise tous les b; (’anneau A étant
T

principal est factoriel). Comme p divise by = Hai, il divise un a; pour 2 <i < r,
i=2
mais divisant b;, il divise un ay pour 1 < k # i < r, ce qui contredit le fait que a;
et aj sont premiers entre eux. [ ]
Théoréme 4.13. Chinois
Supposant les a;, pour 1 < j < r, deur a deuzr premiers entre euz, l’ap-
T

A
plication ¢ : @ € A — (7 (2)),<;<, € | Im est un morphisme d’an-
j=1 9

neaux surjectif de noyau ker (p Haj et o induit un isomorphisme

d’anneaux @ : 7 (x) (

A
> 1<]<T S HT d’inverse

A

7t (m (xj))1<j<7“ = H leu’b ST\ r ot (u])1<j<r et

A\» H:h

T
une suite d’éléments de A telle que Zujbj =1.
j=1
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r

Démonstration Il est clair que ¢ : 2 € A — (7 (2)),;<, € I Iﬁ est un
<j< a
j=1""

morphisme d’anneaux. Son noyau est formé des multiples de tous les a;, donc de
T

leur ppcm a = Haj puisque les a; sont deux a deux premiers entre eux. Comme
j=1
a . -
les b; = — sont premiers entre eux dans leur ensemble (lemme précédent), le
@

1
théoreme de Bézout nous dit qu'il existe une suite (u;);;, d’éléments de A telle
T

que Zuibi =1 Pour 1 < j <r onam,(b)=m;(0) pour i # j puisque b; est
i=1

multiple de a;, ce qui nous donne 7; (1) = =; <Zulbl> = 7 (u;) 7 (b;). Donc
i=1

7; (b;) est inversible dans @) d’inverse 7; (u;)). Pour (m; (2;)), <<, donné dans
a; WA
T A T
H(—), en posant x = E ziub;, on a mj (x) = m; (x;) w5 (uy) w5 (b)) = 7 (x5)
s
j=1"1 i=1

pour tout j compris entre 1 et r, soit ¢ (z) = (7, (z;)) . Le morphisme ¢ est

1<j<r
donc surjectif et il se factorise en un isomorphisme :

_ A A T A
o <ral>‘ker<w> - e

j=1
™ (1‘) = (7Tj (x))1§jgr
Avec la surjectivité, on a prouvé que l'inverse de @ est défini par :

-1, T A A

oL Lllzagj N <]ﬁa{)

T

(ﬂ'j (xj))lgjgr — leulbl

i=1

4.4 Nombres algébriques et transcendants

Si K et L sont deux corps commutatifs tels que K C L, on dit alors que L
est une extension de K. Une extension I du corps commutatif K est un espace
vectoriel sur K. Sa dimension est appelée degré de ’extension et est notée [L : K] .

Le lemme qui suit nous sera utile.

Lemme 4.10 Si K C M C L sont trois corps commutatif, l’extension K C L est
de degré fini si, et seulement si, les extensions K C M et M C L sont de degrés
finis et dans ce cas, on a [L: K] =[L:M][M:K].
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Démonstration Si les extensions K C M et M C L sont de degrés finis,
on dispose alors d’une base (ei)1<i<p du K-espace vectoriel M et d'une base

q
. o B
(fj)1§j§q du M-espace vectoriel L. Tout =z € L sécrit x = E z; fj, chaque
=1
P
z; € M s’écrivant x; = E zije; ou les x5 € K, donc z = g zijeifj, ce
i=1 1<i<p
1<j<q
qui nous dit que (e;fj)i<i<p est un systeme générateur du K-espace vectoriel L
1<j<q
qui est donc de dimension finie. Si E zijeif; = 0, les x;; étant dans K, on
1<i<p
1<i<q
q P P
a alors E g zij€; | f; = 0 olt les E x;5€; sont dans M, ce qui implique que
j=1 \i=1 i=1

P

injei = 0 pour tout j compris entre 1 et ¢ et entraine la nullité de tous les

i=1

x;5. En définitive la famille (e;f;)1<i<p est libre et c’est une base du K-espace
1552

vectoriel L. On a donc [L : K] = pg ;qu :M][M : K].

Réciproquement, si [L : K] est fini, de I'inclusion Ml C L entre K-espaces vec-
toriels, on déduit que [M : K] est fini. Une base (gx);<s<, du K-espace vectoriel
L étant aussi une famille génératrice du M-espace vectoriel L, il en résulte que
[L : M] est fini. [

On se donne une extension L d’un corps commutatif K.

Pour tout o € L, Uapplication d’évaluation p, : P € K[X] — P(a) € L est
un morphisme d’anneaux d’image Kla] = {P («), P € K[X]} qui est un sous-
anneau de L (c’est le plus petit sous-anneau de L qui contient K et «) et de
noyau Z,, = {P € K[X], P (a) = 0} qui est un idéal de K [X]. Cet idéal est l’idéal
annulateur de a.

On note K («) le plus petit sous-corps de L qui contient K et «, & savoir 'inter-
section de tous les sous-corps de L qui contiennent K et a. Ce sous-corps contient
lanneau K [a] .

Plus généralement, pour toute suite (o), <, de n > 1 éléments de I, on note
Klag, - ,an] = {P(a1, - ,an), PeK[Xy, -+, X,]} le sous-anneau de L. qui

est 'image du morphisme d’anneaux P € K[Xq, -+, X, = P(ai, - ,a,) €L
et K(ai, -+ ,ap) le plus petit sous-corps de L. qui contient K et o, - , a,. Clest
I'intersection de tous les sous-corps de I qui contiennent K et oy, -+, et il
contient K [aq, -+, ).

Pour n > 2 et toute partition {1,--- ,n} = {j1, - ,dp} U{k1, -+ , kn—p}, on a

KCK(ajl,ou ,osz) CK(ag, - ,a,) et:

K(ala"' 7an) :K(ajla aajp) (aku"' 70419”7;))
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Définition 4.6. On dit qu’un élément « de L est algébrique sur K si son
idéal annulateur Z,, n’est pas réduit & {0}. Un élément de L qui n’est pas
algébrique sur K est dit transcendant sur K.

Pour la suite de ce paragraphe, L est le corps C des nombres complexes et K
est un sous-corps de C. Un tel corps K contient nécessairement Q.

Dire que a € C est algébrique sur K revient donc a dire qu’il existe P dans
K[X]\ {0} tel que P () = 0. Un tel polynéme annulateur P est non constant et
peut étre pris unitaire en divisant tous ses coefficients par son coefficient dominant.
Pour K = Q il peut étre pris dans Z[X] \ {0} en le multipliant par le ppcm des
dénominateurs de tous ses coefficients.

On note K I’ensemble de tous les nombres complexes algébriques sur K.

En écrivant que Q[X] = UQ" [X], on déduit que Q[X] est dénombrable,

neN
soit Q[X] = {Px, k € N}, les P;, étant des polynémes & coefficients rationnels.
Donc Pensemble Q = U P ! {0} des nombres complexes algébriques sur Q est
kEN
dénombrable et I'ensemble C \ Q des nombres complexes transcendants est infini
non dénombrable.

Exemples 4.4
e Pour tousn € N* et r € QY, {/r est algébrique sur Q.
e Le nombre complexe i est algébrique sur Q et sur R.

o Les réels e et m sont transcendants sur Q.

e Pour tout n € N*, ¢ (2n) = r,m®" ot 1, € Q%, est transcendant sur Q.

On peut admettre le résultat suivant de démonstration difficile.

Théoréme 4.14. Hermite-Lindemann

Pour tout nombre algébrique non nul o, le réel e® est transcendant.

Exemples 4.5 Les nombres e, w et  (2p) = rm?P o r € Q7. sont transcendants,
cela pouvant aussi se justifier sans le théoréme précédent.

Théoréme 4.15.

Si a € C est algébrique sur K, il existe alors un unique polynome unitaire
P, € K[X] tel que T, = (P,) et ce polynome P, est l'unique polynome
unitaire irréductible de K[X] qui annule a. De plus, P, est non constant
et ses racines complexes sont toutes simples.

Démonstration Pour tout a € C, I'ensemble Z, = ker (p,) est un idéal de
lanneau principal K [X]. Dans le cas ot « est algébrique sur K, cet idéal n’est pas
réduit a {0} et il existe un unique polynéme unitaire non nul P, € K[X] tel que
Z, = (P,) (théoreme ?77).
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On rappelle que P, est le polyndéme unitaire de Z, de degré minimum, ce qui
implique qu'un polyndéme non nul de degré strictement inférieur a celui de P, ne
peut annuler a.

Si P, = QR avec @, R dans K[X], on a alors Q (@) R () =0 et @ (a)) =0 ou
R(a) =0, ce qui équivaut & dire que ) ou R est dans 'idéal Z,,. Ces polynomes
étant de degré inférieur ou égal a celui de P,, 'un des deux est nécessairement
constant. On a donc ainsi prouvé que P, est irréductible dans K [X]. Réciproque-
ment si P est un polynéme unitaire irréductible de K [X] qui annule «, il est alors
dans Z,,, donc proportionnel & P, et nécessairement égal a P, puisque irréductible
et unitaire. D’ou 'unicité.

Le polynéme P, qui est unitaire et annule a est non constant, donc de degré
au moins égal & 1. Comme P, est irréductible dans K [X], il est premier avec son
polyndéme dérivé P/, € K[X], donc d’apres le théoréme de Bézout, il existe U,V
dans K [X] tel que UP, +V P/, =1, ce qui implique que P, et P, ne peuvent avoir
de racine complexe en commun. Les racines complexes de P, sont donc toutes
simples. ]

Avec les hypotheses et notations du théoreme précédent, on dit que P, est le
polynéme minimal de « et son degré est le degré de « sur K. Il est noté d (o, K).
Pour tout a € C algébrique sur K de degré d = d(«,K) > 2, en notant
a1 = a, g, -+, a4 les d racines complexes (distinctes, car toutes simples) de P, et
o = Z oy, oy, pour 1 < k < d les fonctions symétriques élémentaires
1<y << <d
correspondantes, des égalités dans C[X] :

d—1 d d
Po(X)=X"+> ax X' = [[ (X —ap) =X+ > (-1)* o x?F
k=0 k=1 k=1

(théoréme ?7), on déduit que les o = (—1)F ag_y sont tous dans K.
Les zéros aa, -+ ,aq de P, sont les conjugués de o. Ce sont des nombres algé-
briques sur K de méme polynéme minimal P,.

Lemme 4.11 Pour tout o € C, on a :
(e eK) e Ko =K) < (d(a,K) =1)

Démonstration Il est clair que pour tout & € C on a K C K[a]. Si @ € K, on
a alors P («) € K pour tout P € K[X] puisque K est un corps, ce qui implique
que K[a] = K. Si K[o] = K, on a alors a € K et il est annulé par X — o qui
est unitaire irréductible dans K[X], donc « est algébrique sur K de polynéme
minimal X — « et d (o, K) = 1. Dire que d (o, K) = 1 signifie que « est algébrique
sur K de polynéme minimal P, (X) =X +c € K[X], donc o = —c € K. ]

Le théoreme qui suit peut étre utilisé pour donner des exemples de nombres
transcendants sur Q.
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Théoréme 4.16. Liouville
Si a est un nombre algébrique sur Q de degré d > 1, il existe alors un
réel Cp, > 0 telle que pour tout nombre rationnel L # a ou (p,q) € Z x N*,
q
Ca
qt

a—p’Z
q

on a

a
Démonstration Pour d = 1, a est rationnel, soit @ = 3 avec(a,b) € Z x N*.

———, donc |ag —bp| # 0
qb

_p|_lag—tpl 11
gb  — bg
Pour d > 2, le nombre « est irrationnel d’apres le lemme BE-10. En notant P, son
polynéme minimal, il existe un entier naturel non nul n tel que Q, = nP, € Z[X]

Pourr:BG(@distinctdeaona0< a—
q

p’ _ |ag —bp|

dans N, ce qui équivaut & |ag — bp| > 1. On a donc

et pour tout rationnel r = B, on a ¢?Qq (r) € Z. De plus cet entier est non nul.
q

En effet si ¢?Q,, () = 0, alors 7 est racine de Q, et on a Q, (X) = (X —7) R(X)
avec X —r et R dans Q[X] non constants (on a d > 2), en contradiction avec
P, irréductible dans Q[X]. On a donc ‘qd (Qu (@) — Q4 (r))‘ = ’qua (7")’ > 1.
D’autre part, le théoréme des accroissements finis nous dit qu’il existe un réel s
strictement compris entre a et r tel que Q, (@) — Qo (1) = (a—7) Q7 (s). On
distingue alors deux cas : soit |« —r| < 1let danscecasona s € [ — 1, + 1] de
sorte que :

1< 1¢Qa ()| = ¢ la — | 1Q4 (5)] < ( sup @, (S)I) g —r]

s€la—1,a+1]
/ 11 .
donc C1 =  sup [|Q,(s)|>0et [a—7|> = —;soit [a —r| > 1 et dans ce
s€fa—1,a+1] Cl q
1 1 C
cason a |a —r[ > —. En posant C, = min (1,C> ,on a alors | — p‘ > —g. [
q 1 q

d’entiers compris entre 0 et 9
+oo

I it I d partir d'un certai leréel € =Y —2 est

telle que a,, soit non nul d partir d’un certain rang, le réel & = Z Tont €

n=1

Corollaire 4.5. Pour toute suite (ay),, cn-

transcendant.

Démonstration Soit ng € N* tel que a, # 0 pour tout n > ng. En notant
k
— 10! On — 10! .
p=10 Zl()”! et ¢ = 10" pour k > ng, on a :

n=1

+oo “+oo
p| an, 9 1 9 10 1
0< ‘5 - q‘ - _zk;i_l 107! S 10(k+1)! Z:O 10 10k+D)! 9 = q7
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Si € est algébrique de degré d > 1, il existe alors un réel C¢ > 0 tel que l'on ait

C

75 < |e— p‘ < — soit C¢ < +—; bour tout k > ng, ce qui conduit a une
q q -

absurdité et faisant tendre k vers 'infini. En conclusion & est transcendant. ]

On peut utiliser le corollaire précédent pour montrer qu’il y a autant de nombres
transcendants que de réels. Pour ce faire on utilise 'application qui associe a

a a
£ = Z WZ' le réel Z 10—”” € 10,1] et on vérifie que c’est une bijection (si
neN* neN*

x € ]0,1[ est décimal on utilise son écriture décimale impropre comportant une
infinité de 9).

En exploitant les propriétés de la matrice compagnon de P, pour o € K, on
peut vérifier que K [a] est contenu dans K, ce que l'on retrouvera avec le fait
que K est un corps. Voir le paragraphe ?? pour plus de détails sur les matrices
compagnons.

Précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.17.

Sia € C est algébrique sur K, il en est alors de méme de P (a) pour tout

polynome P € K[X] et en notant oy = a, s, - -+ ,aq les racines complexes
d
de P,, le polynome minimal de P («) est un diviseur de H (X — P(ag))
k=1

qui est dans K[X].

Démonstration Si a est algébrique sur K de degré 1, on a alors K [a] = K CK.
Pour o € C algébrique sur K de degré d = d(a,K) > 2, en associant & son

d—1
polynéme minimal P, (X) = X? — Zaka € K[X] sa matrice compagnon :

k=0

0 0 ag

1 : aq

Co = ) E.A4d(KJ
0 :
0 1 Aq—1

on sait que P, est le polynome caractéristique et le polyndéme minimal de C,
(théoréme ?7). La matrice C,, dont le polynéme caractéristique est scindé a racines
simples dans C (théoréme BT3) est diagonalisable, donc il existe R € GL4 (C) et
D € M4 (C) diagonale de termes diagonaux asi,--- ,ay telles que C,, = RDR™!.
Il en résulte que C¥ = RD*R~! pour tout k € N et P(C,) = RP(D)R*! par
linéarité pour tout polynéme P € K[X], la matrice P (D) étant diagonale de
termes diagonaux P (ay), -+, P (aq). Le polyndme caractéristique de la matrice
d

P (Cy) est donc xpc,) (X) = H (X — P(ag)), ce polynéme étant dans K[X]
k=1
puisque P (Cy,) € M, (K). Donc tout élément P («) de K [a] est algébrique sur K
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d
de polyndéme minimal qui divise H (X — P(ag)) dans K[X]. Le degré de P («)
k=1
est donc au plus égal a d (o, K). [
On peut remarquer que la matrice compagnon C,, est la matrice de I’endomor-
phisme z € K[a] — az € K|o] dans la base (aF) du K-espace vecto-
riel K [a].

0<k<d—1

d
On déduit du théoréme précédent que pour tout P € K[X], on a ZP () €K
k=1

d
(cette somme est 'opposé du coefficient de X4~! dans H (X — P (o)) € K[X]).
k=1
d .
En particulier, on a Zai € K pour tout j € N.
k=1

Théoréme 4.18.

Pour tout o € C, on a :

(e eK) e (Kl =K(a) & (Ko : K] < 400)

Démonstration Pour tout o € C, K () est un sous-corps de C qui contient «
et K, donc il contient K [a] .

Supposons que «a soit algébrique sur K de polynéme minimal P,. Pour montrer
que K[a] = K(«), il nous suffit de montrer que anneau unitaire K [a] est un
corps (par définition de K («)), ce qui revient a montrer que tout élément non nul
de K [o] est inversible dans K [a] . Tout z € K [¢ s’écrit = P («) avec P € K[X].
Par division euclidienne on peut écrire que P = P,QQ + R avec R=00u R # 0
et R de degré strictement inférieur & celui de P, et on a © = R(a). Si x n’est
pas nul, il en est de méme de R qui est premier avec le polynoéme irréductible
P,, le théoreme de Bézout nous dit alors qu’il existe deux polynémes U,V dans
K[X] tels que UP,+ VR =1etona V(a)R(a) =1, ce qui signifie que R (a) est
inversible dans K [a] d’inverse V (a) .

On peut aussi utiliser le morphisme d’anneaux ¢, : P € K[X]| — P (a) € C qui
a pour noyau Z, = (P,) et pour image K[«a]. Par passage au quotient, on déduit

un isomorphisme d’anneaux de

K[X]

Supposons que K[a] = K(a), c’est-a-dire que K[a] soit un corps. Si a = 0,
il est alors algébrique, sinon il est inversible dans K[a] et il existe un polynéme
P € K[X] tel que aP (a) =1 et le polynéme XP (X) — 1 € K[X] annule «, ce
qui signifie que « est algébrique sur K. Par division euclidienne tout polynome
P € K[X] sécrit P = P,Q + R et P(a) = R(a) est combinaison linéaire de
La, - ,a%@®-1 yne telle écriture étant unique. Le K-espace vectoriel K [a] est
donc de dimension finie égale a d (o, K) .

) sur K [«a] et pour « algébrique le polynome

P, est irréductible, donc

est un corps ainsi que K o] .
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Si [K[a] : K] est fini égale a d, la famille (ak)0<k<d
traduit en disant qu’il existe un polynéme non nul P de degré au plus égal & d
dans K [X] tel que P (a) = 0, donc « est algébrique. [

est alors liée, ce qui se

La démonstration précédente nous dit en particulier que si « est algébrique sur
K de degré d, = d (o, K), K o] est alors un corps et [K[a] : K] = d, une base du
K-espace vectoriel K [o] étant (o) 0<h<d, 1"
Pour « transcendant sur K, Papplication ¢, : P ~ P () réalise un isomor-

phisme de K[X] sur K[a] et le corps K () est isomorphe & K (X).
Théoreme 4.19.

L’ensemble K des nombres complexes algébriques sur K est un sous-corps
de C qui contient K.

Démonstration Tout élément de K étant algébrique sur K, on a K C KcC.
Pour vérifier que K est un sous-corps de C, il suffit de montrer que si «, 8 sont

_ 1 _
dans K avec 8 # 0, alors —«, —, a4+ 3 et af sont aussi dans K.

. B
SiP(X)= ZakX ¥ est un polynéme non nul dans K [X] qui annule a, alors le
k=0
polynéme Q (X) = Z (—=1)" ax X* est non nul dans K [X] et Q (—a) = P (a) =0,
k=0

c’est-a-dire que —a est dans K.

Pour ce qui est de a + S et af, il s’agit de montrer que les K-espaces vecto-
riels K[a + (] et K[af] sont de dimensions finies (théoréme BEIR). Ces espaces
étant contenus dans K [a][#], il nous suffit de montrer que ce dernier est de di-
mension finie. Comme « est algébrique sur K, K[a] est un sous-corps de C et un
K-espace vectoriel de dimension finie. De plus si g est algébrique sur K, il lest
également sur K [o] et K|[o] [8] est de dimension finie sur K [¢] . Avec la propriété
de multiplicativité des degrés (lemme B10), on en déduit que :

(K] [8] : K] = [K[o] [B] : K[e]] [K[e] : K] < +00

d
Enfin, si B € C* est algébrique sur K de polynéme minimal Pg (X) = ZakX k.
k=0

d
1
Le polynoéme Q (X) = XP; (X) = Zad,ka est non nul dans K[X] et on
k=0

1 P 1
a @ (5) = ﬁﬁgﬂ) = 0, c’est-a-dire que B est algébrique sur K. Sachant que

1
K [8] = K(p) est un corps, on a 3 eKI[g]. [
Avec le théoreme précédent, on retrouve le fait que si a € C est algébrique sur
K, il en est alors de méme de P («) pour tout P € K[X] (théoréme ET7).

Le fait que K est un sous-anneau de C peut aussi se justifier en faisant apparaitre
les nombres algébriques comme valeurs propres d’une matrice a coefficients dans K.
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d—1
Pour tout a € K de polynéme minimal P, (X) = X9¢ — Zaka € K[X], en
k=0
notant V, = (ak)0<k<d_1 dans C¢\ {0}, on a aV, = A,V, en désignant par
0 1 0o - 0
0 0 :
A, = S . . 0 la transposée de la matrice compagnon Cl,
o --- 0 0 1
ao DRI DY 7- .. ad—l
de P,, donc pour 8 € K de degré d’, en notant V = (ﬁj Va)ogjgd/q dans C4"
on a :
A, 0 - 0 Va
BVa
; 0 A, )
OZV = (ﬁ]AaVa)OSde’—l = : - AV
: . . 0 0
0o -~ 0 A, gl =1y,

ou A € Mgy (K), ce qui nous dit que le vecteur V' (qui est non nul) est vecteur
propre de la matrice A associé a la valeur propre «. De maniére analogue, on a :

BVa
B*Va
BV = :
Bd/_lva
(bo+ 018+ b8 1) Vi
0 Id 0 Va
BVa
_ 0 0 — BV
: - Iq 0
bolg --- 0 by_114 Bd'—lva

c’est-a-dire que le vecteur V est vecteur propre de la matrice B € M4 (K) associé
a la valeur propre .

On a donc (A — B)V = (a — ) V avec V non nul dans C%' | ce qui signifie que
« — (B est une valeur propre de la matrice A — B, donc une racine du polyndme
caractéristique x4 p qui est dans K [X] puisque A — B € Mgy (K). Il en résulte
que a — [ est algébrique. De méme avec (AB)V = (af)V on déduit que af est
algébrique. En conclusion K est un sous-anneau de K.

Ce résultat peut aussi se justifier en utilisant la notion de résultant (voir le
théoreme 23).

Le théoréme BTH se généralise comme suit.
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Théoréme 4.20.

Pour toute suite (), <p<, de nombres complexes, on a :

(@)1chen €B") & Rlar, - o] =K (ar, -+ an)
< ([Klag, - an] : K] < 400)

Démonstration On proceéde par récurrence sur ’entier n > 1. Pour n = 1, c’est
le théoreme BIR. En supposant le résultat acquis au rang n — 1 > 1, on se donne
une suite (), <<, de n > 2 nombres complexes.

Si les ay, pour 1 < k < n, sont algébriques sur K, on a alors K [a;] = K(ay) et
les o, pour 2 < k < n, sont algébriques sur K (ay) puisque ce corps contient K|
donc le théoréme précédent et ’hypothese de récurrence appliquée au corps K (aq)
nous permettent d’écrire que :

K[alv'” ,Ckn] :K[al] [a27"' 70‘”] :K(al)[a27"' aan]
=K() (g, - ,an) =K(ag, - ,an)

Supposons que Koy, -+ ,an] = K(ag, - ,a,). Si ap, = 0, il est alors algé-
brique sur K (a1, ,an—_1), sinon il est inversible dans le corps K[ay, -, a,] et
il existe P € K[Xy,---,X,] \ {0} tel que a, P (01, , ) = 1, ce qui nous dit
que oy, est annulé par X P (a1, -+ ,op—1,X)—1 € K(ag, -, an_1) [X]\ {0}, soit
qu’il est algébrique sur K (aq, -+, a,—1) et le théoréme précédent nous dit que :

[K[alv"' 7O‘n} K] = [K(ala"' aO‘n):K] = [K(alv"’ 7an—1)(aﬂ):K] < +0o0

Si [K[ag, - ,an]: K] < 400, on déduit des inclusions K [ag] C Ko, -, ]
entre K-espaces vectoriels pour 1 < k < n, que les oy sont tous algébriques sur K.
]

Le théoréme précédent peut étre utilisé pour vérifier que K est un sous-anneau
de C. Si a, B sont dans K, on a alors [K [a, 8] : K] < 400, donc K [a — ] et K [a/3]
qui sont des K-sous-espace vectoriel de K [«, 5] sont aussi de dimension finie sur
K, ce qui implique qu’ils sont algébriques sur K.

Pour « € C algébrique sur K de degré d, = d (o, K), le corps :

do—1
Kla] = { Z ara”, (ak)ogkgdafl € Kda}
k=0

est une extension de degré fini de K. Pour K = Q, on dit que c’est un corps de
nombres de degré d,.

Réciproquement, on peut montrer que si L est un extension de degré fini de K,
il existe alors un nombre algébrique « sur K tel que L = K|qo].

Lemme 4.12 Pour tous a, B dans K, il existe 0 € K tel que K (o, ) =K (0).

Démonstration Pour o = §, on a K (o, a) =K («).
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Si a est de degré 1 [resp. si B est de degré 1] il est alors dans K et on a
K (o, 8) = K(p) [resp. K(a, f) = K(a)].

En supposant a # 3 de degrés au moins égal a 2, on note oy = a, g, - -+ , g les
racines complexes du polynéome minimal P, de a et 81 = 3, B2, - , B4 les racines
complexes du polynéme minimal Pz de . Le systéeme d’équations d’inconnue ¢ :

aj+tfr=a+tf (1<j<d 2<k<d)

ayant un nombre fini de solutions, il existe A € K* tel que a; + A8, #0 = a+ A\
pour tout j compris entre 1 et d et tout k compris entre 2 et d’. On a 6 € K(a, §),
donc K () € K(a, §) . Pour vérifier que K (a, ) C K (8), il nous suffit de montrer
que B € K (), ce qui impliquera que aa = 0 — A3 € K(0).

Le polynome Q (X) = P, (§ — AX) = P, (o — A (X — 3)) est dans K (9) [X] \ {0}
tel que Q (B8) = Py (@) =0 et Q (Br) = Po (0 — ABi) # 0 pour 2 < k < d' puisque
0 — A\Bx # o pour 1 < j < d, donc le pged de Pg et @ dans K () [X] est de
degré égal a 1 puisque Pg et ) ont une seule racine complexe en commun, soit
R(X)=pged (Ps(X),Q (X)) =pX +voupecK(@)\{0}etveK(d). Vuque
R =UPg+V(Q s’annule en 3, on a puff+v = 0 et en conséquence, 8 = v e K().

Comme « et 3 sont algébriques sur K, on a [K[f] : K] = [K[e, 5] : K] < +00
(théoréme E20), donc 6 est algébrique sur K. L]

Lemme 4.13 Pour toute suite (), <)<, den > 2 nombres algébriques sur K, il
existe 0 algébrique sur K tel que K (aq, - ,an,) =K ().

Démonstration Pour n = 2, c’est le lemme qui précede. Supposant le résultat
acquis au rang n — 1 > 2, étant donné (), <p<, € Kn, il existe a algébrique sur
K tel que K (aq, -+ ,an-1) =K(a), donc:

K(ala"' 7an) :K(al,"' ;anfl)(an) :K(Q) (Oén) :K(g)

ou # est algébrique sur K. m

Le nombre complexe 6 dans le lemme précédent étant algébrique sur K, on a
aussi K (aq,---,a,) =K[6].

Théoréme 4.21. de ’élément primitif
Si L est une extension de degré fini de K, il existe alors un mombre

algébrique 0 sur K tel que L = K[6)].

Démonstration Soit L. une extension de degré d > 1 de K et (aj),<;«, une
base du K-espace vectoriel L. Tout élément = de L s’écrit de maniére unique

d d
z =Y Mg = Plar,-+,0q) ot P(X1,-+,Xa) = > MXp € K[X1,-++, X,
k=1 k=1
donc L C Koy, - ,aq] C K(ag, - ,aq). Le corps L contenant K et les ay
pour 1 < k < d, il contient K (e, ,a;,) qui est le plus petit de ces corps, d’ott

Pégalité L = K(ay, - ,aq) . En remarquant que tout x € IL est algébrique sur K
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(car (Jck)o <p<gy formé de d+1 éléments est K-liée), on déduit du lemme précédent
qu’il existe un nombre algébrique 6 sur K tel que L. = K [6] . [

Dans le cas ou L est une extension de degré 2 de K, on dit que c’est une
extension quadratique de K et il existe § € L \ K tel que §* € K et L = K[f]. En
effet, on a K ¢ L car [L : K] = 2 et pour tout z € L\ K, (1, z) est une base du K
espace vectoriel de L. Le systeme (1, z, 22) est alors lié et il existe a, b, c non tous
nuls dans K tels que az? + bz + ¢ = 0. Comme (1, z) est libre, on a nécessairement

b\ b2 —dac
a # 0 et I'équation précédente s’écrit a | [ 2+ — | — —z
a

) = 0. En posant
2a

b ,  b*—dac
9:2«""%,01'1396]14\1&,0:?
vectoriel de L, ce qui entraine que L = K[6].

En particulier si o est un réel algébrique de degré 2 sur @Q, il existe alors 8 € Q7

tel que K [o] = K [V/B] .

€ K et (1,0) est une base du K espace

Théoréme 4.22.

Le corps K des complexes algébriques sur K est algébriquement clos.

Démonstration On sait déja que K est un sous-corps de C qui contient K

(théoréme ET9).

SiP(X)= ZakX’“ est un polynome de degré n > 1 dans K[X] c C[X], il ad-
k=0

met alors une racine a € C qui est algébrique sur K (o, -+, ap,) = K[0] = K(6)

ou § € K, done [K(f,a):K(0)] = [K(0) () : K(0)] < 400, ce qui implique
d’apres le lemme B0 que [K(6,): K] < 400 (on a les extensions de corps
KcCcK(#) CcK(9)[a] avec [K(0) : K] < 400 et [K(0) () : K(0)] < +00), ce qui
nous dit que a € K. Le corps K est donc algébriquement clos. [

Le théoreme qui suit nous donne une description des morphismes de K-algebres
de K [«a] dans C pour « algébrique sur K.

Théoréme 4.23.
Soient o € C un nombre algébrique sur K de degré d, = d(a,K) et
P, € K[X] son polynome minimal.

1. Pour tout morphisme de K-algébres o : K[a] — C, o («) est une racine
de P,.
2. 1l y a exactement d, morphismes de K-algébres de K [a] dans C.

3. En notant (0%),<p<y. la suite de tous les morphismes de K-algébres de
K [a] dans C, tout 6 € K [a] est algébrique sur K annulé par le polynome

do
Qo (X) = H (X — o0k (0)) qui est une puissance de Py dans K[X].
k=1
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Démonstration Notons (ax),<,<,. les racines complexes distinctes de P, avec
a1 = a. Dans le cas ol « est de degré 1, on a K [a] =K et o1 : 7 — 7 est P'unique
morphisme de K-algebres de K [a] dans C. Les résultats annoncés sont alors des
trivialités. On suppose donc que d,, > 2.

1. Soit 0 : K[a] — C un morphisme de K-algebres. On a o (zy) = o (z) o (y)
et o (ax +y) = ao (z) + o (y) pour tous z,y dans K[a] et tout a dans K, donc
(o) =0 (a*) pour tout k € N (on a o (1) =1) et P (o (a)) = o (P (a)) pour
tout P € K[X], ce qui donne en particulier P, (0 (a)) = o (P, () = 0 (0) = 0.
2. 1l existe donc, pour tout morphisme de K-algebres o de K[a] dans C, un
entier k compris entre 1 et d, tel que o (a) = ag. Les ap étant deux & deux
distincts, cela défini exactement d,, tels morphismes de K-algebres (tout z € K|q]

do—1
s’écrit de maniére unique z = Z ajod, donc en posant o (a) = ay, on définit
§=0
do=1
un morphisme de K-algebres de K [o] dans C par o (z) = Z ajay). Comme tout
j=0

morphisme de corps, o est injectif (le noyau de oy est un idéal strict du corps
K [a] car oy (1) = 1, donc réduit & {0} et o, est injectif) et ¢’est un isomorphisme
de K[a] sur Im (o) = K [ay] .

3. On sait déja que le corps K[a] est contenu dans K. Tout 6 € K|[a] s’écrit

da—1 do—1
0= Zajaj = P(a) avec P(X) = Z a; X7 € K[X], donc pour tout entier
j=0 3=0

da—1 do—1
k compris entre 1 et d,, on a oy () = Z aj (op (@) = Z aja, = P (o) et
3=0 7=0

da
Qo (X) = H (X — P (o)) € K[X] d’apres le théoréme T2
k=1

dg
On note Py (X) = H (X = 0k) olt (0k) 1 <f<q, st la suite des racines complexes

k=1
deux & deux distinctes de Py. La restriction de chaque oy, & K [] est un morphisme
de K-algébres de K[f] dans C, donc il existe j compris entre 1 et dy tel que
o, (0) = 0 et on a Qy(0;) = Qo (01 (0)) = 0k (Qo (0)) = 0 avec Qp € K[X].
Il en résulte que Py = Py, divise Qp dans K [X] (P est irréductible dans K [X]
annulant 0;, donc Py = Py;). On a donc Qy = QF; avec r > 1 et Q € K[X]
unitaire non divisible par Py. Si @) est non constant, il admet alors une racine
complexe qui est aussi racine de Qg, cette racine est donc 1'un des oy (0) = P ()
et on a o, (Q (0)) = Q (01 (0)) = 0, ce qui implique que Q () = 0 puisque o, est
injectif et le polyndéme minimal Py de 6 devrait diviser @, ce qui n’est pas. On a
donc @ =1et Qo = Fy. n
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4.5 Entiers algébriques

Définition 4.7. On dit qu'un nombre complexe « est un entier algébrique
s’il est algébrique sur Q de polynéme minimal dans Z [X].

Du fait que P, € Z[X] pour « entier algébrique de degré d, on déduit que les

expressions symétriques élémentaires des racines complexes de P, sont des entiers
do
relatifs. En adaptant la démonstration du théoreme B4, on voit que Zai S/
k=1
pour tout j € N ot les ay, sont les racines complexes de P,,.
En effectuant la division euclidienne dans Z [X] par le polynéme unitaire P, on

da
voit que Z[a] = {Zakak, (ak)o<r<d, 1 € Zd‘*} (c’est un groupe additif libre
k=0

de type fini).
On note Z l’ensemble des entiers algébriques.

Lemme 4.14 Un nombre complexe o est un entier algébrique si, et seulement si,
il existe un polynome unitaire P € Z [X] tel que P (a)) = 0.

Démonstration Si o est un entier algébrique, son polynéme minimal est alors
unitaire dans Z [X] et annule o. Réciproquement, s’il existe P unitaire dans Z [X]
tel que P () = 0, on a alors P = P,Q ou P, et Q sont dans Q[X], ce qui implique
que P, et @ sont en fait dans Z [X] (lemme ?7?) et nous dit que « est un entier
algébrique. [

Pour tout nombre algébrique a € Q il existe un entier n > 1 tel que no
soit un entier algébrique. En effet, si a € C est algébrique sur Q de polynéme

da—1

minimal P, (X) = X% — Z r, X", en désignant par n € N* le ppcm des dé-
k=0

nominateurs des coefficients r; pour r compris entre 0 et d, — 1, on a alors

do—1
(na)® — Z nde=kr, (na)® = nd P, (o) = 0, ce qui nous dit que na est un
k=0

do—1
entier algébrique annulé par P, (X) = X% — Z nde=kr X% € Z[X].
k=0

Un entier algébrique est rationnel si, et seulement si, il est entier.

Exemples 4.6

o Pour tout nombre premier p > 2, o = \/p est un entier algébrique de poly-
nome minimal X2 — p.

e Pour tous nombres premiers ¢ > p > 2, le réel a = \/p + /q est un entier
algébrique de degré 4 (exercice G-4).
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2im

e Pour tout nombre premier p > 2, le nombre complexe e »

est un entier
p—1
algébrique de polynéme minimal le polynome cyclotomique @, (X) = ZX’“
k=0
(voir Uexercice 7?7 pour Uirréductibilité de ®, dans Q[X]).

En vue de démontrer que l’ensemble Z des entiers algébrique est un anneau
nous donnons la caractérisation qui suit des entiers algébriques.
Pour toute suite (), <<, de d > 1 nombres complexes, 'ensemble :

Z[a17"' 7ad]:{P(ala"' 7ad)a PGZ[X17"' aXd]}

est un sous-anneau de C comme image du morphisme d’anneaux P — P (o, -+, aq)
de Z[Xy,---,Xg4] dans C. C’est le plus petit sous-anneau de C qui contient Z et
les ap, pour 1 < k < d.

—d
Lemme 4.15 Si (ak),cp<q € 2 est une suite de d > 1 entiers algébriques, le
groupe additif Z oy, -+ ,aq] est alors de type fini (i. e. engendré par un nombre
fini d’éléments).

Démonstration Pour tout entier k compris entre 1 et d, on note P, € Z[X]
le polynéme minimal de «j, et djy son degré. De I'égalité Py () = 0, on déduit

que azk est combinaison linéaire & coefficients entiers de 1, ay, - - - ,az’“fl et par
récurrence, on en déduit qu’il en est de méme de o' pour tout entier m > dj. Il en
résulte que tout élément de Z[aq,- -, aq] est combinaison linéaire & coefficients
d
entiers relatifs des Ho‘?k ou les exposants my pour 1 < k < d sont tels que
k=1
0 < my < dj — 1, ce qui nous dit que le groupe additif Z [aq, - , a4 est de type
d
fini engendré par {Hazl’“, 0<my <d— 1} . [
k=1

Lemme 4.16 Un nombre complere o est un entier algébrique si, et seulement
fini, il existe un sous-groupe additif G # {0} de C de type fini tel que oG C G.

Démonstration Si a € C est un entier algébrique, le groupe additif G = Z [a]

est alors de type fini et pour tout P € Z[X], on a aP (a) = (XP) (o) € G,

donc aG C G. Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-groupe additif

G # {0} de C de type fini tel que G C G. En se donnant une partie génératrice
m

(2k)1<p<m de G, tout élément z de G s'écrit z = Zakzk ou (ak)y<pem € Z™M.
k=1

Pour tout entier & compris entre 1 et m, on a az; € G puisque aG C G, donc il
m

existe (k)1 <<, € Z™ tel que azy = Y ar,;zj, ce qui nous dit que (k)<<
j=1
est solution non nulle (car G # {0}) du systéme linéaire de m équations a m
inconnues :
m
N (ko —arg) 2y =0 (1< k <m)
j=1
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et il en résulte que le déterminant de la matrice de ce systéme est nul, soit :

a — anl —ai12 ce —Q1m
—asz; a— a2 - —da2m
P(a)= ) ) , } =0
—Qam1 —Aam2 ot = Omm

ou P € Z[X]\ {0} est unitaire de degré d. Donc « est un entier algébrique. n

Théoréme 4.24.

L’ensemble Z des entiers algébriques est un sous-anneau de C.

Démonstration On a déja les inclusions Z C Z C C. Pour vérifier que Z est
un sous-anneau de C, il suffit de montrer que si «, 3 sont dans Z, alors a — 3 et
af sont aussi dans Z. Pour a, 3 dans Z, le groupe additif Z [a, 3] est de type fini
et non réduit & {0} (il contient Z) et des inclusions (o — 8) Z o, 8] C Z [, B] et
(aB)Z |, B] C Z|a, (], il résulte que o — 5 et «af sont des entiers algébriques
d’apres le lemme précédent. [ ]

On déduit du théoréme précédent que si o est un entier algébrique, ’anneau
Z[a] est alors contenu dans Z.

Le théoreme précédent peut aussi se montrer en faisant apparaitre deux entiers
algébriques non nuls « et S comme valeurs propres associées au méme vecteur
propre de deux matrices a coefficients entiers relatifs, la démonstration étant ana-
logue a celle de la deuxieme remarque qui suit le théoreme ETY. Il peut également
se prouver en utilisant le résultant de deux polynoémes (théoreme 223).

Avec le théoréme précédent, on retrouve le fait que Q est un corps. Si a, 3 sont
dans Q, il existe alors deux entiers n > 1 et m > 1 tels que na € Z et mf3 € Z,
donc nma et nmf sont dans Z (c’est un groupe additif), ce qui implique que
nm (a+ B) = nma +nmp et n?m2aB € Z (c’est un anneau), donc a + 3 et o3
sont dans Q (facile & voir puisque nm € Z*). Donc Q est donc un sous-anneau de
C. Le fait que tous les éléments de Q \ {0} sont inversibles se prouve comme pour
le théoréme B—T9.

4.6 Exercices

Ezxercice 4.1. Montrer directement que Z[X] n’est pas principal ¢

Solution. Considérons'idéal I = (2, X) = 2Z+ XZ dans Z [ X] et supposons qu’il
existe P € Z[X] tel que I = (2,X) = (P). Comme 2 € I, il existe Q € Z[X] tel
que 2 = P@Q, donc P est constant divisant 2 et P = £1 ou P = +2. Comme P € I,
ona P =2A+ XB avec A, B dans Z[X], donc P = P (0) = 2A(0) est un entier
pair, soit P = 2. Comme X € I, on a X = QP avec Q € Z[X] et I’évaluation en
1 nous donne 1 = P (1) Q (1) = 2a avec a € Z, ce qui est impossible.
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Ezxercice 4.2. Déterminer les éléments irréductibles de l’anneau K [[X]] .

Solution. Si S € K[[X]] est irréductible, elle est alors non nulle et non inversible
et sa valuation vaut 1. En effet, si val(S) = n > 2, on a alors S = X™S; avec
S inversible, donc S = X (S”’lSl) est réductible. On a donc S = X 57 avec
Sp inversible. Réciproquement une telle série entiére est irréductible (sinon, on a
S =UV avecval (U) > 1, val (V) > 1 et val (S) > 2). Les éléments irréductibles de
K [[X]] sont donc les séries formelles associées & X et la décomposition en facteurs
irréductibles d’une série entiere S non nulle et non inversible est S = X"5; ou
n = val (S) et Sy est inversible dans K [[X]].

K[X,Y]  K[X,Y]
¥ —x2) (XY —1)

Exercice 4.3. Montrer que sont principaux.

Solution.

1. 11 est clair que lapplication ¢ : P(X,Y) € K[X,Y] — P (X, X?) € K[X]
est un morphisme d’anneaux. Pour tout n € N, on a ¢ (X") = X", donc sa
restriction & K[X] est 'identité et ce morphisme est surjectif. Dans Panneau
K[X,Y] =KI[X][Y], on peut effectuer la division euclidienne de tout polynéme
P e KI[X,Y] par Y — X? puisque le coefficient dominant de ce polynéme en Y’
est 1 (théoréme ?7), soit P (X,Y) = Q(X,Y) (Y — X?) + R(X,Y) ol R est
de degré en Y strictement inférieur a 1, c’est-a-dire que R = R (X) est dans
K[X] et P est dans ker (¢) si, et seulement si, R = 0, ce qui revient & dire
que P(X,Y) = Q(X,Y) (Y — X2) est dans l'idéal (Y — X2) . En conclusion

K[X,Y] K[X,Y] K[X,Y]
V-X?)  ker(p) v - x?)
est principal.

est isomorphe & K[X] qui est principal, donc

1
2. L’application ¢ : P (X,Y) e K[X,Y]— P (X, X) € K(X) est un morphisme
d’anneaux. En écrivant tout polynéme P € K[X,Y] = K[X][Y] sous la forme
P(X,)Y) = ZAk (X)Y*, o les Ay sont dans K [X], il existe A € K[X] tel
k=0

A (X))  AX)
Xk T X

que ¢ (P)(X) = dans K (X), donc Im (¢) est contenu

k=0
dans ST'K[X] ou S = {X", n € N}. En écrivant toute fraction rationnelle
n
Xk
T € S7'K[X] sous la forme T (X) = %, ouar € Kpour 0 < k <n,
k=0

onaT =¢(P)on P(X,Y) = Y axX*Y™", donc Im(p) = ST'K[X]. On

k=0
vérifie enfin que le noyau de ¢ est Iidéal (XY —1). Dans K (X) [Y], on peut
effectuer la division euclidienne de tout polynéme P € K[X,Y] par XY — 1,
soit P(X,Y)=Q (X, Y)(XY -1)+R(X,)Y),ou Q(X,Y) e C(X)[Y] et R
est de degré en Y strictement inférieur & 1, soit R = R(X) € K(X). Donc
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P est dans le noyau de ¢ si, et seulement si, R = 0, ce qui revient a dire
que P(X,Y) = Q(X,Y) (XY —1). Il Sagit alors de vérifier que @ est dans

KI[X][Y]. Pour @ = 0 c’est clair et pour @ # 0, ona P (X,Y) ZAk

et Q(X,Y) ZB’“ YY® ot les Ay sont dans K[X] et les By sont dans

K(X), de sorte que Pégalité P (X,Y) =Q(X,Y) (XY — 1) nous donne :

P(X,Y)=) XBi(X)Y"' -3 "B, (X)v*
k=0 k=0
= Zn:XBk_l (X)Y* — ni By (X)Y*
k=1 k=0
= XB,_ 1 (X)Y* - By(X) + i (XBj_1(X) - B (X)) YF
k=1

et par récurrence finie, on en déduit que :

By (X) = —Ay (X) € K[X]
{ Be(X)= Ay (X)— XBp1 (X) e K[X] 1<k<n—1)

K[X,Y] K[X,Y]

soit @ € K[X][Y]. En conclusion Xy —1) = Ker (9) est isomorphe &
K[X,Y
STIK[X] qui est principal, donc (X[Y’—l]) est principal.

Z
Exercice 4.4. Montrer que, pour tout n € N, les idéaux de 7 sont ses
n

Z
sous-groupes additifs. Déterminer tous les idéaux de 7 pour n > 2. Quels
n

sont les idéaux premiers, maximauz de 7 et de 7 pourn > 2 ?
n

\ J

Solution.

Z
1. Si I est un idéal de A c’est en particulier un sous-groupe additif. Récipro-
n

Z - Z
quement si I est un sous-groupe additif de A pour (E, b) eI x 7 on a
n n

Z
a-b=*xlbla==x|bla=x(a+---+a) el et]estunidéal de 7
n

Z
0z " Z qui est principal, ses idéaux étant les (q) ou
qg € N.Pourn =1, on aZ, = {6} Pour n > 2, ce qui précede nous dit

2. Pour n = 0, on a

que les idéaux de 7 sont les (g) ot ¢ € {1,--- ,n} est un diviseur de n. On
n
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Z
— z

peut vérifier que ?TZ) = "% o) A En effet, comme ¢ divise n, 'application
q 977 q

_ 7 ~ _
p: ke 7 k € Z, est bien définie (si k = j, n divise alors k — j, donc
n
g qui divise n divise aussi k — j et k = j) et c’est un morphisme d’anneaux
_ 7, —
surjectif de noyau ker () = {k € 7 | ¢ divise kz} ={ja=JqljeZ} = (1),
n
Z

Z
donc @ est isomorphe a —.

@ qZ
3. Dans Z qui est principal, on a les équivalences :

((p) maximal) < ((p) premier) < (p premier)

7
(lemme B4). Pour n > 2, dans 7 qui est fini, il y a équivalence entre idéal
n

Z
premier et maximal (exercice BI0) et on a vu que les idéaux de 7 sont de
n

la forme I = (g) ot ¢ = 0 ou g # 0 est un diviseur de n. Pour n premier, 7

n
Z _ _

est un corps et ses seuls idéaux sont 7 et {0}, seul {O} est maximal. Pour
n

n > 2 non premier, on a deux possibilités, soit I = (p) ou 2 < p < n —1 est

un diviseur premier de n et dans ce cas I est maximal (on a I # i puisque

n

P qui divise 0 n’est pas inversible et si (p) C J = (g) avec ¢ qui divise n, on a
alors p = agq, soit p = aq + kn = aq + kjq et q divise p, donc ¢ = 1 ou q = p,

soit J = —7 ou J =1), soit I = (g) ol ¢ est un diviseur non premier de n et
n
Z
I n’est pas maximal (pour ¢ =1, on a I = — et pour ¢ > 2, on a ¢ = ab avec
n

— Z
2<ab<qg—1letI=(ab) & (a) & @) En définitive, les idéaux maximaux

7
de 7 sont les (p) ou p est un diviseur premier de n.
n

Ezxercice 4.5. Montrer que si [L : K] est fini, alors tout élément de L est
algébrique sur K.

Solution. Si [L : K] est fini, alors pour tout « dans L le sous K espace vectoriel
Ko] de L est également de dimension finie (théoréme EIR), ce qui signifie que
a est algébrique sur K. Par exemple de [C: R] = 2 on déduit que tout nombre
complexe est algébrique sur R, ce qui peut aussi se voir directement en écrivant
que pour tout z = x + iy dans C on a (z — 2)? 4+ y2 = 0.

Ezxercice 4.6. Soit p > 2 un nombre premier.
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1. Montrer que \/p est un entier algébrique de polynome minimal X2 —p.
Préciser Uinverse de z € Q [/p] \ {0} .

2. Montrer que pour tout nombre premier q > p, \/q ¢Q [\/f)] .

3. Montrer que pour tout nombre premier q > p, le réel « = /p+./q est un
entier algébrique de degré 4 en vérifiant que la famille {1, NIV ,/pq}
est une base de Qo] .

V244
2

4. Montrer que pour nombre premier q > 2, f = est un nombre

algébrique, mais pas un entier algébrique.

Solution.

1. Le réel \/p est annulé par P(X) = X? —p € Z[X], clest donc un entier
algébrique. Le polynéme P est irréductible dans Q[X] puisque ses deux ra-
cines £,/p sont irrationnelles pour p premier, donc ,/p est de degré 2 et on
a Q[yp] ={r+syp, (rs) € Q*}. Pour tout z = r+s\f € Q[yp \ {0}
ou (r,s) € Q*\ {(0,0)}, on a (r+s,p) (r—syp) = r*+ps®> € Qi, donc

T

P 7“2+7\[ dans Q [/p] -

2. Si /g € Q[\/p], on aalors \/g=r+sy/pou(rs) e (Q)* (s = 0 donne

Va=r€Qetr=0donne \/6 = s € QQ, soit une impossibilité dans les deux
p

cas pour q > p premiers car ,/q et \/? sont irrationnels), ce qui implique que
p

g=(r+ sﬁ)2 =124 ps®+2rs,/p € Q avec rs # 0, donc /p € Q, ce qui n'est
pas possible.

3. Pour a = /p+,/g,ona (a® —p— q)2 = 4pq, donc a est annulé par le polynome
P(X)=X*—2(p+q) X2+ (p—q)® et c’est un entier algébrique de degré au
plus égal & 4, donc [Qa] : Q] < 4. De o = p+q+2,/pg € Qa], on déduit
que /pq € Qla], donc \/pga = p\/G+q./p € Q[a] et pa = p\/p+p,/q € Q[a],
ce qui implique que \/pga — pa = (¢ —p)/p € Qla], donc \/p € Qo] et
Vi =a—/p€Q[a]. Montrons enfin que la famille {1, NIV \/]Tq} est libre
dans Q[a]. Si a,b,c,d dans Q sont tels que a + b\/p + ¢/q + d\/pg = 0, on a
alors \/§(c+ d\/f)) = —a—by/p. Sic+d,/p=0,onaalors a+b,/p=0, donc
c=d=0et a=0b=0 puisque /p est irrationnel. Sinon, ¢+ d,/p est inversible
dans le corps Q [\/f)] et \/q=— (a + b\/f)) (c + d\/g?))f1 eQ [\/;5] , ce qui n’est
pas possible. La famille {1, VD V4 \/pT]} est donc libre et c’est une base de
QJa]. 1l en résulte que [Q[a] : Q] =4 et P est le polyndme minimal de «.

On peut aussi procéder comme suit. En notant o/ = \/g—/p, ona a+ao’ = 2,/q
et ad/ = ¢ — p, cest-a-dire que a et o sont les deux solutions de 1’équa-
tion P (X) = X? — 2,/qX 4+ q—p = 0. Ils sont donc algébriques sur le corps
Q[v/q] . Comme o n'est pas dans Q [,/g] (sinon on a \[ =a/q € Q[ya],

soit /p = r + s,/q avec r,s rationnels et p = r? 4+ gs% + 27s,/q nous dit
que ,/q est rationnel), on en déduit qu'il est de degré 2 sur Q [f] et on a
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Qo] : Q] = [Q [a] : Q [\/cj]] [Q [\/Q] : Q] = 4, ce qui implique que P est le
polynoéme minimal de a.
2
4. Le réel g = @ = % est un nombre algébrique de polynéme minimal
QX)) = %P(QX) (ona P(25) =P (a) =0et Qo] = Q[F] est de degré 4). Si
2
_PHdys P—9)
2 16

3 est un entier algébrique, on a alors @ (X) = X4 € Z[X],

2
donc % € N* et (17176(]) € N*, ce qui est impossible pour p =2 et ¢ > 3

impair.

Exercice 4.7. Soient 2 < p < q deuxr nombres premiers. Montrer que
a = ./p+ {q est algébrique sur Q, puis calculer son polynome minimal.

Solution. Posons 3 = ¢/q—/p. Ona a+ 3 =2¢q et aff = {/¢?> —p, c’est-a-dire
que a et (3 sont les solutions de I'équation P (X) = X? —23/gX + (Q/Q)Q —p=0.
Ils sont donc algébriques sur le corps Q [¢/g] (il est facile de vérifier que &g
est algébrique sur Q de degré 3). Comme « n'est pas dans Q [¢/g], il est de
degré 2 sur Q [\3/6] etona [Qla]: Q] = [Q [a] : Q [\S/QH [Q [{‘/@] :Q] = 6. Avec
(a — \/ﬁ)g = g, on déduit que a3 — 30¢2\/}3 + 3pa — p\/p = ¢, ce qui entraine
3 2 2 2, NPT . N
(a + 3pa — q) =p (3a + p) , c’est-a-dire que « est annulé par le polynéme :

2 2
P(X)=(X*+3pX —q)" —p(3X? +p)
= X% - 3pX* — 2¢X3 + 3p° X% — 6pgX + ¢* — p?

et ce polyndme est le polynéme minimal de a.

FEzxercice 4.8. Soient p un nombre premier et & une racine primitive

p2-ieme de l'unité. Montrer que & est algébrique sur Q et déterminer son

polynome minimal.

Solution. Pour tout n € N*, une racine n-ieme de I'unité est algébrique sur Q
puisque racine de X™ —1 = 0. Si ¢ est une racine primitive p?-iéme de 1'unité, alors
&P est une racine p-ieme de I'unité différente de 1 (€ est d’ordre p? dans (C*, x)),
c’est-a-dire que £ est annulé par le polyndéme cyclotomique ®,2 (X) = &, (XP)

p—1
(corollaire 77). Ona @2 (X +1) = Z (X +1)")" avec (X + 1)” = X? +1 dans
k=0
z [X], de sorte :
SARE que :
o,(X+ D)= (x?+1) =2, (X7 +1)
k=0
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_ z
avec @, (X7 +1) = XP(P~1) dans 7 [X] (voir lexercice ?7?). Ce dernier résultat
b

se traduit en disant que tous les coefficients du polynéme ®,2 (X + 1) sauf le co-
efficient dominant sont divisibles par p. Le coefficient constant ®,2 (1) = p n’étant
pas divisible par p?, le critére d’Eisenstein nous dit que ®,2 (X + 1) est irréduc-
tible dans Q [X] et il en est de méme de @, (X). Le polynéme &, est donc le
polynéme minimal de toute racine primitive p2-iéme de l'unité. De maniére gé-
nérale, on peut vérifier que pour tout n € N*, le polynéme cyclotomique ®,, est
irréductible dans Q[X] (théoréme ?77).
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Chapitre
O

5.1 Définitions et premiéres propriétés

On appelle stathme sur un anneau A commutatif et integre toute application
w:A* - N.

Définition 5.1. Un anneau commutatif et inteégre A est dit euclidien, s’il
existe un stathme ¢ tel que pour tout couple (a,b) d’éléments de A avec
b # 0, il existe un couple (g,7) dans A% tel que a = bq + r avec r = 0 ou

r#0et p(r) <e(b).

Avec les notations de la définition précédente, ¢ est un quotient et r un reste
dans la division euclidienne de a par b.

On notera (A, ) un tel anneau euclidien ou tout simplement A, quand le
stathme ¢ est fixé.

Théoréme 5.1.

Un anneau euclidien (A, p) est principal. Précisément, pour tout idéal I
de A non réduit a {0}, il existe ag € I\ {0} tel que v (ag) = min ¢ (a)

acI\{0}
et I = aoA.

Démonstration Soient (A, ) un anneau euclidien et I un idéal de A. Si I = {0},

il est alors principal engendré par 0. Si I # {0}, on note alors ng = m\l? }(p (a).
acI\{0

Cette borne inférieure existe est atteinte puisque ¢ (I \ {0}) est une partie non vide
de N, c’est-a-dire qu'il existe ag € I\ {0} tel que ng = ¢ (ap) = miny (I \ {0}).
La division euclidienne d’un élément a de I par ag donne a = gag + r avec r = 0
puisque ag est de stathme minimal dans I'idéal I\ {0} (si r # 0, alors r = a — qag
est dans I\ {0} puisque I est un idéal et ¢ (r) < ¢ (ag) = no, ce qui contredit la
définition de ng), donc a = qag et I C apA. Comme par ailleurs agA C I puisque
I est un idéal, on a I = agA. En définitive, A est principal. [ ]
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La réciproque du théoréeme précédent est fausse, il existe des anneaux principaux
non euclidiens (voir le paragraphe 64).

Corollaire 5.1. Un anneau euclidien est nécessairement unitaire.

Démonstration A étant un idéal, il existe ag € A tel que A = agA. Pour
tout a € A, il existe alors un élément ¢ € A tel que a = gag. En particulier il
existe e € A tel que ag = eag et en conséquence, pour tout a = qag € A, on
a ae = qage = qag = a, ce qui signifie que e est I’élément neutre de A pour le
produit. ]

Dans ce qui suit les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires et integres.

Si A est un corps, on a alors a = bg avec ¢ = ab~! pour tous (a,b) € A x A*,
donc r = 0 est un reste et toute application ¢ : A* — N est un stathme.

On suppose a priori pour la suite de ce chapitre que 'anneau A n’est pas un
corps.

Définition 5.2. Si (A,¢) est un anneau euclidien, on dit alors que le
stathme ¢ est croissant (pour 'ordre de la division) si on a ¢ (ab) > ¢ (a)
pour tout (a,b) € A* x A*.

Dire qu’un stathme ¢ sur A* est croissant revient aussi a dire que si a,c dans
A* sont tels que a divise ¢, on a alors ¢ (a) < ¢ (c).

Le lemme qui suit nous dit que si (A, ) est un anneau euclidien, on peut alors
toujours se ramener & un stathme croissant.

Lemme 5.1 Etant donné un anneau euclidien (A, ), Uapplication G : A* — N

définie par @ (a) = mkn ¢ (ax) pour tout a € A* est un stathme croissant et (A, D)
TEA*

est un anneau euclidien.

Démonstration Pour tout a € A*, I'ensemble {p (ax), x € A*} est une partie

non vide de N, donc admet un plus petit élément, ce qui justifie la définition de

Pentier ¥ (a). Pour a,b dans A*, on a @ (ab) = miAn v (abz) = ¢ (abxy) > P (a).

TEA*
Soient a,b dans A avec b # 0 et g € A* tel que @ (b) = mkn ¢ (bx) = p (bxp) . La
TeA*
division euclidienne dans (A, ¢) de a par bxg, a = bgzg +r avecr =0 ou r # 0 et
D (r) <e(r) < p(bxrg) =% (b), donne une division euclidienne dans (A, %) . L]

Théoréme 5.2.

Soit (A, ) un anneau euclidien tel que le stathme ¢ soit croissant.

1. Pour tout (a,b) € A* x A*, on a ¢ (ab) > ¢ (a), légalité étant réalisée
si, et seulement si, b est inversible. En particulier, on a ¢ (—a) = ¢ (a)
et ¢ (ab) > ¢ (a) pour a,b non nuls avec b non inversible.

2. Pour tout a € A*, on a ¢ (a) = migl v (az) .
TEA*

3. Ona(p(l):;lelkrlgo(x) et A ={a € A", p(a)=p(1)}.
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Démonstration

1. Soit a € A*. Comme ¢ est croissant, on a ¢ (a) < ¢ (ab) pour tout b € A*.
Si b € A%, on a alors ¢ (ab) > ¢(a) et p(a) = ¢ ((ab)b™') > ¢ (ab), donc
@ (ab) = ¢ (a). Si b € A* est tel que p(a) = ¢ (ab), la division euclidienne de
a par ab, a = q(ab) + r impose r = 0, car sinon on a r = a (1 —¢b) € A* avec
v(a) <@(a(l—gb)) =¢(r) < ¢(ab), en contradiction avec ¢ (a) = ¢ (ab). On
a donc r =a(l—qb) =0 avec a € A*, ce qui impose gb = 1 et signifie que b est
inversible.

2. Pour tout z € A*, on a ¢ (a) < p(ax) et p(a) = p(a-1) avec 1 € A*, donc
¢ (a) = irelkri ¢ (azx) . En particulier, on a ¢ (1) = ;IEHAQ e (z).

3. Poura € A*, ona ¢(a) =p(l-a) = ¢(1) si, et seulement si, a € A*, donc
A*={a€e A", p(a)=p(1)}. L]

Nous avons vu avec le corollaire B2 qu’un anneau principal est factoriel (dé-
finition BM) et en conséquence il en est de méme pour un anneau euclidien. La
démonstration directe du fait qu’un anneau euclidien est factoriel est plus simple.

Théoréme 5.3.

Un anneau euclidien (A, @) est factoriel.

Démonstration Quitte a remplacer le stathme ¢ par le stathme @ défini avec
le lemme BT, on peut supposer que ¢ est croissant. Pour 'existence d’une dé-
composition en facteurs irréductibles, on procéde par récurrence sur ¢ (a) € N,
pour a € A*. Si ¢(a) = ¢ (1) (la valeur minimale du stathme ¢ d’aprés le
théoreme B3), a est alors inversible. Si A est un corps c’est alors terminé, si-
non on se donne a € A* non inversible et on suppose que le résultat est acquis
pour tous les éléments b de A* tels que ¢ (b) < ¢ (a). Si a est irréductible, c’est
alors terminé, sinon il s’écrit a = bc ou b et ¢ ne sont pas inversibles et on a
e () < pbe) = pla), ¢(c) < p(be) = ¢(a), donc 'hypothése de récurrence
nous dit que b et ¢ sont des produits finis d’éléments irréductibles. Il en est alors

T S
de méme de a. Sia = Hpk = qu avec 1 <r < s, les py, et g; étant irréductibles

k=1 =1
S

dans A, p; est alors un élément irréductible de A qui divise le produit qu et
j=1

en conséquence il divise I'un des ¢; et comme p; et ¢; sont irréductibles, ils sont

nécessairement associés. Dans 'anneau intégre A, on peut alors simplifier par p;

T S
et il nous reste Hpk = quj, ol u est un élément inversible de A. Au bout de r

k=2 j=1
J#i

étapes, on aboutit a 1 = ’quj, ol v est un élément inversible de A et J une partie
jeJ

de {1,---,s} et comme les g; sont irréductibles, cette partie est nécessairement

vide, ce qui veut dire que r = s et les py, g; sont deux a deux associés. [ ]
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5.2 pged dans un anneau euclidien

Pour ce paragraphe, (A, ) est un anneau euclidien qui n’est pas un corps.

Un anneau euclidien étant principal, il est a pged (théoréme EZH). Dans un
tel anneau, on dispose de 'algorithme d’Euclide pour obtenir le pged de deux
éléments non nuls, il permet également de déterminer des éléments u et v de A
tels que au 4+ bv = a A b. Tout est basé sur le résultat suivant.

Lemme 5.2 Soient a,b dans A* et r un reste dans la division euclidienne de a
pardb. On a alorsaANb=0>bsir=0ouaANb=bAr sir#0 (i un multiplicateur
inversible prés).

Démonstration Onaa=bg+ravecr =0our #0et p(r)<ep().Sir=0,
alors b divise a, donc (a,b) = (b) et aAb=10.Sir # 0, = aAb qui est un diviseur
commun & a et b va diviser r = a — bq, c¢’est donc un diviseur commun a b et r et
0 divise &' = b Ar. Comme ¢’ = b A r est un diviseur commun & b et r, il divise
aussi @ = bg + 7, ¢’est donc un diviseur commun & a et b et ¢’ divise §. On a donc
§ =wud avec &' #£0 et u e A, n

Le principe de l'algorithme d’Euclide est le suivant pour a,b dans A* tels que
w(a) > p(b) (a et b jouent des roles symétriques).

On note 1y = b et on désigne par r; un reste dans la division euclidienne de a
par b. Siry =0, c’est alors terminé : a Ab =1y = b. Sinon, on a ¢ (r1) < ¢ (rg) et
d’apres le lemme précédent a Ab = rg Ary. On désigne alors par 9 un reste dans la
division euclidienne de ry par r1. Si 7o = 0, c’est alors terminé : aAb = rgAry =11
Sinon, on continu avec 9 A ry = r1 Are. On définit donc ainsi une suite (ry,), <,
d’éléments de A par : B

e 10 =10;

e 71 est un reste dans la division euclidienne de a par b; on a donc r; = 0 ou
0<p(r) <e¢(ro);

e pour n > 2, sir,_1 =0 alors r, = 0, sinon 7, est un reste dans la division
euclidienne de 7,_s par r,_1 etonar, =00ou0< ¢ (r,) < p(r,_1).

Il existe alors p € N* tel que r, =0, 0 < p(rp_1) < --- < ¢ (r1) < ¢ (r9) et
aNb=rg AT = =1p_1 ANTp =Tp_1, c’est a dire que a A b est le dernier reste
non nul dans cette suite finie de divisions euclidiennes. On a en fait construit avec
I’algorithme d’Euclide, dans le cas ol b ne divise pas a, deux suites (r")OSnSp et
(qn)1<n<, d’éléments de A de la maniére suivante :

a=qro+r (rm#0et p(r) <e(rg))
To=qar1 +12 (r2 # 0 et o (r2) < p(r1))

Tp—3 = Qp—1Tp—2 + Tp—1 (Tp,1 7’é Oet g (T;Dfl) < (TP*Q))
rp—2 = qpTp—1 +7p (rp =0)

On vérifie alors qu'il existe uy et v dans A tels que 1 = auy + bvg. Pour k=0
etk=1lonarg=b=a-0+b-letr; =a-1+b(—q ). En supposant le résultat
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acquis jusqu’a l'ordre k — 1l pour 0<k—1<p—2ona:

Th = —qkTh—1 + Th—2 = —qi (Qur—1 + bvg_1) + aup_2 + bvg_2

= a (Uk—2 — qrUr—1) + b (Vh—2 — qrUK_1) = auy + bug

En particulier pour k =p—-1onaaAb=r,_1 = aup_1 + bvp_1 = au + bv.
Un tel couple (u,v) n’est pas unique puisque si (u,v) est une solution, pour tout
A € A, le couple (v/,v") = (u+ Ab,v — Aa) est aussi solution.

Dans le cas de 'anneau des entiers relatifs, on peut donner une majoration du
nombre de divisions euclidiennes que nécessite I’algorithme d’Euclide pour calculer
le pged de deux entiers naturels a > b > 1. Pour ce faire nous utiliserons le résultat
suivant sur la suite de Fibonacci définie par Fy =0, F} =1et F,, = F,,_1 + F,,_o
pour tout entier n > 2.

est le le

" — (1 —9)" Oaw:1+¢5
NG

Lemme 5.3 Pour toutn € N, on a F,, =
nombre d’or.

Démonstration Le polynome caractéristique de la relation de récurrence défi-
nissant la suite (F,), oy est P (X) = X? — X — 1 et ce polyndme a pour racines

145 1 1-+5

p = 5 etl—p=—-—— = 5 (somme et produit des racines). Il en
¥
résulte I'existence de deux constantes réelles «, 3 telles que F,, = ag™+ (1 — ¢)"
pour tout n € N. Les conditions initiales nous donnent Fy = o+ 3 = 0 et
1
Fi=ap+p8(1—¢)=1donc f=—-aet (2p—1)a=1,soit a =

201

. Sl

" = (1—p)"
NG

et F, = pour tout n € N.

Théoréme 5.4. Lamé

Le nombre de divisions euclidiennes que mécessite l’algorithme d’Fuclide
pour calculer le pged de deuzx entiers naturels a > b > 1 est inférieur ou
égal a 5 fois le nombre de chiffres de b dans son écriture décimale.

Démonstration L’algorithme d’Euclide pour calculer le pged de a et b consiste
a construire la suite d’entiers (rn)71<n<p comme suit :

e r_1=a, 179 =0b,0<1r; <rgestle reste dans la division euclidienne de
r_1=aparrg=>o;

e siry =0,onaalorsp =1etaAb=>b,sinonpourl <n <p—-1,0<r, <r,_1
est le reste dans la division euclidienne de r,,_o par r,_1;

e 17, =0.

Onarp:0<rp,1 < <rp<rgetaANb=rgAr = =Tl ATy =Tpo1,
c’est a dire que a A b est le dernier reste non nul r,_; dans cette suite de divisions
euclidiennes. L’algorithme d’Euclide a donc nécessité p — 1 divisions euclidiennes.
La derniere division, qui donne un reste nul, n’est pas comptée.
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Il existe alors deux suites d’entiers relatifs (“n)ogngpq et (Un)ogngpq telles
que 7, = au, + bv, pour tout n compris entre 0 et p — 1.

On vérifie par récurrence finie que I'on a r,_, > F}, pour tout entier £ compris
entre 0 et p.

En effet, pour k=0,onar,=0=Fy. Pour k=1, onar,_1 >1=F (rp,—1
est le dernier reste non nul). Supposant le résultat acquis jusqu’au rang k — 1 avec
2 < k < p. Par construction, on a :

Tp—k = Qp—(k-2)Tp—(k-1) + Tp—(k-2) (0 < Tp—(k=2) < Tp-(h-1))
donc q,_(x—2) > 1 puisque 0 < 1r,_(p_1) < Tp_p €t :
Tp—k = Tp—(k—1) T Tp—(k—2) = Fr—1+ Fr—2 = Fj,

En particulier, on a pour k =p, rg =b > F),.
En désignant par m le nombre de chiffres dans ’écriture de I’entier b en base 10,

m—1
onab= 3 bl0¥ ol by_y > 1et 10m"1 < b < 10™, donc 10™ > b+ 1 et
k=0
In(b+1 P — (1 — )
W:loglo(b+l).D’autre part, on a b > F, :90(\/590)&“%
-1 1—lP P 1— )P P
|1—g0|:\/5 <1,d0nc| #| <1etb+12§0—|—<1—(<’0))2@,
2 V5 V5 V5 V5

ce qui nous donne :

P

m > logyo (b+1) > logy, <i0/5> = plogyo (¢) — logyg (\/5)

m + logy (\/5)

et p<
logyg (¢)

_logyg (V/5)
—— 478, = —————=
logy () logy (¢)

Comme p — 1 est un entier, on a en fait p — 1 < [am + §]. Il nous suffit donc de

montrer que f (m) = [am + 8] < 5m pour tout m € N*. Pour m =1,2,3, on a :

On adoncp—1 < am+pf avec o = —1+<0.67.

f()=la+p8]=5, f(2)=[2a+p] =10, f(3) = [3a+p] =15

et pour m > 4, am + 8 = 4.785 - m + 0.672 = 5m + (0.672 — 0.215 - m) avec
0.215-m —0.672 > 0.215-4—0.672 = 0.188 > 0, donc am+ 8 < dmet p—1 < 5bm,
soit le résultat annoncé. ]

5.3 Quelques exemples d’anneaux euclidiens

5.3.1 L’anneau Z des entiers relatifs

Lemme 5.4 Soit a un réel. Pour tout couple d’entiers (a,b), avec b # 0, il existe
un unique couple d’entiers (q,r) tel que a =bg+r et a« <r < a+ |b|.
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Démonstration Soit (a,b) € ZxN* et E = {k € Z, a — bk > a}. Cet ensemble
est non vide (comme klim (a — bk) = +o0, il existe k < 0 tel que a — bk > «)
——00

a— o
et majoré (la condition a — bk > « équivaut & k < ——), donc il admet un plus

grand élément g et ona g€ E, g+ 1 ¢ E, soit ¢b <a—a < (¢+ 1)b. En posant
r=a—-bg,onaa=bg+raveca<r=a—-bg<a+b=a+lb.Pour b < -1,
on a lexistence de (¢/,7") € Z? tel que a = (=b)¢' + 1, a <1’ < a+ |b| et il
suffit de poser ¢ = —¢’, r = r’. Supposons qu’il existe deux couples d’entiers (g, )
et (¢/,r') telsque a =bg+r =b¢ +r' et « < rr' <a+|bl.Siqg#¢q, ona
alors |r — /| = |b(q — ¢')| > |b| avec r et r’ dans Uintervalle [a, o + |b|[, ce qui est
impossible (faire un dessin). On a donc g = ¢’ et r = 7/, soit 'unicité du quotient
et du reste. ]

Pour a = 0, on retrouve le théoréeme classique de division euclidienne avec un
| [0l

[b] 4

reste positif. Pour a = -5 le reste est dans [2, 5 { et c’est le reste de plus

petite valeur absolue.

Théoréme 5.5.

L’anneau Z est euclidien pour le stathme ¢ : n € Z* — |n|.

Démonstration Il suffit de prendre @ = 0 dans le lemme précédent. ]
La condition |r| < |b| n’assure pas 'unicité du quotient et du reste. Par exemple,
on a deux divisions de 12 par 5 dans (Z,||), 12 =3 x5—3 =2 x 5+ 2 (voir aussi
Pexercice B2 pour cette question d’unicité du quotient et du reste).
Une application importante du théoréme de division euclidienne dans Z est le
théoréeme de numération dans une base.

Théoréme 5.6.

Soit b un entier supérieure ou égal a 2. Pour tout n € N*, il existe
un unique entier p et un unique (p + 1)-uplet (nk)0<k<p € NP+ tels que

p
ny, # 0,0 <ni <b—1 pour tout k € {0,1,--- ,p} etn:anbk.
k=0

—+o0
Démonstration En remarquant que N* = U (67,6771, il suffit de montrer
=0
le résultat pour tout entier n dans [b7,b7T![ on j décrit N. Pour j = 0 tout
P
n € [1,b[ s’écrit sous la forme n = anbk avec p = 0 et ng = n. Supposons le
k=0

résultat acquis pour 5 > 0 et soit n € [bj+1,bj+2[. En utilisant le théoréme de
division euclidienne on peut écrire n = bg + ng avec 0 < ng < b— 1. On a alors
bg=n—mng > bt —b:b(b7 —1),doncq>b3 — 1, soit ¢ > b7. On a également

q= ? < ptl — %0 < b En définitive ¢ € [b7,077! | et avec I'hypotheése
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4 p+1
de récurrence il s’écrit ¢ = qub’c avec ¢, # 0. D’oun = bg + ng = anbk avec
k=0 k=0
ng = qx—1 pour tout k € {1,--- ,p+1}. En particulier n,41 = g, # 0. Supposons
P v
que l'on ait deux écritures n = anbk = Zn;cbk avec p' > p, 0 < np <b-—1,

k=0 k=0
Ognng—l,nP#Oetng,;«éO. On a alors :

p
W<n<d) (b—1)bF =t -1 <prt!
k=0
De méme b7 < n < b” 1. Donc b? < bPFL soit b P < b et nécessairement
p = p’. En remarquant que ng est le reste dans la division euclidienne de n par b,

on déduit que ny = n{, puis par récurrence que ny = nj, pour tout k € {1,--- ,p}.
D’ou "unicité de la décomposition. ]
P
Dans la décomposition n = anbk on a bP < n < bPHL, c’est-a-dire que p est
k=0
le plus grand entier vérifiant b < n.
P
Avec les notations du théoréme précédent, on dit que I’écriture n = anbk est
k=0

la représentation en base b de I'entier n. On note n = n, -~ ming’ et on dit que
les ny, sont les chiffres dans I’écriture en base b de n.

5.3.2 L’anneau D des nombres décimaux

1
On peut définir 'anneau D des nombres décimaux comme le sous-anneau Z [10}

1
de Q image de Z [X] par le morphisme d’anneaux P € Z [X] — P (10) € Q. Un

1
nombre décimal est donc de la forme x = P (10) ou P e Z[X].

1
On peut vérifier que lapplication P € Z [X]| — P () € D passe au quotient

10

ZX]
(10X —1)
Une définition équivalente est donnée par le théoréeme qui suit.

en un isomorphisme de l’anneau sur D (exercice B3).

Théoréme 5.7.

Un nombre rationnel est décimal si, et seulement si, il est de la forme
a
T ot a est un entier relatif et m est un entier naturel.

m
2 g . ag .. L1 ~ . .
Démonstration Si z = E ToF est décimal, en réduisant au méme dénomina-
k=0
T T . . a L
teur, il s’écrit Tom ou a € Z. Réciproquement si x = Tom’ on a alors la division
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euclidienne a = agl0™ + r ol ag € Z et r est entier compris entre 0 et 10™ — 1
n

qui s’écrit en base 10 sous la forme r = Zrk 10* avec n < m, les 1, étant entiers
k=0
compris entre 0 et 9, donc = = ag + Z 107” 7 est décimal. ]
Du théoreme précédent, on dedu1t qu’un nombre décimal non nul peut s’écrire
sous la forme d = n2P5%, ou n,p,q sont des entiers relatifs avec n # 0 premier
avec 10 et une telle décomposition est unique. En effet, si n/2P 5¢ = n2P57 ou
n,n’ sont non nuls premiers avec 10, on a n/20tP 5614 = p2o+P5A+a en notant
a=|p|+p'| et B =|q|+]|¢|, de sorte que les exposants de 2 et 5 qui apparaissent
dans cette égalité sont positifs. L’unicité de la décomposition en facteurs premiers
dans Z impose alors que a+p' = a+pet 8+q = S+q, soit p=p’ et ¢ = ¢, puis
n = n’. Une telle écriture d’un nombre décimal est appelée écriture canonique.
1 a
L’anneau D = 7Z [10] des décimaux n’est pas un corps. Un rationnel r = Tom
est inversible dans D si, et seulement si, il existe un entier relatif b et un entier na-

b
turel n tels que W Ton = 1, ce qui revient & dire que ab = 10"T™ ou encore que 2
et 5 sont les seuls diviseurs premiers possibles de a et b. En définitive le groupe mul-
tiplicatif des nombres décimaux inversibles est D* = {r =425 (o, B) € Z2} .
On peut vérifier de diverses maniéres que I'anneau D des nombres décimaux
est principal (voir les théorémes Bl et BE2). Ce caractére principal peut aussi se

déduire du fait qu’il est euclidien.

Théoréme 5.8.

L’anneau D des nombres décimaux est euclidien pour le stathme @ défini,
en utilisant I’écriture canonique d’un nombre décimal, par :

Va = n2P57 € D*, ¢ (a) = |n|

Démonstration On a bien ¢ (a) € N pour tout ¢ € D*. Soient a = n2P59
et b = /2?59 dans D*. La division euclidienne dans Z, n = qun’ + r avec
0 <r; < |n/|, nous donne :

a=(qin +r1)2P57 = (q12p_p/5q_q/> b+ 7r12P57 = gob + 1 2P51

avec qo = q12p_p/5q_q/ € D. Siry =0, on a alors a = gab+ ro avec 7o = 0 et
g2 € D. Si r; # 0, de la décomposition en facteurs premiers de 71, on déduit que
r1 = s2°57, Pentier s étant non nul premier avec 10, ce qui nous donne a = gob+7s
avec gz € D et 7y = s2PT259H7 € D* tel que ¢ (r2) = |s| <71 < |n'| = ¢ (b). On a
donc bien une division euclidienne dans D pour le stathme ¢. |

On vérifie facilement que le stathme ¢ défini sur D est croissant. En effet, pour
a=n2P57 e D* et b=n'2P 59 € D*, on a :

@ (ab) = ¢ (nn'27 75150 ) = |nn| = Jn| = ¢ (a)
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Avec le théoreme B2, on retrouve le fait que :
D* = {r =n2P5%, |n| = 1} = {r = £2759, (p,q) € Z*}

(on utilise I’écriture canonique d’un nombre décimal).

5.3.3 L’anneau des entiers de Gauss,
théoréme des deux carrés

Avec l'exercice B2 nous avons vu que pour tout n € N*| ensemble :

Zlivn] = {P (ivn), P € Z[X]} = {a+iby/n, (a,b) € Z*}
est un sous-anneau de C stable par I'opération de conjugaison complexe.

Théoréme 5.9.

Pour n € N*, lanneau Z[ir/n| est euclidien si, et seulement si, on a
n € {1,2}.

Démonstration Pour n > 3, nous avons vu que 2 est irréductible non premier
dans Z [i\/n] (exercice B2), donc cet anneau n’est pas principal et en conséquence
non euclidien. u

Pour n € {1,2} et u,v non nuls dans Z [iy/n] , en écrivant que o= x +1iy/n ol

1 1 1 1
(z,y) € R?, il existe (a,b) € Z? tel que (x,y) € [a—27a+2[x [b—27b+2[,
donc g = a +iby/n € Z[i\/n] et :

1
n —+ <1

Yo =@ i =D VA = - @) -8 <

soit |u —qu| < |v|. En posant r = u — quv, on a u = qu + 71 ou ¢ € Z[i\/n] et
€ Zliy/n) est tel que ¢ (r) = |r|> < [v]> = ¢ (v), ce qui nous donne une division
euclidienne dans Z [i1/n] pour n = 1, 2. ]

Pour n = 1, Panneau Z [i] est ’anneau des entiers de Gauss. Il peut étre utilisé
pour caractériser les entiers naturels qui sont sommes de deux carrés d’entiers.

On note X3 = {n €N, 3 (a,b) € Z?; n =a? + b?} I'ensemble des entiers natu-
rels qui s’écrivent comme somme de deux carrés. On peut remarquer que Yo est
non vide, puisqu’il contient 0,1,2 = 12 + 12 et plus généralement tous les carrés
d’entiers n = a? + 0.

Un entier naturel n € s \ {0,1} est nécessairement réductible dans Z [i]. En
effet un tel entier s’écrit n = a? +b? = u-U avec u = a + ib et U = a — ib non
inversibles dans Z[i] puisque |u|” = [@]* = n > 2 (avec exercice B2 nous avons

vu que Z[iv/n)" = {u € Z[iy/n], |u| = 1}).

Lemme 5.5 Sin € X, il est alors congru 4 0,1 ou 2 modulo 4. Dans le cas
particulier ou n est impair, il est congru ¢ 1 modulo 4.
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Démonstration Pour tout a € Z, 'entier a? est congru a 0 ou 1 modulo 4 (pour
a =2k, onaa®=4k*=0mod (4) et poura =2k+1,onaa* =4 (K> +k)+1=1
mod (4)), donc tout n = a? + b? € ¥y est congru & 0,1 ou 2 modulo 4. Un entier
impair étant congru a 1 ou 3 modulo 4, sera congru a 1 modulo 4 s’il est dans Xs.
[

Lemme 5.6 L’ensemble Yo est stable pour le produit, c’est-a-dire que le produit
de deux entiers naturels qui sont somme de deux carrés est somme de deux carrés.

Démonstration Soient n = a?+b? et m = ¢ +d? dans 3o, o1 a, b, ¢, d sont des
entiers relatifs. En écrivant que n = |u|® et m = |v]* avec u = a + ib et v = ¢ + id
dans Z[i], on a :

nm = |[ul? [v]* = |w|® = |(ac — bd) + (ad + be) i|*> = (ac — bd)* + (ad + be)?

c’est-a-dire que nm est somme de deux carrés d’entiers. [ ]

En utilisant la décomposition en facteurs premiers dans ’anneau Z, il nous suffit
donc de caractériser les nombres premiers qui sont sommes de deux carrés pour
décrire Ys.

Lemme 5.7 Un nombre premier impair p 3 est congru a 1 modulo 4 si, et

BV

seulement si, —1 est un carré dans F, = 7 \ {6}, ce qui revient a dire qu’il
p

existe un entier a > 2 tel que p divise 1 + a?.

Démonstration Un nombre premier impair p > 3 est congru a 1 ou a 3 modulo 4.

Si p est congru a 1 modulo 4, il s’écrit alors p = 49 + 1 ou ¢ € N* et I'entier
-1

m=2""_ 2q est pair non nul. Avec 2m = p — 1 = —1 mod p, on déduit que

m+ 1= —m mod p et pour tout entier £ compris entre 1 et m — 1, on a :
m+k+1l=-m+k=—(m—k) modp
de sorte que :

(p—1)!

Il
—_
o

m-(m41)--- - (m+m)
=m!(-1)"m-(m—-1)----- 1= (m!)? modp

(m est pair). D’autre part, le théoréeme de Wilson nous dit que pour p premier, on
a (p—1)! = =1 mod p (théoréme ??). On a donc —1 = @* dans F}; otta = m! > 2,
ce qui signifie que p divise a? + 1.

Si p est congru a 3 modulo 4, il s’écrit alors p = 49 + 3 ol ¢ € N et l'entier
m =t ;
entier a compris entre 1 et p — 1 tel que —1 = @, ce qui implique que 'on a
=g = (—T)m = (-1) 2t _ —1, ce qui contredit le théoréme de Fermat
qui nous dit que 2~! =1 pour tout x € F}, (on a —1 # 1 puisque p # 2).

= 2g + 1 est impair. Si —1 est un carré dans F¥, il existe alors un

2

En définitive, on a montré que p est congru & 1 modulo 4 si, et seulement si, —1
est un carré dans Fy. m
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Théoréme 5.10. Fermat

Soit p > 2 un entier naturel premier. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. p est somme de deux carrés d’entiers ;
2. p est égal a 2 ou est congru a 1 modulo 4 ;
3. p est réductible dans Z[i] .

Démonstration

(1) = (2) On sait déja que 2 € 3. Si p est un nombre premier impair somme de
deux carrés, le lemme B3 nous dit alors qu’il est congru a 1 modulo 4.

(2) = (3) Sip est un nombre premier impair congru & 1 modulo 4, le lemme 53
nous dit alors qu’il existe un entier a > 2 tel que p divise 1 + a? et p est néces-
sairement réductible dans Z [i], sinon p est premier dans Z [i] puisque cet anneau
est principal et p qui divise (1 + ia) (1 — ia) dans Z [i] va diviser 1 + ia ou 1 — ia,
donc p divise 1 et a dans Z, ce qui est impossible.

(3) = (1) Si p est réductible dans Z [i], il existe alors u,v non inversibles dans
Z[i] tels que p = u - v, ce qui nous donne p? = |u|2 |v|2 dans N avec |u|2 >2et
lv]*> > 2 et nécessairement |ul> = [v|° = p, soit p = a® + b2 est somme de deux
carrés. -

Un entier naturel premier premier p étant égal a 2 ou congru a 1 ou 3 modulo 4,

on déduit du théoréme de Fermat que p est irréductible dans Z [i] si, et seulement
si, il est congru a 3 modulo 4.

Lemme 5.8 Sin € X5\ {0} admet un diviseur premier p congru d 3 modulo 4, il

est alors divisible par p? et — € Xo.
p

Démonstration Soit n = a?+b? € 35\ {0} . Si p est un diviseur premier impair

de n, on a alors dans F, a* = —5°.Si@#0 [resp. si b # 0], il est alors inversible

b a -
dans le corps F), et z = = [resp. z = =] est solution de 2% = —1, ce qui équivaut
a

a dire d’apres le lemme B2 que p est congru a 1 modulo 4. Donc pour p congru a
3 modulo 4, on a @ = b = 0, ce qui signifie que p divise a et b, soit a = pa, b = ps
etn=a2+b2=p2(a2+ﬂ2). [ ]

Théoréme 5.11. Fermat

Un entier n € N* est somme de deux carrés d’entiers si, et seulement si,
ses éventuels diviseurs premiers congrus a 3 modulo 4 qui apparaissent dans
sa décomposition en facteurs premiers y figurent avec un exposant pair.

Démonstration Pour la condition est nécessaire, on procede par récurrence sur
n > 1. n = 1 n’a pas de diviseur premier. Supposons le résultat acquis pour les
entiers de Xy \ {0} strictement inférieurs & n, ot n € Xy \ {0}. Si n admet un
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diviseur premier p congru a 3 modulo 4, le lemme précédent nous dit alors que

p? divise n et — < n est dans X3 \ {0}, donc ses éventuels diviseurs premiers

congrus a 3 modulo 4 apparaissent avec une puissance paire et il en est de méme
pour n. Réciproquement supposons que la décomposition en facteurs premiers de
n € N\ {0} soit de la forme n = 21 pl*2 ... prrgi™ ... g2 ot my > 0, les p; sont
des nombres premiers congrus & 1 modulo 4 (s’il en existe) et les ¢; des nombres
premiers congrus a 3 modulo 4 (sl en existe). Comme 1,2, les p; et les qu- sont
dans Y5 qui est stable par multiplication, on en déduit que n € . ]

Le théoreme précédent peut aussi s’exprimer en disant que, pour n € N* donné,
I’équation diophantienne 22 +y? = n posséde des solutions entiéres si, et seulement
si, les éventuels diviseurs premiers congrus a 3 modulo 4 qui apparaissent dans la
décomposition en facteurs premiers de n y figurent avec un exposant pair.

5.3.4 Les anneaux Z [w] pour w entier quadratique

On se donne un nombre complexe non réel w = = + iy ou x € R et y € R*
auquel on associe le sous-groupe additif de C engendré par 1 et w :

Z+Zw = {a+bw, (a,b) € Z?}

Lemme 5.9 Le groupe additif Z + Zw est un anneau si, et seulement si, w est un
entier quadratique, c’est-a-dire racine d’un polynéme de degré égal a2, P (X) = X2 — aX — 3
a coefficients entiers et irréductible dans Q[X].

Démonstration Si Z + Zw est un anneau, on a alors w? € Z + Zw et en consé-
quence, il existe (a, 3) € Z2 tel que w? = aw + 3, ce qui signifie que P (w) = 0,
ot P(X)=X?—-aX — 3 €Z[X]. Les racines w et @ de ce polynémes étant non
réelles, il en résulte que P est irréductible dans Q[X]. Le nombre complexe w est
donc un entier algébrique de degré 2, soit un entier quadratique.

Réciproquement, si w est un entier quadratique, il existe alors (a,3) € Z2

tel que w? = aw + B et pour tous u = a + bw, v = ¢ + dw dans Z[w], on a
w-v = ac+ (ad + bc)w + bdw? € Z|w], donc Z + Zw est un sous-anneau de C (on
a bien 1 € Z + Zw). n

On suppose dans ce qui suit que w est un entier quadratique non réel de poly-
néme minimal P, (X) = X? —aX — 3 € Z[X]. La division euclidienne dans Z [X]
par le polynéme minimal P, nous montre que :

Z+72w=7w={P(w), PeZ[X]}

Théoréme 5.12.

Soit w un entier quadratique non réel.

1. L’anneau Z |w] est stable par l'opération de conjugaison complexe z — Z
et Z|w) =Z[w] .

2. Pour tout entier relatif n, on a Z|w] = Z[n + w].
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3. Il existe un entier quadratique ' = =’ + iy’ tel que 2’ € [0,1[, v’ >0 et
Zw]=Z[w'].

Démonstration Le conjugué w étant la deuxieéme racine de P,,, c’est aussi un
entier quadratique.

Pour tout entier relatif n, le nombre complexe n + w est racine du polynéme
Priw (X) = X% — (@ +2n) X — (B+n?) € Z[X] qui est irréductible dans Q [X]
puisque de racines n + w et n + w non réelles, donc n 4+ w est aussi un entier
quadratique.

1. Les deux racines du polynéme P, étant w et W, on a w+w = a € Z et
lw)? =ww = —B € Ry NZ =N. Il en résulte que @ = o — w € Z [w] et pour tout
z=a+bw € Zw],onaz=a+bw € Z[w], c’est-a-dire que Z [w] est stable par
conjugaison complexe. Comme w € Z [w] et w =@ € Z[w|, on a Z[w] C Z [w] et
Z|w] C Z[w], soit Z[w] = Z[w].

2. Pourtout n € Z,onan+w € Zwl et w= (n+w) —n € Z[n+w|, donc
Zn+w| CZw]et Zw] CZn+w], soit Zw] =Z[n+ w].

3. En notant n = [z] la partie entiére de x = Re(w),ona 0 <z’ =z —-n<1

et Z|w| =Z[x' 4+ iy] = Z [z’ — iy], donc en notant y = sgn (y) y, ol sgn (y) = |y—|

)
est le signe de y (on a y # 0 puisque w € C\ R), on a Z [w] = Z[2' + iy’] avec
' €]0,1] et ¥ > 0. [

Théoréme 5.13.

Siw =z + iy est un entier quadratique non réel avec x € [0,1] et y > 0,

14+ivdn —1

on a alors w = ix/n ou w = ————  avec n € N*. Pour w dans
= 144V3 14+i/7 14+iV11
231\/5? 2 b 2 bl 2

stathme ¢ : z € Z[w] — |2|*.

} Uanneau Z [w] est euclidien pour le

Démonstration Les nombres complexes w et @ sont les deux racines du poly-
noéme P, (X)=X?—-aX —B€Z[X]etona:
wtw o

= — = 2:—
T=— —26[071[,71 |w] B8 eN

donca=0oua=1et B =—navecn € N* cest a dire que P, (X) = X2 +n
2

1 dn — 1

ou P, (X) = X* - X +n= (X_2> + n4
1+ivdn —1
w=——"—""—

2

On vérifie que l'application ¢ : z — |z\2 définit bien un stathme sur I'an-

neau Z [w] . Pour tout z = a+ bw € Z[w], on a :

avec n € N*, donc w = iy/n, ou

avec n € N* (on a Im (w) > 0).

o(z)=|2°’=2z2€ Ry NZ[w] =N
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(ona |z|* >0, 2% € Z[w] puisque Z [w] est stable par conjugaison et (1,w) est libre

dans le R-espace vectoriel C, puisque w € C\ R, donc u = a + bw € Ry NZ [w]

impose b=0et u=a € N, soit Ry NZ [w] = N), donc ¢ est un stathme sur Z [w] .
U uv

Pour u,v dans Z[w] avec v # 0, on a — = W avec |[v]° € N* et ut € Z[w]
v v

puisque anneau Z [w] est stable par conjugaison complexe, donc — = r + sw avec

v

(r,s) €Q?. Pour g=a+bw € Zw], on a:

2
‘%—q‘ =lr—a+(s—bwf’=|r—a+(s—b)z+i(s—b)y|’

=lr—a+(s—b)z]*+|(s—b)y|?

1 1 1 1
Pour b € Z tel que s € [b2,b+2[eta€Zte1quer+(sb):cE {a,a+{,

2 2
2 1+ 2 1 2
‘ < Y ou encore lu—qu|® < St

u 2
ona|——gq [v]”. En posant r = u — qu
v

dans Z [w], on a u = qu + r avec :

1492
4

2 2 2 2
p(r)=Irl" =lu—qu]” < [o” <Jol” = ¢ (v)
pour y € ]0,v/3[. Donc (Z [w], ¢) est euclidien pour z € [0, 1] et y € ]0,v/3].
Avec le théoreme B9, nous avons vu que 'anneau Z [iy/n] est euclidien si, et
seulement si, on a n € {1,2}.

14+13/4n -1

encore 1 <n < 3, on déduit de ce qui précede que (Z [w], ¢) est euclidien.
1403 14+iVT 1+4V/11
2 2 2
est euclidien. [ ]
1+ividn—1
2
(théoréme B13). Pour certaines valeurs de n, il peut étre principal non euclidien,

1+4V19
2

13
Pour w = aveanN*telque4n—1<12,soit1§n<Zou

En conclusion, pour w € {i, V2, } , Panneau Z [w]

On peut montrer que pour n > 4 'anneau Z ] n’est pas euclidien

c’est le cas pour n = 5, soit pour w = (voir le paragraphe 64).

5.3.5 L’anneau des polyndémes a coefficients
dans un corps commutatif

Voir le théoreme ?7.

5.3.6 L’anneau des séries formelles a coefficients
dans un corps commutatif

Voir le paragraphe BT pour la définition et quelques propriétés de I'anneau
K[[X]] des séries formelles & une indéterminée et & coefficients dans un corps
commutatif K.
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Théoréme 5.14.

L’anneau K [[X]] des séries formelles d coefficients dans un corps com-
mutatif K est euclidien pour le stathme :

¢ : 8 € K[[X]|\ {0k} — ¢ () = val (5)

Démonstration L’application ¢ est un stathme croissant. En effet, pour S, T
dans K[[X]] \ {0k}, on a val(S) € N et val (ST) = val(S) + val(T") > val(S5).
Il reste & montrer qu’on a une division euclidienne. Soient S, 7T dans K[X]\ {0k}
de valuations respectives n,m. On a alors S = X"S; et T = X™T avec S1,T
de valuation nulle, donc inversibles dans K[[X]] (lemme B33). Pour m < n, on
écrit que S = X"S; = (X™1) (X”"”TflSl) =TQ + Og et pour m > n, on a
S=T-0x+ S avec p(S)=val(S)=n<m=val(T) =¢(T). L]

Avec le théoréme précédent, on retrouve le fait que K [[X]] est principal (théo-
réme 03).

5.4 Exemple d’anneau principal non euclidien

Nous avons vu qu'un anneau euclidien est principal (théoréeme BT). Dans le
but de justifier que la réciproque est fausse, nous allons décrire un anneau qui est

principal, mais non euclidien.
1+iyvdn—1
On désigne pour tout n € N* par w, l'entier quadratique % dont

le polynéme minimal est P, (X) = X2 — X + n (voir la démonstration du théo-
réme B13).
Pour tout u = a + bw, € Z[w,], on a:

[ul®> = (a + bwn) (a + by) = a® + ab (wn + @n) + b |wn|”
=a’+ab+nb® cR,NZ=N

Pour n € {1,2,3}, nous avons vu que 'anneau Z [w,] est euclidien.

Lemme 5.10 Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de l'anneau Z [wy,)
est :

(Z[wn]) ={u € Zwy], |u| =1} = { };ifwioﬁg}zpzur n=1

Démonstration Si u = a + bw, € Z|w,] \ {0} est inversible, il existe alors
v € Zwy] tel que uv = 1, donc |ul” [v]* = 1 dans N* et nécessairement |u|” = 1.
Réciproquement, si u € Z |w,] est tel que |u\2 = uu = 1, il est alors inversible dans
Z |wy] d’inverse T € Z |wy] (stabilité de Z [w,] par conjugaison complexe). On a
donc (Z[w,])* = {u € Z[wy], |u| =1} ot :

2
1
lu]® = a® + ab + nb? = (a—i—;)) —|—<n—> v =1
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1 7
Pourn > 2 et u=a+bw, € (Z[w,])*,onal=u> (n— 4) b2 > sz avec

b? € N, ce qui impose b = 0 et a® = 1, soit u = +1. On a donc (Z [w,])* = {-1,1}.
3
Pour n = 1l et u = a+ bw, € (Z[w1])™, linégalité 1 > Zb2 impose b = 0 et

a=xloub==xleta(axl)=0,soit u==x1louwuéc{tw,£(l—-wi)}.Ona
donc (Z[w,])™ = {£1, twi, + (1 —wi)} = {£1, +wy, +o7}. "

Lemme 5.11 Pour tout entier n > 4, les entiers £2 et 3 sont irréductibles dans
Z [wy] -

Démonstration Il nous suffit de vérifier que 2 et 3 sont irréductibles dans Z [w;,]
puisque —1 est inversible dans Z [w,,] .

Comme (Z [wy])™ = {—1,1}, 2 et 3 sont non inversibles dans Z [w,] .

Si 2 = wv dans Zw,], on alors 4 = |u|® [v]> dans N*, ce qui implique que
lu> € {1,2,4} . Le cas |u|> = 1 signifie que u est inversible; le cas |u|> = 4 impose
lu|*> = 1 et signific que v est inversible; le cas [u|* = a2 + ab 4 nb? = 2 impose
b # 0 puisque a? = 2 est impossible dans Z, mais alors :

b\? 1 1

ce qui n’est pas possible.
Si 3 = wv dans Z[w,], on alors 9 = |u|*|v|* dans N* et |u|* € {1,3,9}. Les

cas [u]®> = 1 ou |ul> = 9 impliquent Iinversibilité de u ou celle de v; le cas

|u|2 = a? + ab+ nb? = 3 impose b # 0 puisque a? = 3 est impossible dans Z, mais
b\’ 1 15

alors 3 = (a + 2) + <n — 4) b2 > R ce qui n’est pas possible. ]

Théoréme 5.15.

Pour tout entier n > 4, U'anneau Z [wy] n’est pas euclidien.

Démonstration Supposons qu’il existe un stathme ¢ : Z [w,]" — N qui fasse de
7 [wy] un anneau euclidien. On désigne par u un élément de Z [w,,] tel que :

¢ (u) =min{p(v), v € Zwa]\ {-1,0,1}}

Ce minimum est atteint puisque {¢ (v), v € Z[wy,] \ {—1,0,1}} est une partie
non vide minorée de N. Les inversibles de Z [w,,]| étant les éléments de module égal
A . 2
al,s0it —let1l onal|u>2et:

¢ (u) = min {gp (), v € Zw, et |v]* > 2}

Dans Z [w,], on a une division euclidienne 2 = qu + r avec = 0 ou r # 0 et
o (r) < ¢ (u) qui impose r € {—1,1} par minimalité de u.

e Sir =1, on a alors 1 = qu avec u non inversible, soit une impossibilité.



156 Anneaux euclidiens (nouvelle version du 04/12/2024)

e Sir =0, on a alors 2 = qu avec u non inversible, donc ¢ est inversible puisque
2 est irréductible dans Z [w,], soit ¢ = £1 et u = +2. La division euclidienne
de w, par u donne alors w, = q(£2) + 1" = 2¢ + ' avec ' € {-1,0,1},
donc w, —r’' =2 (a + bw,) , ce qui implique que 2a = —r’ et 2b = 1 puisque
(1,wy,) est R-libre, soit une impossibilité pour b entier.

e Sir = —1, on a alors 3 = qu avec u non inversible, donc ¢ est inversible
puisque 3 est irréductible dans Z [w,], soit ¢ = £1 et uw = £3. La division
euclidienne de w,, par v donne alors w,, = 3¢’ + r’avec ' € {—1,0,1}, donc
wp—1" =3 (a+ bw,), ce qui implique que 3a = —r’ et 3b = 1 puisque (1, w,,)
est R-libre, soit une impossibilité pour b entier.

1+14v19
Pour ce qui suit, on se limite & n = 5, soit & Panneau Z [ws] = Z —i_;]

qui se trouve étre principal et non euclidien.

Lemme 5.12 Pour tout z € C, il existe u € Z|ws]| ou v € Zws] tel que lon ait
|z —u| <1 ou |2z —v|] <1.

Démonstration Comme (1,ws) est une R-base de C, tout nombre complexe
s’écrit de maniére unique z = x + yws avec (z,y) € R? et il existe un unique
couple (a,b) d’entiers relatifs tel que :

1 1 1 1
(;C,y)e{a—z,a+2|:><[b—27b+2[
donc, en notant v = a 4 bws dans Z [ws], on a :

z—ul’ = (@—a)’ + (@ —a) (y =) +5(y —b)’
2

1
<(z—a)’+z—ally—b+5(y—b)°< +§|y—b|+5(y—b)2

=] =

1 1 1 5 35 1 1

1 1 1 2
aalors§<y—b§§ou—§<y—b§—§7soit2b+§<2y§2b+1ou

2
20 —1 <2y <2b— 3" Dans le premier cas, on pose d = 2b+ 1 et dans le second
1
d = 2b— 1, ce qui nous donne |2y —d| < 3 et en désignant par c l'entier tel que
1

1
2x € [c—2,c+2{,enprenantv:c+dw€Z[w5],ona|2z—v|<1. L]

Théoréme 5.16.

L’anneau Z [ws] est principal.

Démonstration Soient I un idéal de Z [ws] non réduit & {0} et ug = a+bw dans

Z [ws)] tel que |uo|* = min {|u|2 ,ue T\ {0}} . Ce minimum existe car 'ensemble
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{\u|2, uwel\ {0}} est une partie non vide de N*. Comme I est un idéal, on a
déja (ug) = Zws)ug C I. Soient v € I et z = 2. Supposons que v ¢ (ug). Si
u

u € Z[ws)] est tel que |z —u| < 1, on a alors 0 < |v — ugu| < |ug| et v ¢ I (sinon
v —upu € I puisque I est un idéal et v — upu = 0 par définition de ug), ce qui
n’est pas. Si u € Z [ws] est tel que |2z —u| < 1, on a alors 0 < |2v — upu| < |ug| et
2v ¢ I, ce qui implique encore que v ¢ I (v € I entraine 2v = v + v € I puisque [
est un groupe additif), ce qui n’est pas. L’hypothése v ¢ (ug) est donc impossible
et I C Z|ws)up. On a donc I = Z[ws|ug et I est principal. n

5.5 Unicité de la division euclidienne

Pour ce paragraphe, (A, ¢) est un anneau euclidien qui n’est pas un corps. Dans
les exemples d’anneaux euclidiens que nous avons considérés, seuls les anneaux de
polyndmes a coefficients dans un corps commutatif, avec le degré pour stathme,
assurent 'unicité du reste et du quotient dans la division euclidienne. En fait, ce
sont les seuls cas possibles. Nous allons montrer plus précisément que si (A, p)
est un anneau euclidien qui n’est pas un corps et pour lequel il y a unicité du
quotient et du reste dans la division euclidienne, cet anneau est alors isomorphe a
un anneau de polynomes a coefficients dans un corps commutatif.

Le lemme qui suit nous dit que cette unicité est réalisée si, et seulement si, le
stathme ¢ est croissant et vérifie une propriété supplémentaire vérifiée par le degré
des polynomes.

Lemme 5.13 Le quotient et le reste sont uniquement déterminés pour la division
euclidienne dans (A, p) si, et seulement si, le stathme @ est croissant tel que :

V(a,b) € A" x A", a £ b= ¢(a—b) <max (¢ (a),p (D)) (5.1)

Démonstration Supposons que le quotient et le reste sont uniquement détermi-

nés pour la division euclidienne dans (A, ¢) et soient a, b dans A*. Si ¢ (ab) < ¢ (a),
on a alors deux divisions euclidiennes de ab par a, ab=ab+ 0 = a0+ ab (ab # 0
puisque a, b sont non nuls dans A intégre), ce qui est contraire & notre hypothése.
On a donc ¢ (ab) > ¢ (a), ce qui signifie que le stathme ¢ est croissant.

Supposant que a # b et écrivant que 2a —b=1-(a—b)+a=2(a—b) + b, les
inégalités ¢ (a) < ¢ (a —b) et ¢ (b) < ¢ (a —b) nous donneraient deux divisions
euclidiennes de 2a — b par a — b, ce qui n’est pas, donc l'une des deux inéga-
lités p (a —b) < @ (a) ou p(a—>) < ¢(b) est vérifiée, ce qui nous donne bien
o (a—b) < max (g (a), 0 (b))

Réciproquement supposons le stathme ¢ croissant, la condition (B) vérifiée
et que l'on ait deux divisions euclidiennes, a = bg +r = bq’ +1'. Si ¢ # ¢/, on
aalors r — 1’ = b(¢' —¢q) # 0 (A est intégre). Si ' = 0, on a alors r # 0 et
o(r)y=¢ (b —q)) > ¢(b), ce qui contredit ¢ (r) < ¢ (b). On a donc 1’ # 0 et
en permutant les réles de r et 7/, on voit qu’on a également r # 0. Mais on aboutit
alors & o (b) < o (b(q' — ) = @ (r — ') < max (¢ (1), (")) <  (B), ce qui n'est
pas possible. On a donc g = ¢’ et r =1'. [
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La propriété de croissance du stathme est vérifiée pour les exemples classiques
d’anneaux euclidiens : K[X], Z, D et Z [i] . En fait, on a vu qu’on peut toujours se
ramener & un stathme croissant (lemme B), ce qui est intéressant pour caractériser
les éléments inversibles de A (théoréme B2).

On suppose pour la suite de cet paragraphe que le quotient et le reste sont
uniquement déterminés pour la division euclidienne dans (A, ¢), c’est-a-dire que :

Y (a,b) € Ax A*, 3l (q,r) €A%, a=bg+ravecr =0o0ur #0et ¢(r) < ¢ (b)
ce qui équivaut & dire que @ est croissant et que la propriété (B1) est vérifiée.

Lemme 5.14 L’ensemble K = A* U {0} est un corps. Donc A est un K-espace
vectoriel.

Démonstration On a 1 € K et pour a,b dans K, ab est dans K puisque A* est
un groupe multiplicatif. Il reste & montrer que pour a,b dans K, a — b est aussi
dans K. Si a = b, on a alors a —b =0 € K; si a = 0 [resp. b = 0], on a alors
a—b=—-becKlresp. a —b=a € K| Enfin si a,b sont dans A* avec a # b,
on a alors p (1) = a?elgi v(x) < pla—>b) <max(p(a),p (b)) = ¢ (1) (troisieme
point du théoréme 652), donc ¢ (a —b) = ¢ (1) et a — b € K. Au final, K est un
sous-anneau de A tel que tous les éléments de K* = A* sont inversible, c¢’est donc
un corps. [

Lemme 5.15 Pour a # b dans A* tels que ¢ (a) < o (b), on a p(b—a) = ¢ (D).

Démonstration On a déja ¢ (b —a) < max(p(a),¢ (b)) = ¢ (b).

Si p(b—a) < ¢(b), on a alors 2b —a = 1-b+ (b—a) = 2b + (—a) avec
pb—a) <p) et p(—a)=v(a) <p(), doncb—a= —a par unicité du reste
et b =10, ce qui n’est pas. On a donc ¢ (b —a) = ¢ (b). [

Ayant supposé que A n’est pas un corps, on a K ; A et il existe z € A\ K tel
que ¢ (z) = mg{leo( y)-

Lemme 5.16 On a ¢ (x) > ¢ (1), la suite (¢ (2")),,cy est strictement croissante
dans N et la famille B, = (z"),, oy est libre dans le K-espace vectoriel A.

Démonstration On a déja ¢ (1) = mkn v y) < @(z) et p(z) # ¢ (1) puisque
YEAT

¢ A*. Commez #Oetz ¢ A, onap (z") = ¢ (2"z) > ¢ (z™). On en déduit
que @ (™) > n pour tout n € N et lir+n (™) = 4o0. Dire que la famille B,
n—-—+0o0

est libre, revient a dire que, pour tout entier n € N, la famille (x’“)0<k<n est libre.

Soient ag, - ,a, dans K = A* U {0} tels que Zakxk =0. Siag # 0, on a alors
k=0

n
ap € A% et xz (—ag'ay) z* =1, donc x € A*, ce quin’est pas. On a donc ag = 0.
k=1
n
Supposant que a; =0 pour 0 < j < k <n—1, on a z*! Z ajzi=F=1 =0, donc
j=k+1
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n
Z ajxj_k'_l = 0 puisque A est integre et apy+1 = 0. Les ay sont donc tous nuls
j=k+1
et (:Ek)0<k<n est libre. [ ]
Lemme 5.17 Pour tout a € A*, il existe un unique n € N tel que ¢ (a) = ¢ (z") .

Démonstration La suite (¢ (2")), oy étant strictement croissante dans N, il
existe pour tout a € A* un unique n € N tel que ¢ (2") < ¢ (a) < ¢ (z™)
(comme ¢ (a) > ¢ (1) = ¢ (2°), Pensemble {k € N, ¢ (2*) < ¢ (a)} est non vide
dans N, il admet donc un plus petit élément qui vérifie ¢ (z) < ¢ (a) < ¢ (z"11)).
Sin =0, on a alors ¢ (a) < ¢ (z), donc a € A* (sinon a ¢ K puisque a # 0 et
v(x)<yp(a))etp(a)=¢(1l).Sin > 1, on a la division euclidienne de a par =™ :

a=qz"+ravecr=0our#0etp(r)<e(")

Sig =0, o0n aalors p(a) = ¢(r) < ¢(z"), ce qui n'est pas, donc ¢ # 0. Pour
r=0,ona¢p(a)=¢(g"). Pourr #0,onap(—r)=¢(r) <e(") < e(a")
et p(a) = ¢(gz™ — (—r)) = v (gz™). Dans tous les cas, on a ¢ (a) = ¢ (qz™).
On a la division euclidienne ¢ = ax + § avec 8 =0 ou S # 0 et p(B8) < p(x),
donc B € K dans les deux cas. Si @ # 0, on a alors ¢gz" = az™t!' + B2”. Si
B =0, on aalors p(a) = ¢ (qz") = ¢ (az"™) > ¢ (z"!), ce qui n'est pas. On
a donc 8 # 0, soit B € A% et p(Bz") = ¢ (2") < ¢ (z"!) < ¢ (az™™!), donc
¢ (a) = ¢(qz™) = ¢ (az™) > ¢ (z"*1), ce qui n'est pas. On a donc o = 0 et
q = € A% (g est non nul), ce qui nous donne ¢ (a) = ¢ (™). La suite (¢ (2")),,cn
étant strictement croissante, cet entier n est uniquement déterminé par a. ]

Théoréme 5.17.

La famille B, = (x"),, oy est une base du K-espace vectoriel A, c’est-a-
dire que pour tout a € A, il existe un unique entier naturel n et une unique
n

suite (ar)g<p<, d¢léments de K telle que a = Zakmk, les ay, étant dans K
k=0

avec an € A*. Ce que l'on peut noter A = K[X]. Il en résulte que 'anneau

A est isomorphe a Uanneau K[X] des polynomes a une indéterminée et a

coefficients dans le corps commutatif K.

Démonstration Comme B, = (2"), oy est libre dans le K-espace vectoriel A,
il nous suffit de montrer que cette famille B, est génératrice. Pour ce faire, on

montre par récurrence sur n > 0 que tout a € A* tel que ¢ (a) = ¢ (z™) s’écrit
n

a= Zakxk, les ay, étant dans K avec a, € A*. Pour n =0, ¢ (a) = ¢ (1) signifie
k=0

que a = ag € A*. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 > 0 et soit

a € A* tel que p (a) = ¢ (™). On a vu avec le lemme précédent que a = gz™ + r

avec g € A et r =0our # 0et p(r) < ¢(z"), donc ¢ (r) < ¢ (z"'). Pour

r=20,o0n aa=a,z" avec a, = q € A* et pour r # 0, on a par hypothese de
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p

récurrence, r = Zakxk avec 0 < p <n-—1, ar € K pour tout k compris entre 0
k=0
et p et a, € AX. Notant a, = ¢, ap—1 = -+ = ap41 = 0 (éventuellement), on a
n

bien a = Zakxk, les ay, étant dans K avec a,, € A*.

k=0
Il est clair que ¢ : P € K[X] +— P (z) € A est un morphisme d’anneaux et on
vient de voir qu'’il est bijectif, c’est donc un isomorphisme de K[X] sur A. n

5.6 Exercices

Ezercice 5.1. Soit (A, ) un anneau euclidien. Montrer que si le stathme
@ est constant, A est alors un corps.

Solution. Si le stathme ¢ est constant, l'inégalité stricte ¢ (r) < ¢ (b) n’est
jamais vérifiée, donc la division euclidienne de a € A par b € A* est de la forme
a = bg. En particulier, on aura 1 = bg pour tout b € A*, ce qui revient a dire que
A est un corps.

Ezxercice 5.2. Soient a € Z* et b € N* ne divisant pas a.

1. Montrer que si a = bq + r est une division euclidienne de a par b
dans (Z,|]), il en existe alors une seule autre a = bq’ + 1’ avec r # 1’
et q#q'.

2. Montrer qu’il y a exactement deux divisions euclidiennes de a par b
dans (Z,||) .

Solution. Si b divise a, le seul reste possible dans la division de a par b est 0
(dans ce cas b divise r = a — bg avec 0 < |r| < |b|, donc r = 0). Réciproquement
un reste nul nous dit que b divise a. Pour a # 0 et b > 1 ne divisant pas a, les
restes dans la division euclidienne de a par b sont donc nécessairement non nuls.

1. Supposons qu'il existe deux division euclidienne de a par b dans (Z,|]), soit
a=>bg+r=>b +r avec 0 < |r|,|r'| < |b] = b. Comme b ne divise pas a,
les entiers r et r’ sont dans ]—b,b[ \ {0}. Si r» # ', on a alors ¢/ # ¢ et
b<blg—¢|=|r"—r|<2bdoncl<|¢g—¢|<2etqg=q¢g +1oug=q —1,
soit " =r+bour' =r—>b.Pourr>0,onar+b>betr =r—>be]-b,b,
pour r < 0,onar—b< —betr =r+bec]-bbl. Onadoncr' =r—sgn(r)b
et ¢ = q+sgn(r), ot sgn(r) est le signe de r. Réciproquement on vérifie que
si @ = bg + r est une division euclidienne dans (Z, |-|), on en a une deuxiéme
a=0bq +r' en posant ' =r —sgn (r)b et ¢ =g+ sgn(r). En effet, on a :

bg +7' =b(q+sgn(r)) + (r—sgn(r)b) =bg+r=a

et =r—sgn(r)be]-b,b (pourr>0,onal<r<b donc—-b<r—>b<0
et pour r < 0,ona —b<r<0,donc 0<r+b<b),avecr’ #r.
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2. On a déja la division euclidienne classique a = bg+ 1 avec 0 < r < b et on vient
de voir qu’en posant 7’/ =r —sgn(r)b=r—b,¢ =q+sgn(r)=q¢+1,onena
une deuxieme et c’est la seule possible.

Exercice 5.3. Montrer que l'anneau I des nombres décimaux est iso-
ZX]

morphe da l'anneau quotient m

1
Solution. Par définition des nombres décimaux, I'application ¢ : P — P (10>

réalise une surjection de Z [X] sur D et il est clair que cette application est un
morphisme d’anneaux. Elle passe donc au quotient en un isomorphisme de ’anneau

7[X
quotient B [ ( }) sur D. Un polynéme P € Z[X] est dans ker (¢) si, et seulement
er (o
1
si, il est tel que P <10) = 0, ce qui implique V'existence de @ et R dans Q[X]
1
tel que P (X) = (X = 10) Q(X)=(10X —1)R(X).Si P eker(p)\{0}, il est
alors non constant et on a :
n n—1
P(X)=> apX* = (10X — 1) R(X) = (10X — 1) ) by X*
k=0 k=0
ou n € N*, les ay sont dans Z et les by dans Q. Il en résulte que by = —ag € Z et

b = ax — 10b;—1 pour 1 < k < n, ce qui implique par récurrence que les by sont
dans Z, soit que R € Z[X] et P € (10X —1). L’inclusion (10X — 1) C ker (p)
étant évidente, on a bien I'égalité ker (o) = (10X — 1) et Iisomorphisme entre D
Z[X]

et 'anneau quotient m

Exercice 5.4. Montrer qu’un élément z de Z[i| est irréductible si, et
seulement si, 2 = wp ot w € Z[i]* = {1, 4i} et p est un nombre premier
congru & 3 modulo 4 ou |z|2 est un nombre premier congru ¢ 1 modulo 4.

Solution. On peut remarquer que z € Z [i] est irréductible si, et seulement si, Z
l'est (conséquence de la stabilité de Z [i]* par conjugaison complexe).

1. Si z € Z[i] est irréductible, il est alors non inversible et en conséquence, |z|2 est
un entier supérieur ou égal a 2. Si cet entier (qui est somme de deux carrés) est
premier, il est alors congru a 1 modulo 4 d’apres le théoreme 610 de Fermat. Si
cet entier n’est pas premier, il existe alors deux entiers naturels u > 2 et v > 2
tels que |z|*> = 2Z = uv avec Z premier dans Z [i] car irréductible (lemme B2),
donc z divise u ou v dans Z [¢] . Si Z divise u, on a alors z = wv ot v > 2 est non
inversible dans Z[i], ce qui implique que w est inversible dans Z [i] puisque z
est irréductible, soit w € {41, £i} et I'entier v est nécessairement premier, sans
quoi z = (wa)b avec |wa| = a > 2 et b > 2 contredit z irréductible. L’entier
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premier v = w1z étant également irréductible dans Z [i] est nécessairement
congru a 3 modulo 4 d’apres le théoréeme 510 de Fermat.

2. Si p est un nombre premier congru & 3 modulo 4, il est alors irréductible dans
Z1i] et il en est de méme de w pourt tout w € Z[i]*. Si z € Z[i] est tel que
Pentier p = |z|? soit premier, une égalité z = uv dans Z [i] donne |ul* |[v]* = p
dans N, donc |u|® = 1 ou |v|* = 1, ce qui signifie que u ou v est inversible dans
Z[i] . Donc z est premier dans Z[i], ce qui revient & dire qu’il est irréductible
d’apres le lemme B-2.

Ezxercice 5.5.

1. Les deur décompositions 5 = (14+2i)(1—-2i) = (2+4+1)(2—1)
contredisent-elles le fait que Z[i] est factoriel ?

2. Effectuer la division euclidienne de w = 11+7i parv = 18 —i dans Z[i] .

3. Calculer le pged de u=a + b et v=">b—ia dans Z[i] .

\ J

Solution.

1. Les éléments 1 + 2i et 2 + ¢ sont irréductibles dans Z[i] d’aprés la question
précédentes tels que 1 4+ 2i = i(2—14) et 1 —2i = —i(2+1), donc on a bien
une unique décomposition de 5 en facteurs irréductibles dans Z [i] & 'ordre et
multiplication par une unité prés et cela ne contredit pas la facorialité de Z [i] .

w (11470 (18 +4) 191 137

2. & _ 7 100, . :
Onas 325 535 325 WA
191 137 13 11

En prenant g =1et r =u—qv=—7+8i,ona 11+ 7i = (18 — i) + (-7 + 8i)
avec |—7 + 8i|? = 113 < |18 — i|* = 325.
3. Onaa+ib=1i(b—ia), doncuAv=ov.
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